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P3c

Los conectivos unarios L, T se definen de la siguiente forma:

0
1

0 1
0 1

Es {A, L, T} funcionalmente completo?

Solucién

No es funcionalmente completo. La demostracién la haremos por induccién. Si el conjunto de
variables proposicionales es P, entonces el conjunto de férmulas proposicionales L(P) se define
como el menor conjunto tal que:

» (caso base) Si p € P, entonces p € L(P)

caso inductivo 1) Si ¢ € L(P), entonces Ly € L(P)

(
= (caso inductivo 2) Si ¢ € L(P), entonces Ty € L(P)
(caso inductivo 3) Si ¢,v € L(P), entonces ¢ A ) € L(P)

Explicaremos ahora la forma en que se hard la demostracion. Sea pinP, mostraremos que, para
toda férmula ¢ € L(P), se tiene que ¢ es una tautologia, que ¢ es una contradiccion, o que existe
una valuacién o tal que o(p) = 0 = o(y). Es decir, ninguna férmula en L(P) es equivalente a —p,
porque —p no es una tautologia, no es una contradiccion, y ademds o(—p) = 1 para toda valuacién
o tal que o(p) = 0. La demostracién, como ya se dijo, serd por induccién.
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1. Caso base: sea ¢ € P. Entonces, existe alguna valuacién o tal que o(p) =0y o(¢) = 0.

2. Caso inductivo 1: suponemos que la afirmacién es cierta para ¢ € L(P). Directamente por su
tabla de verdad, se ve que o(Ly) = 0 para toda valuacién o, asi que Ly es una contradiccion.

3. Caso inductivo 2: suponemos que la afirmacién es cierta para ¢ € L(P). Directamente por su
tabla de verdad, se ve que (T ) = 1 para toda valuacién o, asi que T es una tautologia.

4. Caso inductivo 3: suponemos que la afirmacién es cierta para ,9 € L(P). Podemos estar
en tres casos. Por una parte, si alguna de las dos féormulas es una contradiccién, es directo
ver que p A ¥ es una contradiccién. Por otra parte, si ambas son tautologias, entonces es
también facil ver que ¢ A 9 es una tautologia. Por tltimo, tenemos el caso en que alguna de
las dos férmulas (digamos ¢, sin perder generalidad) es tal que existe una valuacién o tal que
o(p) = 0 = o(p). Entonces, es evidente también que o(p A ) = 0.

Asi, la propiedad enunciada més arriba queda demostrada por induccién. Esto muestra que —p no es
equivalente a ninguna férmula en L(P). Es decir, que —p no puede construirse usando los conectivos
{A, L, T}. Dicho de otra manera, concluimos que {A, L, T} no es funcionalmente completo.



