




Solución Ayudant́ıa 1 - Marco Bucchi y Alberto Croquevielle

Ahora se definen las dos funciónes pedidas. Sean ', ,� 2 L(P ):

nsf(') =

8
><

>:

si ' 2 P, 1

si ' = (¬ ), 1 + nsf( )

si ' = ( ⇤�), 1 + nsf( ) + nsf(�)

la(') =

8
><

>:

si ' 2 P, 1

si ' = (¬ ), 3 + nsf( )

si ' = ( ⇤�), 3 + la( ) + la(�)

Luego, por inducción

1. Caso base: sea ' 2 P . Entonces, nsf(') = 1  la(') = 1.

2. Caso inductivo 1: suponemos que la afirmación es cierta para ' 2 L(P ). Luego, si nsf(') 
la(') claramente se tiene que 1 + nsf(')  3 + la('), o bien nsf((¬'))  la((¬')).

3. Caso inductivo 2: suponemos que la afirmación es cierta para ', 2 L(P ). Luego, se tiene
que nsf(') + nsf( )  la(') + la( ) o aún más fuertemente, que 1 + nsf(') + nsf( ) 
3 + la(') + la( ), lo que implica que nsf(('⇤ ))  la(('⇤ ))

Aśı, queda demostrado que nsf(')  la(') para todo ' 2 L(P ).

Pregunta 4

Los conectivos unarios ?, > se definen de la siguiente forma:

p ?p >p

0 0 1
1 0 1

¿Es {^,?,>} funcionalmente completo?

Solución

No es funcionalmente completo. La demostración la haremos por inducción. Si el conjunto de
variables proposicionales es P , entonces el conjunto de fórmulas proposicionales L(P ) se define
como el menor conjunto tal que:

(caso base) Si p 2 P , entonces p 2 L(P )

(caso inductivo 1) Si ' 2 L(P ), entonces ?' 2 L(P )

(caso inductivo 2) Si ' 2 L(P ), entonces >' 2 L(P )

(caso inductivo 3) Si ', 2 L(P ), entonces ' ^  2 L(P )

Explicaremos ahora la forma en que se hará la demostración. Sea pinP , mostraremos que, para
toda fórmula ' 2 L(P ), se tiene que ' es una tautoloǵıa, que ' es una contradicción, o que existe
una valuación � tal que �(p) = 0 = �('). Es decir, ninguna fórmula en L(P ) es equivalente a ¬p,
porque ¬p no es una tautoloǵıa, no es una contradicción, y además �(¬p) = 1 para toda valuación
� tal que �(p) = 0. La demostración, como ya se dijo, será por inducción.
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1. Caso base: sea ' 2 P . Entonces, existe alguna valuación � tal que �(p) = 0 y �(') = 0.

2. Caso inductivo 1: suponemos que la afirmación es cierta para ' 2 L(P ). Directamente por su
tabla de verdad, se ve que �(?') = 0 para toda valuación �, aśı que ?' es una contradicción.

3. Caso inductivo 2: suponemos que la afirmación es cierta para ' 2 L(P ). Directamente por su
tabla de verdad, se ve que �(>') = 1 para toda valuación �, aśı que >' es una tautoloǵıa.

4. Caso inductivo 3: suponemos que la afirmación es cierta para ', 2 L(P ). Podemos estar
en tres casos. Por una parte, si alguna de las dos fórmulas es una contradicción, es directo
ver que ' ^  es una contradicción. Por otra parte, si ambas son tautoloǵıas, entonces es
también fácil ver que ' ^  es una tautoloǵıa. Por último, tenemos el caso en que alguna de
las dos fórmulas (digamos ', sin perder generalidad) es tal que existe una valuación � tal que
�(p) = 0 = �('). Entonces, es evidente también que �(' ^  ) = 0.

Aśı, la propiedad enunciada más arriba queda demostrada por inducción. Esto muestra que ¬p no es
equivalente a ninguna fórmula en L(P ). Es decir, que ¬p no puede construirse usando los conectivos
{^,?,>}. Dicho de otra manera, concluimos que {^,?,>} no es funcionalmente completo.

Pregunta 5

Considere un grupo de n personas donde dos personas distintas pueden o no ser amigos. Construya
una fórmula  n,k en lógica proposicional que sea satisfacible śı y solo śı dentro de esas n personas
existe un grupo de tamaño k dentro del cual todos son amigos con todos.

Solución

Se definen dos variables proposicionales:

ai,j =

(
1 si i, j son amigos

0 e.o.c
xi,j =

(
1 si i es la j-ésima persona del grupo

0 e.o.c

Luego se definen tres fórmulas proposicionales:

1. Describe las amistades:

�1 =

0

@
^

i,j son amigos

ai,j

1

A ^

0

@
^

i,j NO son amigos

¬ai,j

1

A

2. Hay exactamente una j-ésima persona en el grupo:

�2 =
k̂

j=1

n_

i=1

0

@
xi,j ^

^

l2{1,...,n}\{i}

¬xl,j

1

A
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