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Matemáticas Discretas para la Computacíon - CC3101
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1. En clases hemos definido la clausura transitiva de una relaciónR sobre un conjuntoA. De la misma
forma podemos definir suclausura reflejacomoR ∪ {(a, a) | a ∈ A}, y suclausura siḿetrica como
R ∪ {(a, b) | (b, a) ∈ R}.

SeaRe la clausura transitiva de la clausura simétrica de la clausura refleja de una relaciónR. De-
muestre queRe es lamenorrelación de equivalencia que contiene aR (donde “menor” se define con
respecto al orden parcial definido por⊆ sobre el conjunto de relaciones enA).

Solución: Demostraremos primero queRe es una relación de equivalencia. Claramente,Re es refleja
ya que contiene a la clausura refleja deR (1 pto). De la misma forma, la relaciónRe es transitiva ya
que corresponde a la clausura transitiva de otra relación (1 pto). Por último, la relación es simétrica. De
hecho, si(a, b) ∈ Re quiere decir que(a, b) pertenece a la clausura transitiva de la relaciónR′ definida
por la clausura simétrica de la clausura refleja deR. Es decir, existen elementosc1, . . . , cn ∈ A,n ≥ 0,
tal que(a, c1), (c1, c2), . . . , (cn, b) ∈ R′. Pero por definición,(b, cn), . . . , (c2, c1), (c1, a) ∈ R′ (ya
queR′ es la clausura simétrica de otra relación), y por tanto(b, a) pertenece aRe (1,5 ptos).

Debemos demostrar ahora que si una relación de equivalenciaS contiene aR, entoncesRe ⊆ S. Por
definición,Re =

⋃

i≥1
(R′)i, y por tanto basta demostrar que(R′)i ⊆ S, para todoi ≥ 1. El caso

base es trivial debido a queS es relación de equivalencia y por tanto debe contener aR′ = (R′)1 (1
pto). El caso inductivo se obtiene fácilmente por hipótesis y transitividad deS (1,5 ptos).

2. Defina un lenguaje proposicional que permita describir elestado de un semáforo en distintos momen-
tos1, . . . , k de tiempo. Con tal lenguaje exprese lo siguiente:

En cada momento del tiempo el semáforo está en un, y exactamente un, color.

Si el color del semáforo cambia, entonces los únicos cambios válidos son de verde a amarillo,
de amarillo a rojo, y de rojo a verde.

El semáforo puede permanecer en un color por a lo más tres estados consecutivos de tiempo.

Solución: El lenguaje proposicional está dado por el conjunto{ai, ri, vi | 1 ≤ i ≤ k}, dondeai, vi, ri
representan que en el momentoi el semáforo está en color amarillo, verde y rojo, respectivamente.
Las fórmulas que representan las respectivas condicionespedidas son las siguientes:

(2 pts)
∧

1≤i≤k

(

(vi ∨ ri ∨ ai) ∧ ¬(vi ∧ ri) ∧ ¬(ri ∧ ai) ∧ ¬(vi ∧ ai)
)

.

(2 pts)
∧

1≤i<k

(

(vi → vi+1 ∨ ai+1) ∧ (ai → ai+1 ∨ ri+1) ∧ (ri → ri+1 ∨ vi+1)
)

.

(2 pts)
∧

1≤i≤k−3

(

(vi → ai+1∨ai+2∨ai+3)∧ (ai → ri+1∨ ri+2∨ ri+3)∧ (ri → vi+1∨vi+2∨

vi+3)
)

.



3. Una fórmula de la lógica de predicados está enforma normalsi es de la formaQ1x1Q2x2 . . . Qmxmϕ,
donde cadaQi es un cuantificador∀ o ∃ (1 ≤ i ≤ m) y ϕ es una fórmula sin cuantificación. Por
ejemplo,∀x∃yP (x, y) está en forma normal, pero∀xP (x) ∧ ∃yR(y) no lo está.

Seanφ, θ fórmulas en forma normal. Demuestre que existeα en forma normal tal queα ≡ φ ∧ θ.

Solución: Si φ y θ no tienen cuantificación, entoncesφ ∧ θ está en forma normal. Asuma ahora que
φ es de la forma∃xφ′. Entoncesφ ∧ θ es equivalente a∃x(φ′ ∧ θ). De la misma forma, siφ es de
la forma∀xφ′ entoncesφ ∧ θ es equivalente∀x(φ′ ∧ θ). Si seguimos recursivamente este proceso es
posible llegar a una fórmula en forma normal (4 pts). Por ejemplo, ∀xP (x) ∧ ∃yR(y) se convierte
mediante el proceso en la fórmula equivalente∀x∃y(P (x) ∧R(y)).

Hay un importante detalle más que considerar eso sı́. Al momento de demostrar que∃xφ ∧ θ es
equivalente a∃x(φ′ ∧ θ), es necesario asumir que la variablex no aparece sin cuantificación enθ (2
pts). Esto, sin embargo, se puede asumir sin pérdida de generalidad, ya que de aparecer simplemente
la podemos renombrar por una variableu que no aparece enφ. La razón por la cual debemos asumir
esta se puede ejemplificar como sigue: La fórmula(∃xP (x)) ∧ R(x) no es equivalente a la fórmula
∃x(P (x) ∧R(x)) sino a la fórmula∃x(P (x) ∧R(u)).

4. SeaU un conjunto finito y asuma queP(U) es el conjunto potencia deU . SeaF : P(U) → P(U)
una función que satisface lo siguiente: Para todoX,Y ⊆ U , siX ⊆ Y entoncesF (X) ⊆ F (Y ).

SeaW = {Y | Y ⊆ U, F (Y ) ⊆ Y }. Asuma queW = {Y1, Y2, . . . , Yk} y seaZ = Y1∩Y2∩· · ·∩Yk.
Demuestre queW 6= ∅ y F (Z) = Z.

Solución: ClaramenteW 6= ∅ ya queU ∈ W (1 pto). Demostraremos primero queF (Z) ⊆ Z. Dado
queZ ⊆ Yi, para cada1 ≤ i ≤ k, tenemos queF (Z) ⊆ F (Yi), y, por tanto,F (Z) ⊆ Yi, para cada
1 ≤ i ≤ k. Esto quiere decir queF (Z) ⊆ Y1 ∩ · · · ∩ Yk = Z (2,5 pts). Demostraremos ahora que
Z ⊆ F (Z). Sabemos queF (Z) ⊆ Z. Por tanto,F (F (Z)) ⊆ F (Z), y entoncesF (Z) ∈ W. Sin
embargo, por definiciónZ está contenido en todoY ∈ W, es decir,Z ⊆ F (Z) (2,5 pts).


