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1. En clases hemos definido la clausura transitiva de unei@al®& sobre un conjuntoi. De la misma
forma podemos definir stlausura reflejacomoR U {(a,a) | a € A}, y suclausura sindtrica como
RU{(a,b) | (b,a) € R}.

SeaR, la clausura transitiva de la clausura simétrica de la di@usefleja de una relacioR. De-
muestre quer,. es lamenorrelacion de equivalencia que contien& §donde “menor” se define con
respecto al orden parcial definido gorsobre el conjunto de relaciones gn

Solucion: Demostraremos primero que. es una relacion de equivalencia. ClarameRtees refleja
ya que contiene a la clausura refleja/@él pto). De la misma forma, la relacidR, es transitiva ya
gue corresponde a la clausura transitiva de otra relatipto]. Por Gltimo, la relacion es simétrica. De
hecho, sia,b) € R, quiere decir quéa, b) pertenece a la clausura transitiva de la rela¢tddefinida
por la clausura simétrica de la clausura reflej&dEs decir, existen elementes ..., ¢, € 4,n > 0,
tal que(a,c1), (c1,¢2),. .., (cn,b) € R'. Pero por definicion(b, ¢,), ..., (c2,c1), (c1,a) € R’ (ya
que R’ es la clausura simétrica de otra relacion), y por téhta) pertenece &, (1,5 ptos).
Debemos demostrar ahora que si una relacion de equival€rontiene aR, entoncesk, C S. Por
definicion, R. = J,~,(R'), y por tanto basta demostrar qU&’)’ C S, para todoi > 1. El caso
base es trivial debido a quees relacion de equivalencia y por tanto debe conteriér-a (R')* (1
pto). El caso inductivo se obtiene facilmente por hipétgdransitividad de5 (1,5 ptos).

2. Defina un lenguaje proposicional que permita descrites&ldo de un semaforo en distintos momen-
tosl,...,k de tiempo. Con tal lenguaje exprese lo siguiente:

= En cada momento del tiempo el semaforo esta en un, y exaotaran, color.

= Si el color del semaforo cambia, entonces los Unicos aasnflidos son de verde a amarillo,
de amarillo a rojo, y de rojo a verde.

= El semaforo puede permanecer en un color por a lo mas teossconsecutivos de tiempo.

Solucion: El lenguaje proposicional esta dado por el conjuatgr;, v; | 1 < i < k}, dondea;, v;, r;
representan que en el momeritel semaforo esta en color amarillo, verde y rojo, respactente.
Las formulas que representan las respectivas condicmedidas son las siguientes:
s (2 pts)/\lgigk ((UZ VoV ai) A —|(’UZ' AN T‘Z') A —|(’I"i VAN (IZ') AN —|(Ui A al))
s (2 ptS)/\lSKk ((UZ — Vjt1 V ai+1) VAN ((IZ' — Qi1 V ri+1) VAN (’I"i — iy V 'Uz'—i-l))-
(2 ptS)/\lSiSk_g ((Q}Z — Qir1 Va2V ai+3) VAN (ai — Tig1 Vg2 V Ti+3) N (Ti — Vit1 VU2V
’Ui+3))-



3. Unaférmula de la logica de predicados estfoema normalsi es de la form&)x1 Qo5 . . . Qmame,
donde cada; es un cuantificadoy o 3 (1 < i < m) y ¢ es una formula sin cuantificacién. Por
ejemplo,Vx3y P(x,y) esta en forma normal, peka:P(x) A JyR(y) no lo esta.

Seang, § formulas en forma normal. Demuestre que existn forma normal tal que = ¢ A 6.

Solucion: Si ¢ y 6 no tienen cuantificacion, entonces\ # esta en forma normal. Asuma ahora que
¢ es de la formaz¢’. Entoncesp A 6 es equivalente dz(¢’ A ). De la misma forma, sp es de

la formaVvx¢’ entoncesp A 6 es equivalent®z (¢’ A #). Si seguimos recursivamente este proceso es
posible llegar a una formula en forma normal (4 pts). Pomeje, Va2 P(x) A JyR(y) se convierte
mediante el proceso en la formula equivalentely(P(x) A R(y)).

Hay un importante detalle mas que considerar eso si. Al emtonde demostrar quézrg A 6 es
equivalente axz(¢’ A 0), es necesario asumir que la variablao aparece sin cuantificacion érf2
pts). Esto, sin embargo, se puede asumir sin pérdida deaieiael, ya que de aparecer simplemente
la podemos renombrar por una variahlgue no aparece eh La razbn por la cual debemos asumir
esta se puede ejemplificar como sigue: La forntdtaP (z)) A R(z) no es equivalente a la formula
Jdx(P(x) A R(x)) sino a la formuladz(P(x) A R(u)).

4. SealJ un conjunto finito y asuma qué(U) es el conjunto potencia dé. Seal’ : P(U) — P(U)
una funcion que satisface lo siguiente: Para t&dd” C U, siX C Y entonces'(X) C F(Y).

SeaW={Y |Y CU, F(Y) CY}. AsumaqueV = {Y1,Ys,..., Y} yseaZ = YiNYaN---NYy.
Demuestre qu&V # 0y F(Z) = Z.

Solucion: ClaramenteV # () ya queU € W (1 pto). Demostraremos primero qig€~) C Z. Dado
queZ C Y;, paracadd <i < k, tenemos qué’'(Z) C F(Y;), Y, por tanto,F'(Z) C Y;, para cada

1 < i < k. Esto quiere decir qué'(Z) C Y1 N---NY, = Z (2,5 pts). Demostraremos ahora que
Z C F(Z). Sabemos qué'(Z) C Z. Por tanto,F(F(Z)) C F(Z), y entoncesF(Z) € W. Sin
embargo, por definicib® esta contenido en todd € W, es decirZ C F(Z) (2,5 pts).



