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1. Esta pregunta trata sobre la 16gica proposicional. Sean «, 5 férmulas y P, ) los conjuntos de propo-
siciones mencionados en « y 3, respectivamente. Asuma que @ — (3 es una tautologia, es decir, se
cumple que = o« — (. También asuma que « y [3 comparten al menos una variable proposicional, es
decir, P N Q # 0. Demuestre que existe una férmula 6 que cumple lo siguiente:

a) 0 solo utiliza proposiciones en P N Q).
b) Para toda valuacién o : P — {0,1} tal que 6(«r) = 1 se cumple que 6(0) =

¢) Para toda valuacién o : Q — {0, 1} tal que 5(0) = 1 se cumple que 6(3) =

Solucion: Para cada valuacion o : P — {0,1} definimos su restriccion a las variables en P N Q)
como o¢. Dado que @ es finito, cada o) puede ser descrito por una férmula ¢(cg) en L(P N Q). Por
ejemplo, si PN Q = {q1,¢2} y tenemos que 0g(q1) = 1 =1 —0¢(g2), entonces ¢p(oq) = q1 A —¢ga.
Suponga inicialmente que existe al menos una valuacién o : P — {0, 1} tal que o(a) = 1. Considere
entonces la expresiéon § = A o(a)=1 ¢(0@). Note que esta corresponde a una conjuncion finita de
férmulas en L(P N @), y por tanto € es una férmula en L(P N Q). En particular, § cumple (a).
Demostraremos ahora (b), i.e., para toda valuacién o : P — {0, 1} tal que o(«) = 1 se cumple que
o(0) = 1. Pero esto es sencillo ya que € es por definicién cierta en toda valuacién o : P — {0,1} que
satisface a a.. Falta demostrar (c). Considere una valuacién o : @ — {0, 1} tal que o(#) = 1. Note
que debe existir por definicién una valuacién o’ : P UQ — {0, 1} tal que o’ () = 1y o’ (q) = o(q)
para todo ¢ € (. Dado que = o — [3, se debe satisfacer que o’(3) = 1. Dado que la restriccion de
o’ a@Q es o, concluimos que o(83) = 1.

Supongo ahora que no existe valuaciéon o : P — {0,1} tal que o(ar) = 1, es decir, o es una
contradiccion. Es facil ver entonces que podemos definir a § como (rA—r), donde 7 es una proposicién
cualquieraen P N Q.

2. Esta pregunta es sobre la l6gica de predicados (relaciones), también conocida como 16gica de primer
orden:

a) (2pts) Considere un vocabulario que contiene una relacion binaria R. Exprese en la logica de
primer orden que R corresponde a un orden lineal donde cada elemento tiene un antecesor y un
sucesor (es decir, un elemento que inmediatamente lo precede/antecede en el orden lineal).

Solucion: Primero se debe expresar que R es una relacion refleja, antisimétrica, transitiva, y que
cumple que todo par de elementos puede ser comparado segin R, i.e., VaVy(R(z,y)V R(y, z)).
Luego debemos expresar que todo elemento tiene sucesor y antecesor. En el primer caso basta
escribir una féormula Vo 3y(R(x,y) A -3z(R(x, z) A R(z,y)). El segundo caso es andlogo.



Sea C = {cy,...,cx} un conjunto finito de colores, y H, )V dos relaciones en C' llamadas restriccio-
nes horizontales y verticales, respectivamente. Intentaremos determinar si el plano Z x Z puede ser
coloreado con colores en C' respetando las restricciones horizontales y verticales. Esto significa que
existe una funcién f : Z x Z — C'tal que para todo (¢, j) € Z x Z se cumple que:

(fG,5), fli+1,5)) € H y (f(i,4), f(i,5+1)) € V.

Para esto extenderemos el vocabulario que contiene a la relacién binaria R con las relaciones binarias
Py, para 1 < ¢ < k. Intuitivamente, F;(4, j) es cierto si y solo si la coloracién del plano le asigna color
¢ alaposicion (i,j) € Z x Z.

b) (4pts) Escriba una férmula que exprese lo siguiente: (a) Toda posicién recibe un, y solo un,
color en el conjunto C, y (b) el color que reciben las posiciones respeta las restricciones H y
V, respectivamente. Para ello puede utilizar la relacién R definida en (a), asumiendo que su
interpretacién cumple las condiciones ahi descritas.

Solucion: Basta considerar la conjuncién de las siguientes férmulas:
" vxvy((\/gegk Py(z,y)) A (/\1§£<Z’§k(_'P€($v y) vV Py (x, y))))

VaVyVuvo /\ (Pe(x,y) A Suce(x,u) A Succ(y,v) —
1<t<k

/' V Fiwy) APu(,v)),

(Cg,Cé/ )GH (C[,Cl/ )EV

donde Succ(z,y) es una abreviacién de R(z,y) A =3z(R(z, z) A R(z,y)).

Si alguien expresa solo la primera parte tiene 1 pto.

item Sea R una relacién en A. Recuerde que R~ denota al inverso de la relacién R; es decir:
R~ = {(a,b) | (ba) € R}.

Ademds, definimos a R como R* U T, donde I = {(a,a) | a € A} es laidentidad en A.

Una relacién R es euclideana si satisface la siguiente férmula:
V:UVsz((R(az, y) AN R(x,z)) = R(y, z))
Demuestre lo siguiente:

a) (3pts) Si R es una relacién en A, entonces la relacién (R~ o (RU R™1)* o R) es simétrica,
transitiva, y euclideana.

b) (3pts) Si R es euclideana, entonces (R~! o (RUR™1)* o R) C R.

Ayuda: Note que So I = S. Ademds, (SoT)~! = T710S~!. En particular, (Ro R™!) es simétrica.

Solucién: Comencemos con (a). Demostramos primero la simetria. Sea (a,b) € (R~'o(RUR™1)*o
R). Entonces, (a,b) € R"1oRo (a,b) € (R"1o(RUR 1) o R) para algtin i > 1. En el primer caso



tenemos que (b, a) € (R~'oR)™! = R~'oR.Enel segundo caso, (b,a) € (R~ 1o(RUR !)ioR)~! =
((RURYD oR) M oR) = (R 'o(RURH)oR).

Ahora demostramos la transitividad. Asuma que (a,b) y (b,c) estdn en (R~ o (RU R™1)* o R).
Es decir, (a,b) € R"'o(RUR YD o Ry (byc) € R o (RUR™Y) o R para algtn i,j >
0 (asumiendo que S° es la identidad para una relacién S). Es decir, existen d, e, f, g tal que: (i)
(a,d), (b, f) € R, (i) (e,b),(g,¢) € R, (iii) (d,e) € (RUR™H, y (iv) (f,9) € (RUR)I.
Luego, (a,¢) € R"' o (RUR1)*it20 R,

Finalmente, cualquier relacién simétrica y transitiva debe ser euclideana.

Sigamos con (b). Considere un par (a,b) € (R™! o (RU R™!)T o R). Luego, (a,b) € R"'oRo
(a,b) € (R"1 o (RUR )" o R) para algin i > 1. En el primer caso tenemos que (a,b) € R por
definicién de relacién euclideana. Para el segundo caso demostraremos por induccién en ¢ > 1 que
(R~'o (RUR )"0 R) C R. (El notar que hay que hacer induccién da 1 punto).

Para el caso base i = 1 necesitamos demostrar que R"!o RoRC Ryque R"' o R"'o R C R.El
segundo caso es sencillo ya que R es euclideano, y por tanto R~1oR C R. Es decir, R"'o(R™!1oR) C
R~! 0o R C R. Para el primer caso tenemos que existe c tal que (a,c) € R~ o Ry (¢,b) € R. Pero
entonces (c,a) € R~1oR, yaque R~ oR es simétrica, y por tanto, (c,a) € R yaque R es euclideana.
Dado que (¢, b) € R, concluimos que (a,b) € R pues R es euclideana. (Esto es 1 punto mas).

Para el caso inductivo i + 1, necesitamos demostrar que R~! o Ro (RU R ')' o R C Ry que
R 'oR1o(RUR ') o R C R.Elsegundo caso es sencillo ya que por HI y el hecho de que R es
euclideana tenemos que R~*o (R~'o (RUR™ )"0 R) C R~' o R C R. En el primer caso tenemos
que existe ¢ tal que (a,c) € R"1o Ry (¢,b) € (RU R™1) o R. Pero entonces (c,a) € R~ o R,
ya que R~! o R es simétrica, y por tanto, (c,a) € R ya que R es euclideana. Luego, (a,c) € R™1.
Entonces (a,b) € R~' o (RU R™1)? o R, de donde concluimos que (a,b) € R por HI.



