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1. a) Demuestre que las siguientes formulas son equivalentes:
(1) 3z(A(x) — B(z)) (2) VxA(x) — JzB(x)

b) Demuestre que existe un dominio de discurso A y una interpretacion de la relacion binaria P
sobre A que satisface la siguiente férmula:

VadyP(z,y) A VaVyVyz(P(z, y1) A P(@,y2) = y1 = y2) A
VaVaoVy(P(z1,y) A P(xa,y) — ©1 = x2) A ~VyJzP(z,y).

(Es posible que A sea un conjunto finito?

Solucion:

a) Asuma que (1) es cierto y que Vax A(z). Dado que no existe un elemento ¢ tal que —A(c) entonces
debe existir un elemento d tal que A(d) A B(d). Luego, J2:B(x) es cierto. Asuma al contrario
que (2) es cierto. Si Vx A(x) es falso, es decir —A(c) para algin ¢, entonces A(c) — B(c), por
lo que J2(A(z) — B(z)) es cierto. Al contrario, asuma que Vax A(x) es verdadero. Entonces
Jz B(x) es cierto, y por tanto existe un elemento c tal que B(c) es cierto. Ademas, A(c) es cierto
pues Yz A(x) es cierto. Concluimos que (1) es cierto.

b) La férmula dice que P(x,y) define una funcién f en el dominio tal que f(x) = y. Ademds, esa
funcion es 1-1 y existe un elemento del dominio que no es imagen de ningtin elemento bajo f
(es decir, f no es sobre). Claramente, si el dominio de discurso es N y P contiene a los pares
(a,2a), para a € N, esto se cumple.

Toda funcién 1-1 en un dominio finito debe ser sobre. Por tanto, ¢ no puede satisfacerse ahi.

2. Considere el dominio de discurso que contiene los primeros n nimeros naturales {1,...,n}, y asuma
que S es la relacion binaria de sucesor sobre estos ndmeros (es decir, S contiene los pares (7,7 + 1),
paral < j < n).

Asuma que existen otras dos relaciones binarias R, y I, sobre este dominio. Construya una férmula
de la l6gica de predicados que exprese que todas las siguientes condiciones se cumplen:

a) (1pto) La unién de las relaciones R, y R; corresponde a S.

b) (1 pto) La interseccién entre R, y Ry es vacia.

¢) 2pts) Ry ={(4,j+1)| 1 <j<nyjesimpar}.
Hint: Exprese que el par (1,2) pertenece a R, y que si un par (4,7 + 1) pertenece a R, (resp.
Ry) entonces (i + 1,7 + 2) pertenece a Ry, (resp. Ry).



La férmula que usted construya solo puede utilizar los predicados S, R, y Rp.
(Es posible detectar con una férmula en la légica de predicados si n es par en el caso que (1-3) se
cumpla? (2 pts).

Solucion: Expresamos lo siguiente:

= La unién de las relaciones R, y R; corresponde a .S:
Vavy((Ra(z,y) V Ry(z,y)) < S(z,y)).
= Lainterseccion entre IR, y I es vacia:
=323y (Ra(z,y) A Re(z,)),
o bien
Va:Vy(Ra(:E,y) — ﬁRb(:E,y)).

= Ry ={(j,j+1)[1<j<nyjesimpar}.
e Primero identificamos al nimero 1 mediante la formula ¢(x) = =3yS(y, x).
e Luego decimos que R, contiene al par (1,2):

Vavy(¢(x) A S(x,y) — Ra(z,y)).

e Finalmente expresamos que R, y Ry alternan entre pares e impares:
VaVy¥z(S(z,y) A S(y, z) = (Ra(x,y) < Ry(y, 2))).

Ademds, podemos detectar si n es par simplemente chequeando que R, contenga al par (n —1,n). Es
decir, primero definimos al dltimo elemento n mediante la férmula —3yS(x, y), y luego expresamos

Vavy(S(z,y) Av(y) = Ralz,y)).
. Sea P un conjunto de variables proposicionales.

» Un literal es una variable proposicional p en P o su negacién —p.
» Una cldusula es una disyuncion de literales. Por ejemplo, (p V ¢ V —r) es una cladsula.
= Una cladsula es semi-positiva si es de la forma (a) p 6 (b) (p V =g1 V —g2 V -+ V ¢qy) 6 (¢)

(=q1 V g2 V - -+ V —qy). Es decir, la cldusula es semi-positiva si a lo mds uno de sus literales
no es de la forma —q para g € P.

Por ejemplo, (pV ¢V —r) no es una cldusula semi-positiva, pero (a) p, (b) (pV —r) y (¢) —r silo
son.

Sea X un conjunto de cldusulas semi-positivas sobre un conjunto finito de variables proposiciona-
les P. Demuestre que si procedimiento CONSISTENCIA que se especifica abajo falla entonces X es
insatisfacible.

CONSISTENCIA
1. Lold = P; Lnew = @



2. while Loy # Log do
3. Lold = Lnew
4. if existe cldusula semi-positiva (—q; V =g2 V - -+ V —qp,) € X tal que {q1,-..,qn} C Lo
5. then el procedimiento falla y se detiene
6. else
7.if L es el conjunto de variables p € P tal que:
(1) existe cldusula semi-positiva p en X tal que p & Lgig, 6
(ii) existe cldusula semi-positiva (p V —q; V =g2 V - - - V —gy,) en X tal que

{g1,--.,qn} C Loa yp & Loia
8.then Lo = LoigU L

Solucion: El procedimiento puede realizar a lo mds |P| iteraciones. Asuma |P| = n y que el proce-
dimiento falla en el paso 1 < 7 < n. Demostraremos lo siguiente:

(*) Si L; es el valor computado de Lyey en la iteracion L;, para 1 < j < i, entonces si X es
satisfacible por asignacién o : P — {0, 1} se debe cumplir que o(p) = 1 para cada p € L;.

Esto es suficiente para demostrar que X es insatisfacible. En efecto, si el procedimiento falla en paso
i es porque existe cldusula (—g; V - -+ V —¢qy,) en 3 tal que {q1,...,¢m} € L;—1. Asuma por contra-
diccién que X es satsfacible por asignacion o : P — {0, 1}. Por (*) debe ser el caso que o(g;) = 1
para todo 1 < k < m. Pero o satisface la férmula (—g; V - - - V —¢,,), lo que es una contradiccion.

Demostraremos ahora (*) por induccioén en j. El caso base es j = 1. En este caso L contiene todas
las variables proposicionales p tal que p es cldusula en Y. Claramente si o satisface a > entonces
o(p) = 1paracadap € L.

Asuma entonces que la propiedad es cierta para 1 < j < ¢ — 2. Por definicién L1 = L; U L, donde
L es el conjunto de todos los p ¢ L; tal que existe clatisula (p V —rq V =g V -+ -V =) en X para la
cual se cumple que {rq,...,rs} € L;. Por HI, si o satisface a ¥ entonces o(r1) = --- = o(rs) = 1.
Pero o satisface también a (pV =1V —ra V- - -V =), por lo que o(p) = 1. Concluimos que o(p) = 1
para todo p € L.

Otra solucién aceptable es notar que las clausulas semi-positivas (p V —q1 V =g V -+ - V —¢y,) son
equivalentes a (g1 A g2 A -+ A g, — p), por lo tanto la linea 7(i) agrega a Ly, proposiciones p que
son consecuencia légica de X, y la 7(ii) también, cuando ya se tiene que las ¢; son consecuencia ldgica
de X, pues se aplica la regla de deduccién. Entonces se declara una contradiccidon cuando se tiene que
{@1,92,- .., qn} son consecuencia 1égica de 3 pero también (—q; V —qo V - - - V —¢,,) estd en X, con
lo cual se deriva una contradiccion de X..



