C(C3101 — Matematicas Discretas para Computacién

Soluciones Control 3

7 de diciembre de 2016

1. Un grafo G se dice 2-conexo si es conexo y para todo vértice v de G, el grafo G — v es también conexo
(donde G — v es el grafo que resulta de G al eliminar v y todas las aristas que inciden en v). Demuestre
que un grafo G con al menos tres vértices es 2-conexo si y solo si para cada trio de vértices distintos
u, vy w en G, existe un camino entre u y v que no pasa por w.

Solucién: Demostraremos primero la direccién (=). Suponga que G es 2-conexo y considere tres
vértices u, v, y w cualquiera en G. Como G es 2-conexo si quitamos w del grafo G, el grafo G — w
resultante debe ser conexo lo que implica que en G — w hay un camino entre u y v. Note que este
camino, digamos P, es también un camino en G que no pasa por w (pues P es un camino en G — w).
Luego, en G existe un camino entre v y v que no pasa por w. Note que u, v, y w los tomamos como
nodos arbitrarios por lo tanto completamos la direccién (=).

Para la direccién (<), sea w un vértice cualquiera en G y considere el grafo G — w. Demostraremos
ahora que G — w es conexo. Para esto basta demostrar que todo par de vértices en G — w tiene un
camino que los une. Sean u y v vértices cualquiera de G — w. Dado que en G existe un camino entre
Uy v que no pasa por w, tenemos que existe un camino entre v y v en G — w. Como tomamos v y v
como vértices arbitrarios demostramos que G — w es conexo. Luego como w es un vértice cualquiera
de G, lo que hemos demostrado es que para todo vértice w, el grafo G — w es conexo, lo que implica
que G es 2-conexo.

Puntos: 3 puntos por cada direccién de la demostracién.

2. Sea G un grafo con exactamente dos vértices de grado impar que no son vecinos entre si. Sea G’ el
grafo que se genera desde G agregando una arista entre los dos vértices de grado impar. Demuestre
que G’ es conexo si y sélo si G es conexo.

Solucién: Suponga que G es conexo entonces claramente G’ es conexo pues G’ se obtiene desde G
agregando una arista y el agregar aristas no puede desconectar al grafo.

Para la otra direccién, demostraremos primero que ambos nodos de grado impar en G se encuentran en
la misma componente conexa. Sean u y v los tinicos vértices de grado impar en G y suponga que ellos se
encuentran en componentes conexas distintas. Considere el grafo H compuesto por sélo la componente
conexa que contiene a u. Note que H e un grafo conexo con exactamente un vértice de grado impar.
Esto es una contradiccion pues todo grafo tiene una cantidad par de vértices de grado impar.

Suponga ahora que G no es conexo. Por la propiedad anterior, ambos vértices de grado impar pertenecen
a la misma componente conexa en G digamos C. Luego la arista agregada para formar G’ es una arista
que es interna a C'y por lo tanto la cantidad de componentes conexas en G’ es la misma que la cantidad
de componentes conexas de G lo que implica que G’ no es conexo.

Demostramos que si G es conexo entonces G’ es conexo, y que si G no es conexo entonces G’ tampoco
lo serd. lo que completa la demostracion.

Puntos: G conexo = G’ conexo: 2 puntos. G no conexo = G’ no conexo: 4 puntos



3. Un (k,n)-grafo es un grafo con n nodos todos ellos de grado k. Responda cada una de las siguientes
preguntas justificando claramente en cada caso.

a)
b)

¢)

(Existe un (6, 15)-grafo que sea planar?
(Existe un (7, 12)-grafo que pueda colorearse con dos colores?

(Existe un (7,12)-grafo que contenga un ciclo Hamiltoniano?

Solucion:

a)
b)

No. Todo grafo planar debe tener al menos un vértice de grado menor o igual a 5.

No. Para que un grafo sea 2-coloreable este debe ser bipartito. Supongamos que un (7, 12)-grafo
G es bipartito y sean U y V una biparticién de los vértices. Sea u un vértice en U. Dado que
todo que w tiene grado 7 entonces necesariamente el tamano de V' debe ser mayor o igual a 7.
Similarmente, tome un vértice cualquiera v en V. Dado que el grado de v es 7 entonces el tamano
de U debe ser mayor o igual a 7. Luego tenemos que |U| > 7 y |V| > 7 lo que implica que G tiene
al menos 14 nodos, lo que es una contradiccién pues G tiene solo 12 nodos.

Si. Considere un grafo G que es una copia de Kg ¢ y enumere los vértices en sus dos particiones
como U ={uq,...,us} y V ={v1,...,v6}. Note primero que G es un (6,12)-grafo que tiene un
ciclo Hamiltoniano. De hecho se puede tomar cualquier secuencia de vértices que alterne entre las
particiones, como por ejemplo la secuencia (vy, u1, ve, usg, . . ., Vg, Ug, v1). Convertiremos ahora a G
en un (7,12)-grafo. Para esto considere el grafo G’ obtenido desde G agregando las aristas ujus,
usug y ustug en U y v1vg, v304 Y Usvs en V. G’ es un (7,12)-grafo y tiene un ciclo Hamiltoniano.

Puntos: 2 puntos por cada parte.

4. Counsidere un conjunto de nodos fijos V' = {1,2,3,...,10}. Esta pregunta es acerca de (7,10)-grafos
cuyo conjunto de nodos es V' (es decir, grafos con conjunto de nodos V', cada nodo con 7 vecinos).

a)

b)

¢)

Demuestre que la cantidad de (7, 10)-grafos distintos que se pueden formar con V' como conjunto
de nodos es exactamente

10 10 10 10 6
! .6!-21 .51.3! Al 4 .31. .21.91
9! + (7> 6!-2! + (6) 5!-31 + <5> 414! + (4) 3! (3) 2! 2!

Demuestre que la cantidad de (7,10)-grafos no isomorfos que se pueden formar con V' como
conjunto de nodos es 5.

Demuestre que no existe un (7, 10)-grafo que sea tres coloreable.

(Ayuda: tal vez le convenga empezar por la parte (b) y pensar en los complementos de los grafos)

Solucién: Comenzaremos por la pregunta (b).

b)

Primero note que el complemento de un (7,10)-grafo es un (2, 10)-grafo; si G tiene 10 nodos
cada uno con 7 aristas, entonces para cada nodo v en G hay exactamente 2 nodos distintos con
los que no estd conectado. Luego, en el complemento de G, el nodo v tendrd grado 2 y esto
ocurre para todos los nodos. De la misma manera, el complemento de cualquier (2, 10)-grafo es un
(7,10)-grafo. Con esta observaciéon notamos que se puede hacer una biyeccién entre el conjunto
de (7, 10)-grafos sobre V' y el conjunto de (2, 10)-grafos sobre V' simplemente asigndndole a cada
G su complemento. Luego, contar los (7, 10)-grafos es equivalente a contar los (2, 10)-grafos.

La siguiente observacion es que si en un grafo todos los nodos tienen grado 2, entonces necesa-
riamente el grafo esta formado por copias de Cy, o sea, por ciclos. De hecho, cada componente
conexa en el grafo es un ciclo de largo al menos 3. Ahora solo queda contar la cantidad de grafos
no isomorfos de 10 nodos cuyas componentes son todas ciclos de largo al menos 3. Lo analizamos
por casos:



= Caso 1: una componente conexa. En este caso tenemos solo una opcién para grafo que es un
ciclo que contiene a los 10 vértices.

= Caso 2: dos componentes. En este caso tenemos varias opciones. Las opciones son dos ciclos
uno de tamano 7 y el otro de tamano 3, o dos ciclos uno de tamano 6 y el otro de tamano
4, o dos ciclos ambos de tamano 5. Note que no existen otras opciones pues el tamano mas
pequeno de un ciclo es 3.

= Caso 3: tres componentes. En este caso note que no puede existir un ciclo de tamafio 5 (no
alcanzarfan los nodos para hacer dos ciclos adicionales), luego el ciclo més grande es de tamano
4 en cuyo caso los otros dos ciclos deberfan ser de tamano 3. Esta es la tinica opcién pues no
puede haber tres ciclos de tamano exactamente 3 (faltarfa un nodo).

No puede haber 4 o mas componentes porque para eso se necesitarian al menos 12 vértices.
Luego todos los casos posibles son los anteriores. Obtenemos entonces que, si no contamos grafos
isomorfos, hay sélo 1 grafo con una tnica componente, 3 grafos con dos componentes, y 1 grafo
con tres componentes lo que da un total de 5 grafos no isomorfos.

Dado lo discutido en la parte (b) para contar la cantidad de (7,10)-grafos distintos con nodos en
V ={1,2,...,10} basta contar la cantidad de (2, 10)-grafos distintos sobre el mismo conjunto de
nodos. Por la misma pregunta, sabemos que todas las componentes conexas de los (2, 10)-grafos
son ciclos (de largo al menos 3). Con esto podemos seguir avanzando.

Lo primero es notar cuéntos ciclos distintos puedo hacer con vértices en {1,2,...,n}. Si considero
todas las permutaciones de posibles nodos obtengo n!. Si ponemos cada una de esas permutaciones
como nodos en un ciclo, habra varias permutaciones que generaran el mismo ciclo. Por ejemplo
la permutacion 1,2,3,...,n y la permutacién 4,5,...,n,1,2,3 generan exactamente el mismo
ciclo. De hecho no es dificil notar que todos los “desplazamientos” (o shifts) de una permutacién
generaran el mismo ciclo, y como cada permutacion se puede desplazar n veces, entonces la
cantidad total de ciclos distintos es n!/n, o sea, (n — 1)! (hay muchas formas de obtener este
mismo resultado).

Ahora podemos usar los mismos casos de la pregunta (b) para contar los distintos grafos.
= Caso de una componente conexa. En este caso tenemos sélo un ciclo con vérticesen {1,2,...,10}
lo que nos da un total de 9! grafos distintos.

= Caso de dos componentes. Analicemos opcién a opcién. Para el caso de un ciclo de tamafnio 7
y el otro de tamano 3, tenemos en total

(1)

grafos distintos, esto porque primero debemos elegir 7 nodos entre los 10 que completaran el
primer ciclo, y para esta eleccién hay 6! maneras de poner los nodos del ciclo de largo 7 y 2!
maneras de poner los nodos en el ciclo de largo 3. Para el caso de un ciclo de tamano 6 y el
otro de tamano 4, por un argumento similar obtenemos que la cantidad de grafos distintos es

(160) 5131

(debemos elegir 6 nodos para el ciclo méds grande y ordenar los nodos en un ciclo de largo 6
y en otro de largo 4). Finalmente, siguiendo un argumento similar, para el caso de dos ciclos
ambos de tamano 5 la cantidad de grafos es

(150> 4141

= Caso de tres componentes. En este caso sabemos que tenemos un ciclo de largo 4 uno de largo
3 y otro de largo 3. La cantidad de grafos distintos se obtendrd entonces eligiendo primero



4 de 10 nodos y ordenandolos en un ciclo, de los restantes 6 eligiendo 3 para ordenarlos en
un ciclo y finalmente ordenar los restantes en otro ciclo (ambos ciclos de largo 3). En total

tendremos w0 6
-3 - 2121
()2 )

grafos distintos en este caso.

Finalmente, como contamos los grafos por separado considerando la cantidad de componentes
conexas, la regla de la suma me dice que el total de grafos simplemente sera la suma obteniendo

10 10 10 10 6
! 6! 2! 513! 41 41 () 22
o+ ()02 () oae (5) s ()0 5)

En este caso también consideraremos la parte (b). Demostraremos que todo (2,10)-grafo tiene
un conjunto independiente de tamano 4, lo que implica que todo (7,10)-grafo tiene un clique de
tamafio 4 y por lo tanto no puede ser coloreado con 3 colores (al menos 4 colores se necesitan
para colorear Kj).

También podemos proceder por casos:

= Caso de una componente conexa. En este caso tenemos sélo un ciclo de largo 10. Suponga

que los vértices en el ciclo se enumeran como (v1,va,vs,...,010), €n este caso el conjunto
{v1, v3, 5,07} es un conjunto independiente de tamano 4.

Caso de dos componentes. En este caso tenemos varias opciones. Suponga primero el caso con
un ciclo de tamano 7 digamos (vy,vs,...,v7) y un ciclo de tamano 3, digamos (ug,us, us).
En este caso podemos tomar el conjunto {vi,vs,vs,u1} y serd un conjunto independiente.
Para el caso con un ciclo de tamafnio 6 digamos (v1,vs,...,vs) y otro de tamano 4 digamos
(u1,usg,us, uy), podemos tomar el conjunto {vy,vs, uy, us}. La misma idea funciona para dos
ciclos de tamano 5.

Caso de tres componentes. En este caso tenemos un ciclo de tamano 4, digamos (v1, va, v3, V4)
y dos ciclos de tamano 3, digamos (u1, us,u3) y (w1, ws,ws). El conjunto {vy,vs,us,wr} es
un conjunto independiente.

Esto termina la demostracién de que todo (2, 10)-grafo tiene un conjunto independiente de tamartio
4 y por lo tanto todo (7,10)-grafo tiene un clique de tamafio 4 y por lo tanto no es 3-coloreable.

Puntos: 2 puntos por cada parte.



