
Solución Ayudant́ıa 9 - Marco Bucchi y Alberto Croquevielle

• Como no sacamos v1 ni ningún nodo conectado a v1, T 0 tiene un nodo de grado �.

• T

0 sigue siendo un árbol. Esto es fácil de ver porque sacamos aristas y no agregamos
ninguna nueva: por tanto, si en T no hab́ıa ciclos, en T

0 tampoco habrá ciclos. Además,
como T era conexo y solo sacamos aristas relacionadas con vk+1, T 0 sigue siendo conexo.

Por lo tanto, podemos usar la hipótesis inductiva para T

0. Sabemos que entonces existen �
hojas en T

0. O sea, existen u1, u2, . . . , u� 2 V

0, todos nodos de grado 1. Consideremos ahora
T en lugar de T

0. Para cada ui, se tienen dos alternativas:

• Primero, si ui no es adyacente a vk+1, entonces en T su grado sigue siendo 1, y por tanto
sigue siendo una hoja.

• La otra alternativa es que ui sea adyacente a vk+1, por tanto, en T se tendŕıa que ui

ya no tiene grado 1. Pero vk+1 constituye una hoja: aśı, tenemos una hoja menos pero
también una más, y sigue habiendo al menos � hojas en T .

Aśı, por inducción concluimos el resultado.

Pregunta 2

Sea G = (V,E) un grafo tal que el grado de cada vértice es mayor o igual a 2. Demostrar que G

tiene al menos un ciclo.

Solución:

Sea P = (u1, u2, . . . , un) el camino más largo en G. Si P posee un ciclo, claramente G también
lo posee, demostrando aśı lo pedido. Por otra parte, si P no posee un ciclo, se tiene que u1 debe
aparecer una única vez en P .

Dado que u1 posee al menos dos vecinos, ya que grado(u1) � 2, debe existir un v 6= u2 tal que
(u1, v) 2 E. En consecuencia, v debe pertenecer a P , pues de no hacerlo, se podŕıa extender P a
(v, u1, u2, . . . , un), el cual es estrictamente más grande que P .

Debido a esto, debe existir un i > 2 tal que ui = v, a partir de esto podemos crear el ciclo
(u1, u2, . . . , ui, u1), puesto que ui es vecino de u1.

Pregunta 3

Demostrar que si a, b, k y m son enteros tal que k � 1, m � 2 y a ⌘ b mód m, entonces
a

k ⌘ b

k mód m.

Solución:

Se define el siguiente postulado:

p(k) = si a, b y m son enteros tal que m � 2 y a ⌘ b mód m, entonces ak ⌘ b

k mód m.

Ahora demostramos el postulado por inducción sobre k.
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1. Un número n no primo que satisface la identidad bn−1 ≡ 1 (mod n) para cada entero positivo b < n

tal que gcd(b, n) = 1 se denomina número de Carmichael.
Sea p1p2 · · · pk la factorización prima de un entero positivo n ≥ 2. Asuma que todos los pj’s son
distintos y que pj − 1 divide a n − 1 (1 ≤ j ≤ k). Demuestre que n es un número de Carmichael.

Solución: Tome un b cualquiera tal que gcd(n, b) = 1. Para cualquier pj , 1 ≤ j ≤ k, se debe cumplir
que gcd(b, pj) = 1. (De otra forma, b y pj tendrán factor primo en común, y por tanto, lo mismo
ocurrirá con n y b). Por pequeño Teorema de Fermat: bpj−1 ≡ 1 (mod pj), para cada 1 ≤ j ≤ n.
Pero para cada 1 ≤ j ≤ n existe k ≥ 0 tal que bn−1 = bk(pj−1) (porque n−1 es divisible por pj −1).
Luego bn−1 ≡ 1(mod pj), para cada 1 ≤ j ≤ n. Pero como todos los pj’s son primos distintos, esto
quiere decir que bn−1 − 1 es divisible por p1p2 · · · pn. Concluimos que bn−1 − 1 es divisible por n.

2. Demuestre que si a y b son enteros positivos tal que a > b, entonces (2a − 1)mod(2b − 1) =
2a mod b − 1.

Solución: Asuma a = kb + c, donde k ≥ 1 y 0 ≤ c < a. Entonces 2a − 1 = 2kb+c − 1. Luego,
2a − 1 ≡ 2kb+c − 1 (mod 2b − 1). Note además que 2kb+c − 1 ≡ 2c − 1 (mod 2b − 1). Esto es porque
2kb+c−1−(2c−1) = 2c(2kb−1−1), y 2kb−1 es divisible por 2b−1 (suma geométrica). Concluimos
que (2a − 1)mod(2b − 1) = 2a mod b − 1, pues amod b = c y 2b − 1 > 2a mod b − 1.

3. Sea S(m,n) el número de funciones sobreyectivas que van desde un conjunto conm elementos hasta
un conjunto con n elementos, n ≤ m. Defina recursivamente a S(m,n) en función dem, n, C(n, k),
para k < n, y S(m,k), para k < n. Justifique su respuesta.

Solución: S(m, 1) = 1 y S(m,n) = nm −
∑n−1

k=1 C(n, k)S(m,k).

4. Un torneo es un grafo simple y dirigido tal que si u y v son nodos distintos del grafo, entonces
exactamente uno de los pares (u, v) y (v, u) es un arco del grafo.
Demuestre que todo torneo tiene un camino Hamiltoniano; es decir, un camino simple que visita cada
vértice exactamente una vez.

Solución: Por inducción en el número n de vértices. Para n = 1 es trivial. Asuma que G tiene
n + 1 vértices. Remueva un vértice v cualquiera de G. Entonces G′ = G v es un torneo, y, por
hipótesis inductiva tiene camino hamiltoniano desde nodo u a u′ . Si (v, u) o (u′, v) son arcos en G

entonces existirá camino hamiltoniano en G (desde v a u′ o desde u a v). Asuma, por el contrario,
que (u, v) y (v, u′) son arcos en G. Entonces debe existir nodo u′′ tal que (u′′, v) y (u′′′, v) son arcos
en G, donde u′′′ es el nodo que viene inmediatamente después que u′′ en e el camino hamiltoniano
de G′. Concluimos que G tiene como camino hamiltoniano el que empieza en u, sigue el camino
hamiltoniano de G′ hasta u′′, visita v, vuelve a u′′′, y luego sigue el camino hamiltoniano de G hasta
u′.

P2

no son (v, u’’’)*

*Los nodos u’’ y u’’’ deben existir pues la única forma de que no existan es que todos los k primeros nodos w del camino hamiltoniano de G’ cumplan que 
(v, w) es arco en G y los n-k restantes cumplan que (w, v) es arco en G. En cualquier otro caso existen los nodos u’’ y u’’’ mencionados. No obstante, dado 

que (u,v) y (v, u’) son arcos en G esto no se cumple por lo que necesariamente existe u’’ y u’’’.
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P1. Sea G un grafo con un ciclo C tal que existen dos vertices distintos x, y en C unidos por un camino
de largo al menos k en G (note que este camino no necesariamente esta contenido en C). Pruebe que
entonces G tiene un ciclo, que no necesariamente es C, de largo al menos

p
k:

Demostración: El objetivo es ser ordenando contando los largos de los arcos que podemos tener.
Supongamos que no existe ningún ciclo de largo

p
k y llegue a una contradicción (trataremos de con-

tradecir la existencia del camino de largo k en G. Note que si P esta contenido en C entonces C es de
largo al menos k y no hay nada que probar, luego asumimos P no contenido en C.

Consideremos P \ C = {r1, r2, .., rm} los vertices de P que intersectan a C (y ordenado en el orden
que aparecen llendo desde x a y). Note que m <

p
k, puesto que son vertices que están en C que es un

ciclo. Además note que estos forman un ciclo de la forma:

riPri+1ri+1Cri

Donde riPri+1 son los vertices de P que estan en el camino desde ri hasta ri+1 y ri+1Cri son los
vertices de C que estan en el camino desde ri+1 hasta ri. Como lo anterior es un ciclo en G tenemos que
|riPri+1ri+1Cri| <

p
k, en particular |riPri+1| <

p
k.

Veamos que aquel conteo no calza. Para ello note que el largo de P puede ser descompuesto en el
largo de los trazos que lo forman, es decir, descomponer en los largos de riPri+1, luego:

|P | =
m�1X

i=1

|riPri+1| <
m�1X

i=1

p
k  m

p
k < k

Luego |P | < k lo que es una contradicción. Luego debe existir algún ciclo de largo al menos
p
k.

⌅

P2. La siguiente pregunta tiene como objetivo estudiar las pelotas de football (si leyó bien, las pelotas
de football). Asuma que todas las figuras geométricas que siguen son regulares:

a) Demuestre que si construye una pelota de football usando hexágonos y pentágonos (como es la
clásica) esta debe tener 12 pentágonos. (Si quiere cuente la que tiene en la casa :P). Para ello note que
si denotamos como vértices las esquinas de los hexágonos y pentágonos y arcos las lineas esto forma un
grafo planar.

b) Demuestre que la única pelota que puede armar utilizando solo cuadrados es el cubo.
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P2. Sea un grafo simple y conexo G(V,E), considerando u, v 2 V , definiremos las siguientes funciones:

• MaxFlow(u, v): Cantidad máxima de caminos que pueden ir desde u hasta v sin repetir
aristas.

• MinCut(u, v): Conjunto mı́nimo de aristas tales que, al ser sacadas del grafo, desconectan a
u de v.

Demuestre que:
MaxFlow(u, v) = |MinCut(u, v)|

Solución: Lo demostraremos por contradicción, asumamos que existen casos en queMaxFlow(u, v) 6=
|MinCut(u, v)|, es decir MaxFlow(u, v) > |MinCut(u, v)| o MaxFlow(u, v) < |MinCut(u, v)|.

• Caso 1: MaxFlow(u, v) > |MinCut(u, v)|
Una arista de corte puede cortar a lo mas un solo camino, por lo que en el mejor de los casos
cada arista de corte corta un camino. Dado que MaxFlow(u, v) > |MinCut(u, v)|, entonces
debe quedar un camino que llega desde u hasta v, por lo que u y v siguen conectados. ! 

• Caso 2:MaxFlow(u, v) < |MinCut(u, v)|
Cortarle una arista a un camino no asegura que deje de haber un camino entre u y v, ya
que el camino puede reconstruirse por otro lado, sin embargo, para cualquier camino existe al
menos una arista critica, la cual al ser cortada no permite que el camino se reconstruya, si esta
arista no existiera, significaŕıa que para este camino ninguna de sus aristas es indispensable,
ya que siempre puede tomar otra ruta para suplir el corte. Pero si esto fuera cierto entonces
podŕıamos armar un camino adicional utilizando solamente estos caminos suplementarios, lo
cual es una contradicción. Debido a esto, no hay manera de que |MinCut(u, v)| fuera mayor
que MaxFlow(u, v), ya que siempre te bastara con una sola arista de corte para cortar cada
camino.
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