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1. Demuestre utilizando induccion fuerte que la siguigmtgiedad es cierta para cada entero positivo
n: /2 # n/b para todo entero positivia

Solucibn: El caso base es trivial puégb < 1 para todo entero psoitivig mientras que/2 > 1. A
continuacion probamos el caso inductivo.

Asuma por contradiccion que+ 1/b = /2, para algarb > 0. Entoncegn + 1)2/b? = 2. Usando
técnicas vistas en clases concluimos que téante- 1) comob tienen que ser pares. Suponga que
(n+1) = 2ay b = 2¢, para enteros positivos y c. Esto quiere decir que/c = /2, lo que
contradice la hip6tesis inductiva fuerte pues n + 1.

2. El conjuntoB de los strings de paréntedialanceadose define recursivamente como sigue: (1) El
string vacioe esta enB; y (2) siz,y € B entoncesz) y xy pertenecen &.

Definimos la funcionV en el conjunto de strings de paréntesis de la siguienteaform

a) Demuestre usando induccion estructural que si un stermpdéntesis) es balanceado, entonces
N(w) =0y N(u) > 0 para todgrefijo u dew, i.e. para toda: tal quew = uu’.

b) Demuestre usando induccion estructural que si un stergadentesis) satisface quév (w) = 0
y N(u) > 0 para todgrefijo u dew, entoncesv es balanceado.

Solucion: Demostramos ambas partes por separado.

a) El caso bas& = ¢ es trivial. A continuacion probamos el caso inductivo.
Suponga en primer lugar que = (w’), dondew’ es un string balanceado. Por definicion,
N(w) = N(() + N(w')) = N(() + N(w') + N()). Por hip6tesis inductivay (w') = 0. Por
tanto, N(w) = N(() + N()) = 0. Asuma ahora que es un prefijo dev. Siu = w entonces
N(u) = N(w) = 0y no hay nada que probar. Asuma entonceswque (w”, dondew” es un
prefijo dew’. Por hipotesis inductivay (w”) > 0, y, por tanto,N (u) = N(() + N(w") > 0.
El otro caso, quer = wjiwsy, dondew; y wy son balanceados puede ser resuelto de forma
similar.

b) Esta vez debemos hacer induccién en el conjuntodeslos strings de paréntesis que se define
recursivamente de la siguiente forma: (1) El string vacés un string, y (2) siv es un string
entoncesw) y w( son strings.



El caso inductivav = ¢ es trivial, pues por definicion es balanceado. A contiriraprobamos
el caso inductivo.

Asuma primero quev = w’(. Suponga, sin pérdida de generalidad, giev) = 0. Luego,
N(w'") = —1. Por tanto, la propiedad se cumple trivialmente.

Asuma, por tanto, que = w'), que N(w) = 0y que N(u) > 0 para todo prefijou de w.
Consideramos dos casos. Primero, asuma que existen stanggiosu y v tal quew = uv 'y
N(u) = 0. Luego,N (v) = 0. Ademas, es facil demostrar que todo prefijoudiele u satisface
N(v') > 0. Lo mismo es cierto para todo prefijé de v. Por hipotesis inductivay y v son
balanceados, por lo que es balanceado.

El segundo caso es que no existan strings no vacjostal quew = uv y N(u) = 0. Podemos
concluir que el primer simbolo de es(, y que, por tantoy’ = (w”. Ademas,N (w”) = 0,y
dado que todo prefijo no vactode w’ satisfaceN(z) > 0 concluimos ge todo prefije’ dew”
satisfaceN (z’) > 0. Luego, por hipotesis inductiva;” es balanceado, y dado que= (w"),
concluimos quev también es balanceado.

3. Tome 11 enteros distintds, . .., a11 } entre 1y 100. Demuestre que existen dos subconjuhtps
Bde{ai,... a1} tales que (1Ay B sonnovacios, AN B =0,y (3) > caa = pcp b

Solucion: Existen2!! — 1 = 2047 subconjuntos distintos no vacios 8& = {ay,...,a:1}. Como
para cada’ C M se tiene que_ . c < 1100, deben existir dos subconjuntos no vadigsy Cs,
de M tal queCy # Ca y qucl c] = ZCQECQ co. El problema es qué, N Cs podria no ser vacio.
Claramente (*)C; € Cy y Cy € C1. DefinaAd = C1\ (C1NCq)y B = Cy\ (C; N Cy). Concluimos
queANB =0,A,B#0(POr(*),Y> ,ca@ =2 pcnb-



