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1. a) Conjeture una fórmula que determine

n
∑

k=1

1

k(k + 1)
=

1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+ 1

n · (n + 1)
(n ≥ 1).

Demuestre por inducción que esta fórmula es correcta.

b) Seaf : N+ × N
+ → N

+ una función tal quef(1, 1) = 2 y para todom,n ≥ 1 se tiene que
{

f(m+ 1, n) = f(m,n) + 2(m+ n)

f(m,n+ 1) = f(m,n) + 2(m+ n− 1)

Demuestre por inducción quef(m,n) = (m+ n)2 − (m+ n)− 2n+ 2, para todom,n ≥ 1.

Solución: (a) SeaSn =
∑n

k=1
1

k(k+1) , paran ≥ 1. Probando con valores pequeños den podemos

conjeturar queSn = n
n+1 . De hecho,S1 =

1
2 , y por tanto el caso base es cierto. Además, por hipótesis

inductivaSn+1 =
n

n+1 +
1

(n+1)(n+2) , lo que equivale an+1
n+2 .

(b) SeaP (m,n) la propiedad quef(m,n) = (m + n)2 − (m + n) − 2n + 2, param,n ≥ 1. Nos
basta demostrar lo sigguiente: (i)P (1, 1) es cierto, (2) para todom ≥ 1 se tiene que siP (m, 1) es
cierto entoncesP (m + 1, 1) es cierto, y (iii) para todom,n ≥ 1 se cumple que siP (m,n) es cierto
entoncesP (m,n+ 1) es cierto.

Claramente, (i) es cierto. Asuma queP (m, 1) es cierto. Por definición,f(m + 1, 1) = f(m, 1) +
2m+2. Además, por HI se tiene quef(m, 1) = (m+1)2− (m+1) = m2+m. Luego,f(m+1) =
m2 + 3m+ 2 = ((m+ 1) + 1)2 − ((m+ 1) + 1). Concluı́mos queP (m+ 1, 1) es cierto.

Asuma finalmente queP (m,n) es cierto. Por definición,f(m,n + 1) = f(m,n) + 2m + 2n − 2.
Por HI se tiene quef(m,n) = (m+ n)2 − (m+ n)− 2n + 2. Luego,f(m,n+ 1) = (m + n)2 −
(m+ n)− 2n+ 2 + 2m+ 2n− 2, que es igual a(m+ (n+ 1))2 − (m+ (n+ 1))− 2(n+ 1) + 2.
Concluı́mos queP (m,n + 1) es cierto.

2. a) SeaR una relación binaria en un conjuntoA. La relación de equivalencia generada porR en
A es la “menor” relaciónS enA que es de equivalencia y contiene aR. En otras palabras, para
todoS′ enA que contiene aR y es de equivalencia se tiene queS ⊆ S′.

Demuestre que para todoa, b ∈ A se tiene que(a, b) ∈ S si y solo si existen elementos
a1, . . . , an ∈ A tal quea1 = a, an = b, y (ai, ai+1) ∈ R ∪R−, para todo1 ≤ i < n.



b) SeaT : N+ → N una función definida como sigue:
{

T (1) = 1

T (n) = 2T (⌊n2 ⌋) + n, paran > 1

Demuestre utilizando inducción fuerte queT (n) esO(n log n).

Solución: (a) SeaS′
m el conjunto que contiene todos los pares(a, b) ∈ A × A tales que existen

elementosa1, . . . , am ∈ A que cumplen quea1 = a, an = b, y (ai, ai+1) ∈ R ∪ R−, para todo
1 ≤ i < m. DefinimosS′ =

⋃

m≥1 S
′
m. Demostraremos queS′ = S.

Primero, es posible demostrar queS′ contiene aR y es relación de equivalencia (pues es refleja,
simétrica y transitiva). Luego, por definiciónS ⊆ S′. Por otro lado, podemos demostrar por inducción
enm queS′

m ⊆ S. Los casos base sonm = 1 y m = 2. Claramente,S′
1 contiene a todos los pares

(a, a) ∈ R, los que pertenecen aS puesS es refleja. Además,S′
2 = R∪R−, y por tantoS′

2 ⊆ S, pues
S contiene aR y es simétrica. El caso inductivo,n+1, paran ≥ 2, contiene a los pares(a, b) ∈ A×A

tales que existec ∈ A que satisface(a, c) ∈ S′
n y (c, b) ∈ S′

2. Por HI ambos(a, c) y (c, b) están enS,
por lo que(a, b) ∈ S puesS es relación transitiva.

(b) Demostramos queT (n) ≤ 4n log n, para todon ≥ 2 (note que paran = 1 esto no es cierto).
Consideramos casos basesn = 2, 3, ambos cuales se cumplen. Considere ahora el cason > 3. Por
HI podemos asumir queT (⌊n2 ⌋) ≤ 4⌊n2 ⌋ log ⌊n2 ⌋. Luego,T (n) ≤ 2 · (4⌊n2 ⌋ log ⌊n2 ⌋) + n. Por tanto,
T (n) ≤ 4n log (n2 ) + n = 4n(log n− 1) + n ≤ 4n log n.

3. Seap ≥ 2 primo. Asuma que
√
p es racional, es decir que

√
p = a

b
, paraa, b ∈ N

+.

a) (4pts) Demuestre que existena′, b′ ∈ N
+ tales queb′ < b y

√
p = a′

b′
.

b) (2pts) Utilizando lo anterior y el principio del buen ordenconcluya que
√
p no es racional.

Solución: (a) Se tiene quea2 = pb2. Luego,a2 es divisible porp, y comop es primo se tiene quea es
divisible porp. Asumaa = cp. Luegoc2p2 = pb2, y por tanto,c2p = b2. Podemos concluir entonces
queb es divisible porp. Seab′ = b

p
. Luegob′ < b y

√
p = a′

b′
.

(b) Sabemos queA = {n ∈ N
+ | existem ∈ N

+ tal que
√
p = m

n
} es no vacı́o. Por principio del

buen ordenA tiene menor elementoc. Pero por parte (b) existec′ < c en conjuntoA, lo que es una
contradicción.


