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i) Tenemos en este caso que u(z,y) = e cos(y) y v(x,y) = —e” sen(y). Luego
0 0
872 = e” cos(y) 8—; = —e” cos(y)
Ou _ —e” sen(y) o _ —e” sen(y)
oy Y or 4

Luego, en virtud de las condiciones de Cauchy-Riemann, requerimos que

cos(y) =0 A sen(y) =0,

lo que es imposible. Luego, f no satisface las condiciones de Cauchy-Riemann en ningin
z € C, por lo que no es derivable en ningtiin punto del plano complejo.

ii) Aqui, tenemos que

(z =)z = (z +ily — 1) (z —iy) = (2° +y* —y) — iz,
es decir, u(z,y) = 2% +y?> —y y v(z,y) = —x. Luego

ou ov
U v
— =2y—1 — =-1
oy Y e

En virtud de las condiciones de Cauchy-Riemann, requerimos que

r=0 A y=1

(1))

es diferenciable en R? (en particular en (0,1)), concluimos que g es derivable sélo en
z =0+ 1i-1=1i. Finalmente, sabemos que

Como ademas la funcién

L Ou . Ov ,
g/(Z) = %(07 1) +1- %(07 1) = —1t.
(b) Sabemos que u(x,y) = e’ v’ cos(2zy) es la parte real de una funcién holomorfa h. En

particular, se deben cumplir las condiciones de Cauchy-Riemann y asi v(x,y) satisface

0 0 :
a—z = 8—2 = 2pe® Y cos(2zy) — 2ye”ﬁz*y2 sen(2zy).

Luego, v(z,y) = e’ v’ sen(2zy) + ¢, con ¢ € R. Es claro que dicha funcién satisface

ou ov

dy o

1

Como ademas f(i) = e~ ', necesitamos que v(0,1) = 0, de donde se deduce que ¢ = 0.



P2. (a)

(b)

Siguiendo la indicacién, descomponemos en fracciones parciales, de donde obtenemos que

Pero ademas se tiene que

1 1 1

1
4—z 2-(2-2) 2 1-52

En ambos casos, cuando |z —2| < 2, los valores indicados corresponden a una suma geométrica.
Maés precisamente, se tiene que

Asi, tenemos finalmente que

o0

5 1k
+1)Z( D45 g
k=0

24—z 2k+2

serie que es convergente para |z — 2| < 2. Notamos as{ que el radio de convergencia verifica
R > 2. Pero no puede ser mayor a 2, ya que en dicho caso la serie y la funcién coincidirian en
z =0y z =4, lo que es imposible, ya que la funcién no estd definida en esos valores. Por lo
tanto, R = 2.

Buscamos la serie de potencias en torno a @ = 0 de la solucién de ¢”(z) = 2¢g(z) + 1, g(0) = 1,
¢'(0) = 0. Dicha serie de potencias viene dada por

(o9}
z) = Z e
k=0

De esta forma,

g"(z) = Z k(k —1)cpz"~ Z k+2)(k + 1)cpiazh.
k=2 k=0

Reemplazando en la ecuacién, tendremos que

o0

D [k +2)(k + D)cksn — 20x]2" =1,
k=0

de manera que

2c0 —2co =1 AN cpy2= ck,Vk > 1.

2
k+2)(k+1)

Asi, tendremos que

00:1,01:0,0215 y ¢k = Ch—2,Vk > 3.

k(k— 1)
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(b)

De aqui se desprende que para k > 1

0 , k es impar.
Cr. = e /2 —
F 3'22/!2 ! , k es par.
de manera que
3em 2k
=14= 2k
9(2) +2;(2k)!2

Asi mismo,

1 . N . o3 2k
7~ msup Ve = lim /755 =0

con lo que el radio de convergencia es R = co.

Para o € (0,27) y R > 0 consideramos el borde del segmento circular de radio R comprendido
entre los angulos 0 y a. Como f es holomorfa en todo C y el borde del segmento circular, que
en adelante llamaremos I', es una curva cerrada simple, tendremos en virtud del teorema de
Cauchy-Goursat que

éf(z)dz =0.

Consideremos las parametrizaciones siguientes para dicho borde
)=t o t€[0,R]
Y2(t) = Re™ , te[0,a] .
v3(t) =te’ , te€[R,0]

De esta forma, tenemos que

R e} R
dz = d R ity | iR itd _ iy | i .
f}f(z) z /0 f(t) t—I—/O f(Re™) -iRe*dt /0 fte™) e 0

Es claro que la primera y tercera integral convergen a

/Ooo fydt y e /OOO f(te!)dt

cuando R — oo, respectivamente. Veamos que la segunda integral converge a 0 cuando R — co.
En efecto

/ f(Re™) ~iRe“dt’ < R/ If(Re')|dt 229 0,
0 0
esto ultimo por la hipdtesis sobre f. Concluimos asi que

/O " e = e / " fte™,

que es el resultado pedido.

Debemos verificar que

dg =0

im R [ e
R—0 0
para todo « € (0,7/4). Para ello fijemos « en dicho intervalo y notemos que

_ p22i0 _p2 _p2 _p2 _p2
e R%e —e R® cos(20)—iR" sen(20) _ e R Cos(219)6 iR sen(29)7



(c)

de manera que

2 5
_ efR cos(26)

’67R2€2i6

Gréficamente, se puede verificar que para todo 6 € [0,7/2] se tiene que

4
cos(20) > ——0+ 1,
T

ya que la recta que une los puntos (0,1) y (7/4,0) queda siempre por debajo del gréfico de

cos(20) en dicho intervalo. En particular, esto es cierto para 6 € [0, a]. Luego
€7R2 cos(20) < 67R2€4R20/7r.
Usando todo esto, tendremos que

[e4 .
R/ ‘e_Rzezze
0

2

—R
do < Re_R2 /a e4R29/7"d9 — L(€4R2a/7r _ 1)
0 4R

_ &(6—32(1—4(1”) _ e—R2) R—=30

)

esto ya que como « € (0,7/4), entonces 1 — da/m > 0. Asi, f(2) =e %
pedida.

Usando las partes (a) y (b), tenemos ahora que para a = /8

. o0 iw/4,.2 o0 2
e”/8/ e ¢ Tdx :/ e ¥dr =
0 0

Analicemos la integral del lado izquierdo. Para ello, vemos que

ol

6781:”/412 _ 67932 cos(m/4)—iz? sen(nw/4) _ ewa/ﬁfia:z/\/i

= e””Q/‘/icos(aﬂ/ﬁ) - iew2/\/§sen(x2/\/§).

Asi, usando el cambio de variables x = /2u tendremos que

/ efeiﬂ/élxzdx _ {L/i (/ 67U2 Cos(u2)du _ Z/ eiuz sen(’lﬁ)du) .
0 0 0

Obtenemos de esta forma que

satisface la condicién

< Tt ity gy VT eings _ NTCOS(/8) _JTson(n/3)
/0 e " cos(u?)du /0 (u?)du = 25 8 = 25 s

Tgualando partes real e imaginaria, concluimos asi que

/Ooefm2cos(x2)dx: v/ cos(m/8) — VT 34+ 92v2 = 7V7T(1+\/§)
0 2v/2 4 4

| e sentatyae = YIS VT s ava o

2v2



