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Sea x € R\ {0}. Luego

fla) = gt = o)
de manera que
cos(2z) — 1
Re(f(z)) = 5
x
9 1 — cos(2z) 9
Recordando que sen®(x) = —s tendremos que cos(2z) — 1 = —2sen®(z). Por lo
tanto
2sen?(x)
Re(f(z)) = T2

Siguiendo la indicacién, consideremos z = x + iy, con y > 0. Luego
e — 1= W2 _ 1 = (e cos(2z) — 1) +i-e % sen(2x).
De lo anterior se desprende que
€% — 1|2 = (e cos(2z) — 1)2 + (e sen(2x))? = e — 26" cos(2z) + 1.

Como cos(2x) > —1, tendremos que

\e2iz — 1|2 <e W42 = (6721/ + 1)2.
Pero como y > 0, tendremos que e~2¥ < 1, de donde concluimos que

|e21'z _ 1|2 S 4.

Usando esto, vemos que para z € C, con Im(z) > 0 se tiene que

|€2iz_1| 2
= < —,
|f(2)| |Z|2 = ‘Z|2

De la parte i) y del hecho que el integrando es una funcién par tenemos que

0o 2 1 o0 2 1 -
[y L[ )y ([ i),

Para esta ultima integral, tenemos ya verificada la condiciéon de decaimiento probada en
ii). Resta verificar que la funcién f(z) tiene finitos polos con parte imaginaria positiva y
que los polos reales ademas de ser finitos, sean simples. Vemos asi que la tnica singularidad
de f(z) es para z = 0. Vemos ademds que

6212 _

lim zf(z) = lim = lim 2ie** = 2i,
z—0

z—0 z z—0

donde usamos la regla de I’Hopital. Con esto, el inico polo es real y simple. Asi, por el
teorema de los residuos tendremos que

/OO f(z)dx = i - Res(f,0) = —2m.



Concluimos finalmente que

2 4 2

oo 2 1
= S S
0

(b) Consideramos el cambio de variables z = . Notando que

z—z"1 24271

sen(f) = 5; y cos(f) = 5

tenemos que

2
2 2 (Z_Zl.fl) 2 _1)2
/ M(w:% %.idz}i,j[ o,
o b+ 3cos(d) ap(0,1) 5+ 3 FE— iz 2i Jap(o,) 22(32% + 10z + 3)

1 / (22 —1)? p
= —= z
21 6D(0,1) 22(2' + 3)(32 + 1)

Notamos que las singularidades del integrando son z = —3, 2 = 0 y 2 = —1/3. Debemos
considerar sélo z = 0y z = —1/3, ya que son aquellas con médulo menor a 1. M4ds aun,
notamos que z = 0 es polo de orden 2 mientras que z = —1/3 es polo simple. En efecto,
2 _ 1)2 1
i 2 — K (2 _ 1t
tm ) =l e w1y 37
y
) (P17 (8/9)2 8
1 1/3 = 1 = =220
im G = M T T 89 07

Los residuos correspondientes estan dados por

2 —22241\
Res(f,0) = lim ( ——— " —
es(f,0) 1m(3z2+102+3)

(423 — 42)(32% + 102 + 3) — (2* — 222 + 1)(62 + 10) 10

5% (322 + 10z + 3)2 T
y
8
Res(f,—1/3) = 9

Asi, en virtud del teorema de los residuos, tendremos que

27 2
sen®(0) 1 (8 10 27
M) g om0 ) =T
/05+3cos(0) 2 m<9 9) 9

P2. Considere la funcién f(z) = cosh(az) para a > 0.

(a) Notamos que f es una funcién par, por lo tanto se tendrd automdticamente que

1 T
b = — f(x)sen(kx)de =0 ,Vk>1

™

Por otra parte, tenemos que

ay = L f(x) cos(kx)dx = 2 /W cosh(ax) cos(kz)dz.
T Jo



(b)

Llamemos I a esta tultima integral. Luego, integrando por partes con u = cos(kz) y v =
senh(az)/a tendremos que

I = (Senh(ax) COS(kx))

a

T

—&-E/ senh(az) sen(kx)dx
o @Jo

—w & ﬂsen axr)sen(kr)axr
— + /0 h(az)sen(kz)dz.

a a

Haciendo nuevamente integracién por partes en esta dltima integral, ahora con u = sen(kx) y
v = cosh(az)/a tendremos que

_ senh(am)(~1)F & ( (cosh(ax) sen(/m))

a a

™

_k /07r cosh(ax) cos(kx)dx)

0 a

senh(am)(—1)* k2
D e
a a

De aqui, se desprende que

2 2 _1)k —1)k
a®+k I - senh(am)(—1) — 1 - asenh(ar)(—1)

a? a a? + k2

Por lo tanto, como este desarrollo es valido para todo k£ > 0

2asenh(ar)(—1)*
m(a? + k?)

ar = ,Vk > 0.

Como la funcién f es de clase C* en [—7, 7] y ademds f(—n) = f(m), tenemos finalmente que

senh(am) n 2a senh(am) i (—1)k

cosh(azx) = % + Zak cos(kz) = o aZ + k2

k=1 k=1

= benaﬂ ( i 5 COS kx)) .

k=1

cos(kx)

De la parte anterior, tomando a = 1 y evaluando en x = 7 tendremos que

cosh(m) = senh(m) ( 22 T k2> .

Despejando la serie de esta ultima igualdad, se tiene que

oo

1 mcotgh(m) —
Z gh(m)

5 =
k:11+k 2

De manera analoga, tomando a = 1 y evaluando en x = 0 tendremos que

1:senh <1+2Z k) 2senh(w < Z

de donde se desprende que

%)




(a) Los coeficientes de la serie pedida vienen dados por

2 ™
b = 7/ x sen(kx)dz.
0

™

Integrando por partes, con u = z y v = — cos(kz)/k tendremos que

_ % <(xcoz(kx)> :+]1€/0” COS(kx)dx> _ % <7r(—kl)k +% (senl(j:m))

)

Asi, para x € (0,7) se tiene que

flz) = Z — sen(kx)

(b) Considere el problema

Up — Ugy +6U;, = 0 , € (0,m),t>0
u(0,t) =u(m,t) = 0 , t>0
u(x,0) = ez , ze€(0,n)

i) Supongamos que u(z,t) = X (2)T(t) es una solucién no nula de la ecuacién. Reemplazando
en esta, tendremos que

T X" — X'
XT' —X"T+6X'T=0+= XT' =X"T - 6X'T < = TG,

donde esta tltima divisién es valida, ya que buscamos soluciones no nulas. Luego, dichos
cuocientes son constantes, de donde tendremos que

T - XT=0 y X"—-6X—AX=0.

De las condiciones u(0,t) = u(w,t) = 0 para t > 0, tendremos que X (0) = X(7) = 0, ya
que buscamos soluciones no triviales. Para la segunda ecuacién, notemos que el polinomio
caracteristico viene dado por

p(a) = a? — 6a — A,

cuyas raices vienen dadas por

ziﬁiv?;6+4/\:3i\/9+7/\.

o
Con esto, llamando 8 = v/9 4+ A tenemos que

&3 (AePT + Be™P*) | N # -9
X(I)—{ 63w(A+B£U) . A=-9

Imponiendo la condicién X (0) = 0 tendremos que

A=-B , A£-9

A=0 , A=-9"’
es decir
Aedr(ePT — BTy N #£ -9
X(z) = { Bze3® , A=-9
Imponiendo ahora la condicién X(m) = 0, obtenemos que (recordando que buscamos

soluciones no triviales)



e =1 | N#-9
B=0 , A=-9"

Vemos asi que para A = —9 tenemos sélo la solucién trivial. Ademads, tendremos que

201 = 2kmi = f=ki <=9+ = k<= A= —(k*+9)
para k > 1. Asi,
Xp(z) = Ae®®(ePT — e7P%) = Ae3® sen(kx) Yk > 1.
Ademis, para estos valores de A, tendremos que
T) + (k% + 9)T) = 0 <= T (t) = Ce~ K+,

Finalmente, y obviando las constantes, tendremos que las soluciones elementales de este
problema son de la forma

ug(z,t) = Xp(2)Th(t) = 3" sen(kx) - e~ (W49t — o= (K*+9)i+3a sen(kx).

Usando el principio de superposicion, consideremos ahora
oo
2
u(z,t) = E cpe” B FNE3T gon (k).
k=1

Imponiendo la condicién u(z,0) = 3%z para z € (0, ), tendremos que

o0
My = Z cpe® sen(kx).
k=1

Por lo tanto, buscamos coeficientes ¢, tales que para x € (0,7) se tenga

Z cpsen(kx) = x.
k=1

De la parte (a), tenemos que basta con considerar

2(—1)k+!

C = %

Asi, la solucién del problema viene dada por

o 2(—1)F+!
u(z,t) = Z %6_(’“2‘”'9)”3”3 sen(kx).
k=1



