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Sketch of proof Auxiliar 13: Preparaciéon examen

La dltima :*(

MA1002-2 Calculo Diferencial e Integral
Profesores: Sebastidn Zamorano A.
Auxiliar: Juan Pedro Ross O.

Fecha: Martes 23 de Enero

(P1) Encuentre radio e intervalo de convergencia de las siguientes series de potencias.

(1) [Propuesto: | anx".

n=0
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(11) [Propuesto: ] Z ﬁx”
n=0
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(111) [Propuesto: | Z an
n=1
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(1v) Z(% + ﬁ)(x —1)" con 0 < a<b.

n=1
Sol: b,"/i2 < /et b < b,"/l + 5 Luego R = L Para lo extremos estudiar Z ﬁ y
n?2 — n n?2 — n n b n

nc€lN
recordar que ), i f(n) converge ssi [ f(x)dx converge. Concluir que I = [1 — .1+ 1]
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Sol: limsup fracl(3+ (—=1)")" = % Pero al reemplazar en +2 queda Z%]Nmespw (jﬁ)n +

Y neN:nesimpar 1 €11 ambos casos tenemos convergente =+ divergente por lo tanto I = (—2,2)

(P2) Considere la regién encerrada entre la curva (a? — 22)y? = 22(a® + 22) y sus asintotas, como se
muestra en la figura
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Demuestre que el drea de la regién (la parte sombreada) es finita.

. ‘ 3 a xv/a?+ax2 Va2 +x2 zvVa?+a? a  gdx _
Sol: El érea se calcula como 4 [ =% notando que TFELIE < By que IN T = a
(utilizar c.v u = a® — 2?) se concluye.

(P3) El desarrollo en serie para cierta funcién f es

o0
(2z)"
fla)=) ==
n=1
(1) Encuentre el radio e intervalo de convergencia de la serie.
Sol: lim \/ﬁ% = 2. Al evaluar en 2 queda la serie armoénica la cual diverge, en cambio al
utilizar —2 si converge (Criterio de Leibnitz) asi I = [—3, 3)
(11) Determine la serie que representa, f’(z), y preséntela con una funcién conocida.
Sol: Metiendo al derivada dentro de la serie y utilizando un cambio de indice concluimos que
fl(z) =232 ) (22)" = 3 (suma geométrica)
(1) Determine f(z).
2 n
Sol: (Integra)ndo, f(z) = —In(1 — 2z) 4+ C pero f(0) = 0 por lo tanto f(z) = > 2, ( fb) =
—In(1 — 2z

(1v) Utilice lo anterior para calcular el valor de la serie numérica

flay =3 U
n=1

Sol: f(1)=—1n(2)

(P4) Considere un cono de altura H cuyo angulo entre una pared y el eje es 7/6, que estd relleno de
agua. El objetivo del problema sera encontrar el mayor radio de una esfera que al ser sumergida
hasta el fondo desplace la mayor cantidad de agua fuera del cono.

a) Sea xp € [—R, R]. Demuestre que el volumen obtenido al rotar la region A = {(z,y) : xg <
x <R, 0<y<+VR?— 2%} en torno al eje X es g(R — 20)(2R? — Rxg — x3)
2
Sol: Calculamos pi fi(\/RQ — 23") y recordamos que a® — b® = (a — b)(a® + ab + b?)
b) Muestre que el volumen de fluido desplazado esta dado por:
4
TR? R<
VIR)=1q = 3 2 H 2H
g(H—R) 4R—-H) 3 <R
Sol: Primer caso que la esfera sea lo suficientemente chica que quepa entera, en este caso el
limite es que la esfera quede justo inscrita en el cono, si dibujamos esto en un plano obtenemos
la siguiente figura
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Se puede ver que sin(g) = R/by que tan(g) = RL—H) de donde se concluye ese caso.
Para el segundo caso vamos moviendo el circulo anterior y agrandandolo hasta que toque justo
en los vertices del tridngulo asi, llegamos a lo siguiente:

Notemos que la linea roja se puede calcular de dos formas H sin(f) = Rsin(%) y deducimos

que el caso limite es R = % Ahora de la parte anterior conocemos el volumen solo necesitamos
escribir zg en funcién de R y H. Notemos que cuando estamos entre % y % tenemos

N

cos{pi/2)

EY
=

Reos(pi/3)/telpi/6)

-~

R us

t;fj(;)) y reemplazando en a) se concluye. Por otro lado cuando el centro del
6

circulo esta fuera del triangulo tenemos

ASfH+$0:
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Rsin{pi/3)/talpi/e) |7

s

De donde %((5) + Rcos(§) = H + xo también despejamos ingresamos en a) y concluimos

¢) Encuentre el maximo de la funcién V en [0, 2H /3], justificando por qué es el maximo.



