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Recuerdo:

Una sucesión (xn) se dirá de Cauchy si:

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n,m ≥ N, |xn − xm| < ε

Una sucesión es convergente si y sólo si es de Cauchy.

Sea (an) una sucesión. Luego
∑
ak converge si y sólo

si:

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n,m ≥ N, m > n =⇒

∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1
ak

∣∣∣∣∣ < ε

Si
∑
ak converge, entonces an → 0.

Sean
∑
ak y

∑
bk dos series convergentes y λ ∈ R.

Entonces la siguiente suma converge:∑
(ak + λbk) =

∑
ak + λ

∑
bk

Sea (ak) una sucesión no negativa. Tenemos que∑
ak converge si y sólo si

∑
ak < M para algún

M .

Comparación: Sean (an) y (bn) dos sucesiones no
negativas de manera que existe n0 y α > 0 tales
que, para todo n ≥ n0, an ≤ αbn. Se tiene que si∑
bk <∞, entonces

∑
ak <∞.

Comparación por Cuociente: Sean (an) y (bn)
dos sucesiones positivas tales que c = ĺım an

bn
existe.

1. Si c = 0 y
∑
bk converge, entonces

∑
ak con-

verge.
2. Si c > 0,

∑
bk converge si y sólo si

∑
ak con-

verge.

Criterio del Cuociente: Sea (an) una sucesión tal
que r = ĺım |an+1|

|an| existe.

1. Si r < 1 entonces
∑
ak converge.

2. Si r > 1 entonces
∑
ak diverge.

Criterio de la Ráız: Sea (an) una sucesión de
términos no negativos tal que r = ĺım(an)1/n existe.

1. Si r < 1 entonces
∑
ak converge.

2. Si r > 1 entonces
∑
ak diverge.

Obs: En este criterio se puede reemplazar r por
r = ĺım sup

n
an = ĺım

n
sup{ak : k ≥ n}

Criterio de la Integral: Sea k ∈ N y f : [k,∞)→
R+ una función decreciente. Se tiene que

∑
n≥k

f(n)

converge si y sólo si
∫∞

k
f(x)dx converge.

Sea (ak) una sucesión. Diremos que
∑
ak es absolu-

tamente convergente si
∑
|ak| converge.

Toda serie absolutamente convergente es convergen-
te. Además una serie es absolutamente converge si
y sólo si la series de sus términos negativos y la de
sus términos positivos convergen.

Si una serie converge, pero no converge absoluta-
mente se le dirá condicionalmente convergente.

Criterio de Leibnitz: Sea (an) una sucesión de-
creciente tal que an → 0. Entonces

∑
(−1)nan es

convergente.

Sea (ak) una sucesión. Si
∑
|ak| converge, luego

cualquier reenumeración (bk) verifica que
∑
bk =∑

ak converge.

Sea (ak) tal que
∑
ak es condicionalmente conver-

gente. Luego para todo α ∈ R existe una reenume-
ración bn tal que

∑
bk = α.

Sean
∑
ak y

∑
bk dos series absolutamente conver-

gentes, entonces su producto es
∑
ck, donde (ck)

es cualquier sucesión que contiene exactamente una
vez cada producto posible. En particular podemos
tomar ck =

∑k
l=0 albk−l.
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P1. [Varios]
Determine si la siguientes series convergen o divergen:

a)
∞∑

n=1
n sin

(
1
n

)
b)

∞∑
n=1

nn

n! c)
∞∑

n=1

(
sin(n)
n

)3
d)

∞∑
n=1

n2
(
n2
[
cos
(

1
n

)
− 1
])n

e)
∞∑

n=1

e1/n − 1
n

f)
∞∑

n=1

sin(en)√
n4 + lnn

g)
∞∑

n=1
cos(nπ) sin

(
n

(n+ π)2

)
h)

∞∑
n=1

1 · 3 · 5 . . . (2n− 1)
2 · 4 . . . (2n)

P2. [Nuevas convergencias]
Sea (an) y (bn) dos sucesiones.

a) Demuestre que si
∑
an converge absolutamente, entonces

∑
sin(an) converge.

b) Demuestre que si
∑
an converge absolutamente, entonces

∑
a2

n converge absolutamente.
c) Demuestre que si

∑
a2

n y
∑
b2

n convergen, entonces
∑
anbn converge.

Hint: Puede usar que si x, y son vectores |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖
d) Demuestre que si

∑
a2

n converge, entonces
∑ an

nα converge para todo α > 1
2 .

P3. a) Demuestre que
∑
n≥2

1
(lnn)k

diverge ∀k ∈ N+.

b) Demuestre que
∑
n≥2

1
(lnn)n

converge.

c) Demuestre que
∫ ∞

1

ey

yy
converge.

d) Demuestre que
∑
n≥2

1
(lnn)ln n

converge.

Hint: Use la parte c)

e) Demuestre que:
∑
n≥2

1
(lnn)ln(ln n) diverge.

P4. [P2 a), b) y c) Examen, Año 2016]]

a) Estudie la convergencia de la serie
∑

n≥1 ln(1 + 1/n2).

b) Demuestre que si
∑
a2

n converge, entonces
∑ a2

n

1+a2
n

también.

c) Determine los valores de x ∈ R tal que la serie
∑

n≥1(−1)n
(

n−1
n+1

)n

xn converge.

P5. a) Sea a > 0 y a 6= 4. Determine si la serie:

∞∑
n=0

n! an

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) . . . (2n+ 1)

es divergente o convergente. Justifique su respuesta.
b) Sea a ∈ R y considere la serie:

∞∑
n=1

an

n(n+ 2)

1) Determine para que valores de a la serie es convergente. Justifique su respuesta.
2) Calcule el valor de la serie para el caso a = 1.
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