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1. Problemas

[1]

[2]
[3]

[4]
[5]

[6]

[7]

(8]

Estudiar la convergencia de las siguientes integrales:

1) fo 1+w2+a:4 2) fo (z—1)% 1 3) fo :1:12—}-1
4) f0°°e—z1n(1+e) 5) [P a’e™® 6) [0 )
7) [, vz csc(z 8) lln;m) 9) fo Sen(m

o
fo \/m 11) [~ =° 12) [§° wlnp(z)

. . . . . 1 .
Calcular, si existe, el drea comprendida entre las curvas y = 732 ¥ el eje OX.

Dada la curva y = ﬁ con dominio (0, 1].

1. Determine la existencia de [ ﬁ

2. Determine si el volumen obtenido por la rotacién del area anterior en torno al eje OY es finito.

3. Determine si existe la superficie de revolucion.
Calcular, si existe, el 4rea encerrada por la curva y%(1 — z) = 1 + z y su propia asintota.

Determinar para cuales valores de n € N la integral I, = fo \/T es convergente y establezca

una forma recursiva para la sucesién {I, }nenN.

Sea f una funcién deﬁnida sobre el intervalo (a,c0), acotada y con derivada continua. Demuestre

que la integral f existe si a > 0. Ind: integrar por partes.

n singxgn—l—n—lg,,ne]N

0 en otro caso . Calcule la integral

Considere la funcién f(x) definida por: f(z) = {

fooo f. Ind: Fijarse que f es no negativa y acotada.

o0

o0
Mostrar que las integrales I = [ Y J = i %n(w) existen y calcular su diferencia.
1 0

1
z(1+2?



[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

Mostrar que la integral I = f ex1ste y probar la relamon < I < 1. Mostrar que J = f e

existe y expresarla en fun(:1on de I.

o
Considerar I, = [ z"e™* con n y a positivos y n entero. Demostrar que I,, existe. Establecer una

0
relacién de recurrencia entre I, e I, 1. Calcular I,,.

us s

=l

2 2

Mostrar que la integral I = [ In(sen(z)) verifica la relacién: I = [In(cos(z)) = 5 [In(3 sen(2z)).
0

Deducir el valor de 1.

Estudie la convergencia de las s1gu1entes series:

DYk DX )2" S g
5) Yo ngl )i%n Y s 8) Ssen(l)
010 100 10 100 100

9 [senfn)l 10) Y X% 12) ;

o0
Sea a,>0y 1i_>m q"an = 0 para algin g > 1. Estudie la convergencia de la serie ) ay,.
- n—oo 1

o

o0
Estudie la convergencia de (i) > m y (i) 3 -tpw cona > b > 0.
2 1

o0
Dada la serie Y (—1)"*' 22

Probar que es convergente.
2. Estimar una cota para su valor.

Determinar el niimero de términos que deben tomarse para calcular la suma de la serie con un
error menor o igual a 1073,
Sea uy, = In(1 — —) Calcule E U,

Ind: Utilice propiedad telescoplca de las sumatorias.

Sabiendo que el valor de la serie Y 7° - es 7‘6 , calcular el valor de:
S = ! + ! +---+ ! +
1.2 22.32 n2(n + 1)2
Ind: considere la igualdad W = (z — 77)%

xR

Determinar para que valores de a la serie ) | a"n® es absolutamente convergente y para que valores
1

es condicionalmente convergente.

Estudiar la convergencia absoluta de las siguientes series

@) XL ) X2 (0D E @)X

(o] oo o0
Demostrar que si ) Ja, y ) b, son dos series de términos positivos, si ) b, converge y si 3% — 0
1 1 1 "
o0

cuando n — oo, entonces Y a, converge.
1



[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

o0
Si )" ay, es una serie convergente de términos positivos, tal que no hay ningun » para el cual a,, = 1,
1

o0

1+an ()lla

demostrar que (a) Z son también series convergentes.

o0
Supéngase que por el test del cociente se sabe que la serie ) a, es convergente. Demostrar que

1
o0

> na, también es convergente.
1

o0 o o

Si 3" |an| converge, demostrar que Y a2 converge. Hallar un ejemplo en el cual Y a2 converja, pero
1 1 1

o

> |ay| diverja.

1

3

Estudie la convergencia puntual y uniforme de la sucesién de funciones f,(z) = x% + %e" .

Considere la sucesién de funciones f, : [—1,1] — R definida por f,(z) = 1_’::;7‘512 con a # 0. Estudie
la convergencia puntual y uniforme para a > 0 y o < 0. Averigue si se cumple que

1 1
s [ hu= [ Jim 5
1 ~1

o
Demostrar que la serie de funciones ) converge uniformemente en R a una cierta funcién
1

T
n(l+nz?)

f- Acote [ f, siendo f la funcién obtenida anteriormente.
0

o0
Estudiar la convergencia uniforme de la serie de funciones ) m
1

(&)
. . M2
Indique los valores de z para los cuales la serie Y e ™" converge.

0

sen (nx)

Demostrar que Z converge absolutamente para todos los valores de .

[e.e]
Aplicar la prueba de cociente para demostrar que la serie ) n—lz(H_iw)" converge para £ > —3 y
1

N[

diverge para z < —%. Determinar que ocurre en z =

Encuentre el desarrollo en series de potencias de las siguientes funciones y determine radio e intervalo
de convergencia.

1. f(z) = m

2. [(@) = oy

o0
1. Determine la funcién e intervalo de convergencia asociada a la serie > (—1)"z?".
0
S~ (=D)"
2. Pruebe que arctan(z) = 20: ST " len (—1,1).

3. Deduzca una serie para calcular 7.



00
1

[33] 1. Demuestre que aF = 20:

(n+2)2(n+1) s

o0
2. Calcule el drea bajo la curva f(z) = > %ng—ﬁ) entre 0 y 7.
1

$

f sen(t?).

3. Desarrolle en serie de Taylor las funciones f(z
0

con |z| < 1.

o0
[34] Demostrar que f % 20: BT

o0
[35] Sea f(z) =) anz™ con f par en (—r,r). Demostrar que ag,+1 = 0 para todo n € N.
0

2. Preguntas de Controles de anos anteriores

[1] Sea f:R — R definida por f(z) = (2 — m)para z#0y f(0) =
1. Encuentre el valor de k de modo que f sea continua en todo R .

oo

2. Estudie la convergencia de las integrales f f f f, f fy f f.

—0o0

[2] 1. Sea (a,) una sucesién tal que ) a, converge absolutamente. Demuestre que Z

n>1
Van|
X

n>1

1—|—a,2 y
también convergen absolutamente.

2. Estudie las siguientes series de potencias, determinando el radio e intervalo de convergencia.
a) > nipzz:" , p € R dado.
n>1

D Lt|sen(n)| .

n
n>1

3. Estudie la convergencia puntual de la siguiente sucesiéon de funciones:
1
|z >

fa@) =9 (+)(@+3) z€[-4,0
—(n+1)(z—2) z€l0,7]

o0 o0
[3] Considere las series de potencias s(z) = Y (=1)"z3" y t(z) = (—1)"“;;_:11
1. Para z €]0,1[ pruebe que s(z) = + ——5 y calcule t(z) .
2. Pruebe la convergencia de la serie ¢(1).
o
3. Verifique que para z €]0,1[ se tiene que (1) — t(z) = (1 — z) >_ (—1)"ay , donde a, es el

n=0

. 2 ...p3ntl
promedio a,, = %

Pruebe que a,, es decreciente y deduzca de ello que 0 < #(1) —t(z) < (1 —z) Vz €]0,1].
Concluya que lim t(z) = (1) y calcule #(1).
T—1~



[4] 1. Encuentre el valor de @ que hace continua a la funcién :

f(g;):{ ) 0<a <1

o r=1

00 1
2. Ahora considere la serie 3 Iy , donde Iy, = [ sen(wz)z*.
0 0

n—1 1 1
a) Muestre que las sumas parciales S, = Y Ij satisfacen: S, = [ f — [ f(z)z", donde f es
k=0 0 0
la funcién de la parte anterior.
T
b) Pruebe que la serie es convergente y que su limite vale [
0

sen(u) '

[5] Dada la funcién f(z) = e%(l — 1). Se pide :

1. Estudiarla completamente indicando dominio,ceros, limites importantes, asintotas, continuidad,
crecimiento, concavidades, griafico y recorrido.
2. Determinar si el drea de las siguientes regiones es o no finita. En caso afirmativo dar su valor.
Ry ={(z,y)/x <0 f(z) <y <1}
Ry ={(z,9)/0 <z <1 f(z) <y<1}
Ry ={(z,y)/z>1 f(z) <y <1}

1
A R . . . P s
Ind: Ni ez ni - tienen primitivas explicitamente calculables, sin embargo, f si la tiene.

[6] 1. Sea la funcién f(z) definida por :

Vi1dz2-1
f(z) = { ECTONL R
a z=0

Determine el valor de a de modo que f(x) sea continua en x = 0. Demuestre que la integral
impropia fooo f converge y calcular su valor. Ind: Considere el cambio de variable u = /1 + z2.

2. Sea la curva (%)% +% = 1. Analice la existencia de la longitud de la curva en el intervalo [—a, a],
y evaltela en caso de que exista. Ind: Utilice argumentos de simetria.

1
[7] 1. Considerar la integral impropia J, = [ In"(z).
0

a) Demostrar que es convergente.
b) Demostrar la férmula de recurrencia J, = —nJ,_1 y luego deducir el valor de J,.

2. Considerar la superficie lateral del s6lido que se genera al rotar la curva f(z) = e ¥ en torno
al eje OX , para ¢ > 0. Probar que la integral converge y calcular el valor de la superficie.

[8] Sea f:[1,00) — R una funcién decreciente con lim,_,o f(z) = 0. Paran € N

sea dn =31 f(3) — [ f-

1. Probar que d, > 0, que d,, es decreciente y que se tiene
0<d,—dpt1 < f(n)— f(n+1)

Ind: integrar la desigualdad f(i + 1) < f(z) < f(i) para z € [i,i + 1] .



2. Deducir que para n,k € N se tiene
OSdn_dn-Hc Sf(n)_f(n+k)

y concluir que d,, converge a un limite d > 0 que satisface: 0 < d,,_d < f(n).

3. Aplicar lo anterior para probar la existencia de una constante ¢ > 0 tal que: ) % =In(n)+c+e,
i=1

con 0 <e¢, < %
4. Usar la identidad de la parte c) para estudiar la convergencia de la serie
Z(_l)nﬂ 1yt

n+1 2 3 n/)’

n>1

o0
[9] Sea la serie de potencias ) n(z—il)
2

1. Determine el radio de convergencia de la serie.

2. Determine el intervalo de convergencia de la serie, incluidos los extremos.

o0 o0
3. Demuestre que ) n(i—il) =(1-z)ln(l —z)+z.Ind: )] % = —In(1 —z).
2 1

[10] 1. Para la funcién f(z) = ﬁ encuentre: dominio, ceros, crecimiento, asintotas de todo tipo,
minimos, maximos, puntos de inflexién y grafico.
Encuentre el area de la regién encerrada por la funciéon f , desde 0 hasta infinito, y el eje OX.
3. Analizar la existencia de los volimenes obtenidos al girar el drea antes calculada, en torno a
los ejes OX y OY. En caso de existir, calcularlos.

[11] Para la serie de potencias:

S+ D) -1y
0

con 0 < b < a , encuentre: radio de convergencia, intervalo de convergencia, convergencia en los
extremos del intervalo.

o0
[12] 1. Determine el intervalo de convergencia para la serie de potencias ) %x" No olvide analizar
1

los extremos del intervalo.

o0
2. Determine el conjunto de convergencia de la serie de funciones }_ 1 ($£-)".
1

-z

3. Sea f: C CR — R la funcién definida por f(z) = > 2(:%)".
1

a) Demuestre que f'(z) = m

b) Integrando, encuentre una expresién explicita para f(x).
[13] 1. Aplicando la definicién de integral impropia calcule:

In(2)
1

er + 4e "

—00



2. Analice la convergencia de la integral:

3. Analice la convergencia de las dreas de las superficies engendradas al rotar la funcién
|In(z)|: ]0,1] — R en torno al eje OX y en torno al eje OY.

[14] 1. Analice la convergencia de la siguiente serie; en caso de ser convergente, calcule su valor

1 . e . . 1 1 1 1
2 S (=R Ind: utilice la identidad DGR = 2% TR T oy
2. Use el Criterio de la Integral para analizar la convergencia de la integral f < ey

3. Analice la convergencia absoluta y condicional de la serie Z (—1)k k%ﬁﬁ)

k=1

[15] 1. Analice la convergencia de las siguientes series. Cuando corresponda, determine todos los valores
de a par a los cuales éstas convergen.

% sen(l) 00 ) ~
1) Z () 2) ZQW 3) YXn—oe ™"
n=1 n—=

o0
: : nx”
2. Para la serie de potencias ) BT
n—=

a) Determine el radio de convergencia.

b) Analice la convergencia en los casos extremos.
[16] 1. Sea f:[0,7] = R una funcién dos veces derivable en ]0, 7| con f” integrable en [0, 7].

a) Pruebe que ff” sen(z) = —ff ) cos(x

™

b) Pruebe que {f’(m) cos(z) = [ f(z)sen(z) + f(0) + f(r).

=]

™

¢) Para f(z) = e~ actansen(@)) | calcule [(f(z)+ f"(z)) sen(z).
0

In(z)
14z2°

2. a) Analice la convergencia de J = f T +z2 yde K = f

=0.Ind: I =J+ K.

b) Demuestre que I = f 1+m2 =
[17] 1. Analice la funcién f(z) = ze 2.
a) Calcule f' , encuentre minimos, maximos y analice el crecimiento.
b) Calcule f” , encuentre puntos de inflexién y analice la concavidad.
¢) Encuentre cero(s), signos, paridad, asintota(s) horizontal(es) y grafique.
2. Paralaregion R = {(z,y) : 0 <z <o00:) <y < f(zr)} encuentre:

a) El érea.
o

b) El volumen obtenido al rotar R en torno al eje OX. Ind: [ e ® = 4
0



[18] 1. Usando el Teorema del Valor Medio demuestre que para todo z € [0, ] se tiene la desigualdad

sen(z) > 43}

g
2. Usando la parte (a) estudie la convergencia de la integral [ 1
0

s

5 3
[19] Considere las integrales impropias I = [ In(sen(z)) y J = [ In(cos(z)).
0 0

3¢

1. Demuestre que Ve € (0, 5), [ In(sen(z) f In(cos(z)).

M ~—ola

2. Demuestre que I converge usando que : Vz € [0, 5], sen(z) > 7.
Calcule I. Ind: Desarrolle I + J.

[20] 1. Calcular

o
2. Estudiar la convergencia de la integral [ h;(f), y en los casos que la integral sea convergente
1

calcular su valor.

[21] 1. Considere la funcién definida por f(z) = \/% y calcule, si existe , el drea comprendida
T\L2—X

entre la curva, el eje OX y sus asintotas.

2. Sea T el punto minimo local de f (la misma que la parte anterior). Calcule, si existe, el volumen
de revolucién en torno al eje OY de la regiéon comprendida entre la curva, el eje OX y las rectas
r=0yz=2.

3. Demuestre que la longitud s del arco de la curva y = %(e% + e‘f) comprendido entre los puntos
(0,a) y (z0,y0) de ella es s = \/yZ — a2.
22

1. Pruebe que f sen(x ) converge. Ind: use integraciéon por partes.

. . 1—cos(2z)
2. Pruebe que no hay convergencia absoluta. Ind: Demuestre que |sen(z)| > —5— .

3_ 2 ‘
3. Determine los méximos y minimos locales de la funcién G dada por: G(z) = f: = et dt.

[23] Sea I = [;° e,

1. Demuestre que I converge.

2. Si se sabe que I = %\/77, demuestre que [* f(z) = 1, para la funcién f dada por f(z) =

1
15,2 (—m)?
2mo

3. Calcule [ (z — p)?.

, donde ¢ y p son constantes.

e ln(i) 00
24] Sea uy una serie con uy > 0, tal que limy_, o = A > 1. Demuestre que Uy, converge.
k=1 In(k ) k=1 &

[25] 1. Sea (up) una sucesién de niimeros reales positivos. Mostrar que:)_ u, converge ssi ) =
n

n
converge.



2. Sean (up) y (vn) dos sucesiones de nimeros positivos, cuyas series asociadas son convergentes.
Mostrar que: Y \/unv, €s convergente.

3. Dado g > 0, encuentre el radio de convergencia de la serie ) %.
n

[26] Considere la sucesién de funciones f, donde f, : [0, 5] = R estd definida por: f,(r) = sen™(z).

1. Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la sucesion f,.

2. Estudiarla convergencia puntual y uniforme de la sucesién g, , donde g, : [0, 5] — R estd defini-

da por gy (z f fn(t)

[27] Considere la sucesién de funciones f, : [-1,1] = R definida por:

fnlz) = e’ sen(nz) + V1 —122 Vn e N

Demostrar que f, converge puntualmente a la funcién F(z) = v/1 — 22 en [—1,1].
2. Demostrar que :
(Vu €]0,1]) : fn <25 F en [u,1].
3. Demostrar que (f,) no converge uniformemente en [0, 1]. Ind: Razone por contradiccién, estu-

diando la diferencia | fn(%) — F(1)|.

n

[28] Demuestre que las siguientes series de funciones convergen uniformemente en los intervalos que se
indican:

1. Zsen( —[#*+2)) en R.

2. En2 T en (—oo, —3].

[29] Estudiar la convergencia puntual y uniforme de

(z —n)(n?—2z) =€ n,n?

f"(x):{ 0 <06z >n?

Si se define g, (z) = fn(z)n 5. Analice la convergencia puntual y uniforme de esta nueva sucesion.

3. Pauta Control #6 MA12A Calculo, Ano 2002

El objetivo de esta pauta es orientar la correcciéon de los ayudantes y dar al alumno una guia de
estudio. Es responsabilidad del alumno tener una copia de esta pauta para el dia de la revisién de su
prueba. Esta se puede obtener via http://www.dim.uchile.cl/~1mella/MA12A .html en formato ps o
pdf.

P1.-
2 2
dz dz
i) (2 ptos.) Prueb las int 1 —_ —— di .
(i) (2 ptos.) Pruebe que las integra es/1 T a)? /1 @17 ivergen
> 1 1
ii) (2 ptos.) Pruebe que — dx converge y encuentre su valor.
1 \z(lnz)?2 (z—-1)2



1
(iii) (2 ptos.) Encuentre los valores de @ > 0 para lo cuales /
0

Pauta.-

1

W dz converge.

1 o0
1 1
Ind. El comportamiento de / —y / — se considera conocido.
0oz 1 T

(i) Las integrales que aparecen convergen si los limites siguientes existen:

(ii)

I 2 do
1m —_—
a1t J, z(lnz)?

Empecemos calculando las primitivas; haciendo
/ dz B
r(lnz)?

La segunda es

. 2 dz
im —_—
y a—1t Jg, (x — 1)2

el cambio de variables u = Inx

Vemos que

li —
e o T(lnz)?

d 1
e e,
U U
1
- —_— +C
Inz
dx 1
=— C.
/(x—1)2 a1
2 dz . 1:|2
= lim ——
a1+ Inz|,
1 1

no existe por lo que la primera integral diverge.

) 2 dz
lim —_—
a—1t J, (.CB — 1)2

tampoco existe.

Por definicién la integral impropia converge si

li i ! ! d
im -
a1+ J, \z(Inz)?2 (z—1)2 “

= lim

es1+ In2 ' Ina

De modo similar

Y T
= lim —
a—1t Jq rx—1 @
. 1
= Ilim -1+
a—1t a—1

li " ! ! d
Rovoo o \z(lnz)?2 (z—1)2 o

existen. En la primera parte de este problema ya calculamos la primitiva

/ (waiwv ) <x—11>2

1 1
)dm:———}— + C.
Inz z-1

Luego
2 2
1 1 1 1
li — dr = lim ——
gt a (m(lnx)2 (z — 1)2) o asit  Ing + z—1],
1 1

= lim —— 4+1+4+ — — .
a—1>r{1+ ln2+ +lna a—1

10



Concentrémonos en el limite

1 1 a—1-—1Ina

lim — — = lim ——————— usamos la regla de I'Hopital
asitlna  a—1 a1t (a —1)Ina & P
_1
= lim —2—
a—1t Ina + CLT
-1
- lim —2" - y usando I’Hopital nuevamente
a1t a—1+alna
1 1

a—lgl+ 2+Ina 2°

Por lo que

lim i L — 1 d ——L—I-§
a1t o, \z(lnz)? (z—1)2 T e T 2

Ahora calculemos

li : ! ! d li + 1"
1m — = m ——
R—oo Jo \z(lnz)? (z—1)2 v R—oo Inz  z-1],
li ! + ! + ! 1
= lm ——+—— 4+ — —
Rsco InR R-—1 1n2
1
~ In2
Vemos que ambos limites en (1) existen, por lo que la integral
o0 1 1
- d
J (xanx)Q (- 1)2> ’
converge y ademds su valor es
1 n 3 n 1 1 - 1
n2 2 2 = 2
(iii) La funcién z — ——— es continua en en (0,1] y tiene una asintota vertical en 0 si @ > 0. Por

re(l-z)
lo tanto la integral en el enunciado es impropia. Para determinar si converge podemos utilizar el

o . . . 1 .
criterio de comparacion por cuociente, con la funcién z — —. Para ello primero calculemos
x

1 e
) iz . )
lim 227" — im — T = lim z%.
=0+t & z—0+ gol=2) o0+

Este limite se puede encontrar calculando primero

. . Inz . 1/z
Iim Inz® = lim — = lim % =
z—0+ a—0+ 1/z gm0t —1/z
por lo que vemos que
1
lim 22872 —
z—0t 1
za

Como este limite existe y es positivo, el criterio de comparacién nos garantiza que la integral del
enunciado converge si y sélo si la integral

converge, lo cual ocurre si y sélo si a < 1.

11



P2.-

©  on
(i) (a) (1.5 ptos.) Demuestre que para todo nimero real p, la serie Z e_' converge .
n!
n=1
(b) (1.5 ptos.) Estudie la convergencia de la serie Z ~—ns

n!
n=1

(ii) Considere la funcién

flz) = g — arctan(z), = >0.

o0
(a) (1.5 ptos.) Demuestre que la serie Z ap, de término a, = (—1)" f(n) converge.
n=0

o
(b) (1.5 ptos.) Calcule lirf z f(x) y utilice este resultado para demostrar que la serie Zan
—+00

T

n=0
definida en (ii)(a) no converge absolutamente.
Pauta.-
enp e(nt1)p
(i) (a) En este ejercicio usamos el criterio del cuociente con ap = — y an41 = CESk De este
n! n !
modo )
a
Intl = % 50 sin— oo,
an n+1

Por lo tanto la serie ) a, es una serie convergente.

(b) Aqui basta con usar comparacién con una serie del tipo de las estudiadas en la parte (a). En

efecto, es bien sabido que
10\" _ 1
1+ — <e”,
n

por lo que el término n-ésimo de la serie en estudio es acotado superiormente por

y como esta sucesién genera una serie convergente (ya demostrado en la parte anterior), entonces
la serie estudiada converge.

(ii) (a) Claramente f(z) es decreciente y convergente a cero si z — +oo. Para ver el decrecimiento
puede calcularse f'(z) = _H—% < 0. La convergencia a cero viene directamente del hecho que

tan(z) — +oo si z — (Z) . En efecto, haciendo el cambio de variables z = tan(y) se obtiene

: s . ™
mggloo (5 — a,rctan(ac)) = y_)l(lwn/aQ)i (5 - arctan(tan(y)))
s T
2 yop- 2 2

En consecuencia, en virtud del criterio de Leibniz, se concluye que la serie ", (=1)"f(n) es
convergente.
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P3.-

Pauta.-

(b)

El limite pedido se calcula usando la regla de I'Hopital. Efectivamente (el limite es de la forma

0/0)

s
. ™ . 5 — arctan(z
lim =z (— — arctan(w)) = lim g —arctan(z)
T—+00 2 T—+00 1/.’L‘
1 2
s . T
= lim 1+1z = lim
z—+o0 — 2400 1 + 22
x

= 1

Usando este cédlculo, se concluye que la serie Y f(n) tiene el mismo comportamiento que la
serie armdnica ) % Como esta ultima es sabidamente divergente, la serie en estudio también
lo es. Esto concluye la demostracién de la convergencia condicional de la serie Y (—1)" f(n).

NOTA: En la parte (i)(a) pueden utilizarse otros criterios.

1.-

(i)
(ii)

(iii)

(i)

Si se usa el criterio de la raiz n-ésima, es necesario saber que la sucesién ¥/n! es no acotada,
lo cual es una propiedad no standard y dificil de demostrar. En este caso no se puede asignar
puntaje por el limite, salvo que el alumno justifique este tltimo limite!

También se puede argumentar usando series de potencias y diciendo que la serie en cuestién
corresponde al desarrollo en serie de potencias de la funcién e® que converge para todo x real
en particular en z = eP, esto es la serie converge y vale e .

[e.e]
(2 ptos.) Demuestre que Va > 1 la integral / a~ % dx converge .
1
(2 ptos.) Sea f :[1,00) — (0,00) una funcién continua tal que existe

lim (f(z))"/* < 1.

T—+00

[ © sent
Demuestre que / f(x) dz converge. Concluya que / (—) dz es convergente.
1 1 T

Ind. Observe que si lﬂl g(z) < 1, entonces 3 a > 1 tal que g(x) < % para z suficientemente
x o0

grande.
o

(2 ptos.) Usando el criterio integral, analice la convergencia de la serie Z 0
n
n=3

- W Veriﬁque

también que se cumplen todas las hipdtesis necesarias para aplicar este criterio.

Para calcular una primitiva de a=* con a > 1, notemos que

a % = e—a:ln a

de modo que queda ficilmente (Ina > 0 sia > 1)

1 1
/a_“C dr = /e_mln“d:c =—— et 0= 4774 (.
Ina Ina
La funcién a % = e *!"% es continua para z € [1,+00) (de hecho en z = 1 vale 1/a) por lo que
para que exista la integral impropia pedida, es necesario y suficiente que exista el limite

x

lim a %dz.
Tr—+oc 1

Este limite es

lim —ieﬂ”lna—l— 1 = 1
Z——+00 Ina alna alna

pues Ina > 0 si a > 1. Se concluye entonces que la integral converge.
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(ii)

(iii)

Usando la indicacién, existe un M > 1 (suficientemente grande) tal que
(f@)* <a™®, Vze[M,+o0)

de donde comparando se obtiene que
[e o] [e 9] o
/ (f(x))l/zdxg/ a_‘”dxg/ a”*dzr < +oo,
M M 1

donde hemos usado que a™% = e *!"% > 0 para z € [1, M]. Como f es no negativa se obtiene
de lo anterior la convergencia de la integral

|y

1/z

Finalmente, como f(z)'/* es continua en [1, M], es en consecuencia integrable en [1, M] y

entonces

/ﬂﬂmwm=/ﬂnmwM+/ﬂmmwm,

1 1 1

z
x .2 . oy .
flz)= (%) . Esta funcién es claramente continua, positiva y se verifica que

1
lim ((f)w) " _ im (f) —0<1.
T—+00 T T—+00 \ T

—Inx

. ) ® re\z
por lo que esta ultima converge. Se concluye que la integral / (—) dx converge tomando
1

Verifiquemos que la funcién f(z) = (Inzx) es no negativa y decreciente (al menos para z
grande). Es ficil ver que f es no negativa. Notando que

f(iL') — (ln$)—ln$ — e—lnz(ln(lnz))
se obtiene

1 1
fl(_r) = — (111:1,‘11’1(111 :I,‘) + -+ - ]n(ln .’L‘)) e lnx(ln(lnz))'
A A

Notando que Inz > 1 si z > e, se obtiene a su vez que In(lnz) > 0 si z > e, de donde f' < 0
para x > e. La funcién es pues decreciente y no negativa para r > e de donde aplicando el
criterio integral, la convergencia de la serie pedida es equivalente a la convergencia de la integral

impropia
x’
. (ln x)ln T

pero haciendo el cambio de variables y = Inx se obtiene (dz = €¥ dy)

00 1 ® oY 00 63/
l @W”M_A ﬁ“‘ﬂ @)dﬁ

que es convergente como se vio en la primera parte del problema. Se concluye que la serie es
pues convergente.
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4. Problemas resueltos

P1.- a) Considere la funcién definida por f(z) = \/ﬁ y calcule, si existe, el drea comprendida entre
I\4—T

la curva, el eje OX y sus asintotas.

b) Sea Z el punto minimo local de f. Calcule, si existe, el volumen de revolucién en torno al eje
QY de la region comprendida entre la curva, el eje OX y lasrectas =0y z = Z.

Solucién:

a) Notemos que

/:f(a:)da::/Olf(m)dx+/12f(a:)da:

~~ ~~

(1) (2)

Estudiemos (1). Es claro que lim+ 2 f(z) = % y luego como fol 2~ '/2dz es convergente se
z—0
tiene que (1) converge.
Para (2) se cumple que lim,_,o,- /2 — zf(z) = % como ff ﬁdﬂ: es convergente se tiene que
(2) también converge.
b) Es facil verificar que f'(Z) = 0 para Z = 1, como ademds lim f(z) = lim f(z) = +oo se sigue
z—0t T2~

que necesariamente T = 1 es minimo de f en (0, 2). De esta forma:

Voy = 27 lim

1 1
/ T e / VI g
e=0t Jo \/z(2 —x) 0 V(2-x)
este cdlculo se deja al lector.

P2.- Determinar los valores de o y 8 para los cuales la integral ffo es convergente.

1
zo(1+zP)
Ind: Realice el cambio de variables z? = t.

Solucion:

= Caso 8 = 0, se tiene que la integral es convergente si y solo si a > 1

» Caso § > 0, Realizando el cambio de variables z® = ¢ se obtiene df = %, ademds si z = 1

entonces t = 1 y si £ — oo entonces ¢t — 0o. De esta forma:

[od i,
ozt 1+2P) 2z B4 taT_l+1(1-|-t)

L
hm # =1
t—00 tT+ (1 —|—t)

como

a—1

la integral converge si y solo si 7+ 2>1lestoesa+p>1.
= Caso 8 < 0, se deja al lector.

P3.- estudie la convergencia de las siguientes series:
00 k k2
a) ) (lc—H)
k=1

X k-1
b Y e
k=1

m paraa> 1.
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o0

c) arctan (W) (Ind: demuestre que arctanx <z Vz > 0)
k=1

Solucién:

a) Utilizando el Criterio de la Raiz enésima se obtiene

k
L = lim L :]im#
k—oo \ k+1 k—oo (1_|_%)k
1

e
Como L < 1 se tiene que la serie converge.

b) Utilizando el Criterio del Cuociente se obtiene

I = lim % oy H§:1(1 +avj) -/ (k- 1)k

koo ag koo /(E— D1 TI_ (1+ avF) - (1+ avE+1)
lim L

k—oo 1 + Oé\/m

1

«

Como L = 1/a < 1 se tiene que la serie es convergente.

¢) Mostremos que arctan(z) < z Vz > 0. En efecto, sea z > 0, aplicando el teorema del valor
medio a la funcién ¢ — arctan(t) en el intervalo [0, z], se demuestra la existencia de ¢ € (0,z)
tal que

arctan(z) — arctan(0) 1 <1

T 142 -

de donde se obtiene el resultado pedido. (para z = 0 la propiedad se cumple trivialmente).
Utilizando lo anterior es claro que

1

S I

1+k+k2> “1+k+k2

como la serie ) m es convergente (jpor qué?), por el criterio de comparacién, la serie
k

0 < arctan (

1 y
zk: arctan (1+k+k2) también lo es.

P4.- Estudie la convergencia uniforme y puntual de

k|.|k 1

donde z € [—1,1]. Analice qué sucede con la convergencia de fi1| fr(z) — 1|dz.

Solucién:
Dado z # 0, es ficil ver que Jky tal que Vk > ko, |z| > % y por lo tanto klim fe(z) = 1.
— 00

Para z =0, fr(0) =0 Vk luego el limite puntual estd dado por

0 siz=0
ﬂ@:{1 ;i¢o | N

Lo anterior se puede apreciar mejor en la siguiente figura:

16



Como convergencia uniforme implica convergencia puntual se tiene que f es nuestro unico candidato

a ser el limite uniforme. Sin embargo, como fi(z) es una sucesién de funciones continuas, no puede

converger uniformemente, pues si lo hiciera entonces f (el limite puntual ) seria continua.

Observacién: también es posible argumentar que sup |fx(z) — f(z)| =1 Vk. Para probar esto
z€e[—1,1]

basta considerar, para k fijo, la sucesién x,, =

S

Finalmente estudiemos f_ll\l — fr(z)|dz

1 Fooe 1 Kk
1- —2 [ 1= S =
[ s =2 [ 1 Baltas =2 |3 - ot
1 1
—92|=—
[k (k+1)k]
1
luego lim [|1 — fy(z)|dz = 0.
]C—)OO_l

P5.- Calcular f(z) = > °n%z" con —1 <z < 1.
Solucién:

Es claro que la serie es absolutamente convergente para —1 < z < 1 y por lo tanto es valido:

2
>t _xz W dw(zm)
d 00 n 00
o “ n
_mdx( Z ) dx <$dw(20:$ ))
4 (0
dx d
a) Sea 0 < a < 1, un pardmetro fijo. Demuestre que
1 1 a
— At =S (=1)" .
/0 1+a2t2dt ,;f ) 2n+1

3
n=0

Concluya el lector.

1
Ind: R d
n ecuerde que T

b) Concluya que

arctan(a) _ Z(_l)n a
n=0

a

Solucién:

a) Utilizando la indicacién se tiene = 3% ,(=1)"(a®t?)" 1a cual es absolutamente conver-

1
1+a2t2
gente para a’t? < 1.

Integrando la serie se obtiene

1 1 0 9 1 9 x 5 t2n—|—1 1 o0
——dt = —1)"a*" t“"dt = -1)"a*" —
[} o= e [Lma= Sy T =S

. . 1 .
b) Para concluir es necesario calcular [; m%t?dt lo cual se deja al lector.
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