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MA1002-4 Célculo Diferencial e Integral

Auxiliar 14 : Integral Impropia

Integral Impropia:

= Integral Impropia de Primera Especie: Sea f : [a,+00) — R una funcién. Diremos que f es integrable en

¢
[a,+00) si f es integrable en todo intervalo [a,z] con x > a y si existe el limite , ligrn [ f(z)dz. Denotamos a
—>+0o0
+0o0 ‘
este dltimo por [ f(z)dx
a

» Integral Impropia de Segunda Especie Sea f : [a,b) — R una funcién no acotada. Diremos que f es
¢

integrable en [a,b) si f es integrable en todo intervalo [a,z] con x € (a,b) y si existe el limite h’rrll)ff(x)da:.
t—by

b
Denotamos a este tltimo por [ f(z)dz
a

oo

o0
» Convergencia Absoluta Sea f : [a,+00) — R. Diremos que [ f(z)dx converge absolutamente si [ |f(z)|dz
a a
converge. Ademds se tiene que:

Convergencia absoluta = Convergencia

oo o0
Ojo que la reciproca no se tiene (Contraejemplo: of sel;ﬁdx converge pero no asi of Ib%(T)‘dyc)

» Criterio de Comparacién: Sean f,g : [a,+00) — R continuoas tales que 0 < f(x) < g(x). Entonces si
o0

o0 o0

J g(x)dz converge, entonces [ f(x)dz tambén converge. También se tiene que si | f(x)dz diverge, entonces
0 0 0

[ g(x)dz diverge.

0

» Criterio del Cuociente: Sean f, g : [a,00) — R continuas y no negativas tales que

oo o0
Entonces las integrales [ f(z)dz y [ g(z)dz o bien ambas convergen, o bien ambas divergen.

P1.

a) Sea f(z) > 0 decreciente y de clase C! y tal que lim f(z) = 0. Muestre que [ f/(z)dz es absolutamente
Tr—r o0 0

oo
convergente. Ademds muestre que [ f(z)sen(az)dz con a > 0 es convergente.
0

Dem.
En efecto, tenemos que

/|f’(ac)|dac = /ff’(x)dx ( f' <0 pues f decreciente )
0 0

— (0) - lim_ f(a)
= f(0) < o0
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o0
Para ver que [ f(z)sen(az)dz converge, ocupamos integracién por partes usando u = f(z) y dv = sen(az)dz.

0 «
0

7]‘ )sen(azx)dz = f(z) (— cosfyozx)) ‘Oo + 1 7]“(30) cos(ax)dx

_|_

Q| =

oo
/f’ cos(ax)dz
0

o0
En cuanto a la integral f f'(z) cos(ax)dx tenemos que

/If’(x) cos(ax)|dz < /If'(x)l (Pues | cos(x)| < 1))
0 0

1/ (z) cos(ax)dx converge absolutamente (Y

Donde sabemos que la ultima integral converge, y por ende i

en particular converge)

b) Considere una funcién f : [0,00) — R tal que en cada n € N se levanta un tridngulo iséceles de altura 1 y base
(1/2)™. Demuestre que [ f(x)dxz converge pero que lim, oo f(z) # 0
0

Dem.
Es claro que dicha funcién no tiene limite, y a la vez su integral converge pues, por construccion:

[ =1 1— ()
o 1 — \gn+T _
/f(w)dmfzzk AT
0 k=0 2
Donde ocupamos la férmula de la suma geométrica y le tomamos limite.
o0
¢) Sea f:[0,00) — R tal que lim f(z) existe. Demuestre que si [ f(z)dx existe, entonces lim f(z) = 0.

Dem.
Supongamos que no. Supongamos que lim f(xz) =1 con ! > 0 sin pérdida de generalidad.
Tr—r00

Luego, por definicion, existe un M > 0 tal que para todo = > M, se tiene que f(z) > % (Es usar la definicién
de limite, con e = ).
Por lo tanto

Lo 1ltimo es una contradiccidon ya que por hipdtesis la itnegral converge.
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o] t
d) Muestre que si [ f(x)dz existe, entonces tlim [ f(z)dxz = 0 para todo € € (0,1)
0 Tt
Dem

En efecto, tenemos que:

x
lim [ f(t)dt=1L
T—r00
0
Del mismo modo, para todo 0 < € < 1 tenemos que

EXT

lim [ f(t)dt =L

Restando ambos limites tenemos que

i [ f(Odt— [ f)at=0
[ron=]

Donde la ultima expresién es igual a

lim [ f(t)dt =0
Tr—r00
EX

oo
e) Use el resultado anterior para mostrar que si f es continua, positiva, monétona y ademds [ f(z)dz existe,
0

* 1
entonces mgrfoo zf(x) = 0. Concluya que lf de no converge

Dem
Ocupamos TV M en el limite demostrado en la parte anterior y obtenemos que

x

lim [ f(t)dt = lim f(§)(x —ex)

Tr—r00 T—>00

= Jim 2f(€)(1-¢)

T—r00

=0

ET

Como (1 —€) > 0 tenemos que
Jim zf(f(x)) =0

Donde & € (ex, z). Pero ademds sabemos que f es decreciente y positiva, por ende

0<zf(r) <zf(§)

Y por sandwich concluimos que

lim zf(x) =0

T—r00
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f)

oo
Considere una funcién f como en la parte anterior. Muestre que [ sen(f(z)) converge.
0

Dem
De lo anterior, sabemos que lim f(z) = 0. En particular tenemos que, usando el limite conocido del seno:
Tr—r0o0

L sen(/(x)

L O

Por criterio de cuociente

7f(m)dx < o0& 7sen(f(x))dm < 00
0 0

P2. Determine si las siguientes integrales impropias convergen.

a)

ooe—ﬁ 0 9 _

Z 4 e) [ x?e ™ dx
v !
% sen(2x T @
/ :(r )d ) [ e dx
0 —00
oo €T o0

d 1

of(z4+1)% v 9) | she e
7 sec(z) o0
of = dx h) ofﬁi”ﬂ



