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Tarea 2.

En adelante sea 2 C RY suave y acotado con N > 2, un abierto relativo 'y C 9Q, Q = Qx (=T, T),

b, q

€ L>(Q), condiciones v°,¢° € H}(Q) , v',¢* € L*(Q), f € L*(A x R) y g € L*(9Q x R).

Con todo esto podemos definir los siguientes problemas:

O2u(t) — Av(t) =0 Vi D2u(t) — Au(t) + qu(t) = f(-,t) Vi

v(0) =1° u(0) =1°

(Fo) Ow(0) =l (Pr) Ou(0) =o't
v(t)|on = Tlryg(-t) Vi u)loa =g(,t) Vi

Giolt) —Adll) =0 v ORy(t) — Dy(t) +py(t) = (a—p)ult) W

(Pa) o0 =9 y(0) =0

0,0(0) = ¢! (Pp) By(0) =0

Wlon =0 ¥ y(Dlon =0

P1.

P2.

Utilizando el método espectral visto en clases (o el del Dautray-Lions, Cap XV),
demuestre que existe una tnica solucion del problema (Py):

¢(-) € CO(Ry, HY(Q)) N CH(Ry, L*(Q2)) N C* (R, H7H(Q))
Donde a C™"(R4, E) lo dotamos de la norma usual: ||¢||cnr, k) Z sup 1(0)* (1) || &

A partir de formulas de métodos de multiplicadores demuestre el siguiente teorema
y explique que consecuencias tiene para la controlabilidad del problema (Pg) y que
diferencias tiene con la desigualdad vista en clases.

Teorema 2.2(Osses, 2001)
Sea 7 € Q, d >0y A € RV*N antisimétrica tales que |d|? + ||A|> = 1. Entonces para todo

T > 2R(z0)/d, ¢ la solucion de (P,4) cumple:

2 dT 2R .1'0 I(z0,d,A)

Donde los términos de la desigualdad estan definidos por:

108 () ][72(0) + IVEE) 220

dsdt

E(t) =

R(xo) =
D(xo,d,A) ={z €9 : (z—xy)-(dl +A)r >0}

0) =

) =

max\:c —x0|
I(z9) = I'(x0,1,0 € RV

d, A —x9) - (dI + A
r(zo, st (@ = mo) - (dl + A)v
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P3.

P4.

Deﬁna como en clases el operador L : D C L*(Q) — L*(Q) como L(v) = Lo(V) +pv =
atQ — Av+pv y el peso py = e con ¢(x,t) = |z — x0|? — 2 + M. Donde las constantes son
como en clases y el dominio es:

D ={v e L*Q) | Ly(V) € L*(Q), v(t)|oa = 0,Vt, v(£T) = O (£T) =0}

Con estas definiciones demuestre que para todo w = e** v conv € D, Py(w) = e*#* Ly(e™* w)
se puede descomponer como Py(w) = Py(w) + Py(w) + Ro(w), donde:

2 2
Pi(w) = %? — Aw + $*N*p3 ((%)2 — ]V¢|2> w
0 0 09 0
Pafw) = (M~ D)shgn(%2 — Mg — s\ << Wy - |V¢|2) w253 6. Tu)

¢
Ro(w) = —MisApx (8t2 Aéb) w

Ademés explique como usando esta descomposicion, para un M; conveniente dependiente
de los pardmetros, se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 2.0.1(Puel, 2004)
Sean g ¢ ) tal que 'y C I'(xo) y m > 0. Entonces existen constantes \g, sg, C' > 0 tales que
para todo A > Ao, s > 59, v € D'y ||p||z=(g) < m se cumple la siguiente cota:

T T T
3)\/ /625%\(‘&50‘2 + |Vol*)dzdt + 33)\3/ /ezsw*gpi\vlzdxdt+/ / [P (w)]* + | Py(w) Pdzdt
T JO T JQ -TJQ

YN dodt

T T o 2
< C/ /eQS“Ok\L(U)Idedt+C’S/\/ / i
-TJQ —T JT(z0) 9

14

Explique a grandes rasgos la demostracion del siguiente teorema y que se puede concluir de
este sobre el operador A : p — A, donde A,(f,g) = 2 5e|r, con u la solucion del problema (Fr).

Teorema 3.1.3(Puel,2004)
Sean un punto zg ¢ € tal que I'(z¢) C 'y, constantes ag, m > 0, un tiempo 7' > R(xy) y una
solucion u € HY((0,T), L>=(2)) de (PI) con |v°] > ag > 0.

Entonces existe C' > 0 tal que para todo ||p||r=(q) < m, la solucién y de (Pp) cumple:

8y2

2
Y < Cllg = pllz2@)

H'((0,T),L*(T"0))

o=l \



