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Un proceso deterministico zg, 21, . .., 2, se rige por la recurrencia z;11 = Az;, donde A es una cons-
tante conocida. Los valores de z; no puede ser observados sin error y las observaciones Y; se rigen
por el modelo

Y =2+ €iy

donde los ¢; son errores centrados, no correlacionados con varianza comun. Determine los estima-
dores de minimos cuadrados de zg, z1, . . ., z, (los pardmetros del modelo). Debe tomar en cuenta la
recurrencia entre los z; al momento de plantear el problema de minimos cuadrados.

Un topografo realiza mediciones Y1, Yo, ..., Yy de los angulos 61,...,0; de un poligono de k la-
dos. Suponiendo que las mediciones estan sujetas a errores ¢;, centrados, no correlacionados y con
varianzas o2, obtenga los estimadores de minimos cuadrados de los dngulos 6;, en los siguientes
€asos:

a) ignorando que los dngulos suman (k — 2)m e
b) incorporando al modelo la restriccion Zle 0; = (k —2)r.

c¢) Compare las varianzas de los estimadores en ambos casos e indique, de acuerdo con la compa-
racién, cual seria el procedimiento mas adecuado.

Considere el modelo lineal simple Y; = a + Bx; +¢;, i = 1,...,n, con las hipétesis habituales. Para

estimar [ se ha sugerido usar
n

5= 1 ZYi_Yi—l.

n—1 T; — Ti_
5 i 1—1

1=
a) Indique qué justificacién o motivacién puede tener dicho estimador.
b) Averigiie si 8 es insesgado.

c¢) Compare [ con el estimador de minimos cuadrados en términos de las varianzas respectivas.

Se sabe que los puntos (z;,y;) con x; > 0,7 = 1,...,n estan sobre la hipérbola de ecuacién zy = a.
Los valores x; se pueden fijar a voluntad y se consideran no aleatorios pero los y; solo se pueden
observar con error. Observamos entonces Z; = y; + €;,4 = 1,...,n, donde los ¢; son errores iid

centrados con varianza comin o2. Por lo tanto, tenemos el siguiente modelo

a .
Zi=—+¢,1=1,...,n.
i

a) Encuentre el estimador de minimos cuadrados para a.

b) Determine el estimador insesgado para o2 basado en los residuos.

Considere el modelo lineal simple Y; = a+px;+¢€;, i = 1,...,n (errores centrados, no correlacionados
y varianzas o). Por un error del encargado del sistema de informacién, se han extraviado los valores
de la variable X para las observaciones m + 1,...,n pero se conservan los valores de Y. Se propone
“reconstruir” los datos extraviados sustituyendo los x; perdidos por la media T de los x;, para
1=1,...,m.



Calcule los estimadores de minimos cuadrados & y E de a y 3, obtenidos a partir del conjunto
de datos reconstituidos.

Compare a y f con los correspondientes estimadores basados en los datos completos, en térmi-
nos de sesgo y varianza.

Compare oy  con los correspondientes estimadores basados en los primeros m datos (es decir,
se ignoran los Y; para los cuales se extraviaron los x;), en términos de sesgo y varianza.

6. Considere el modelo lineal Y = X3 + ¢, con errores centrados, de varianza constante 2 < 0o y no
correlacionados. Suponga la matriz X no aleatoria, con n filas y p columnas y tal que rg(X) < p.
Sea 3 cualquier solucién del sistema de ecuaciones normales X' X3 = X'Y.

Sea ¢ = /B = Y1 | ¢iffi. Se dice que ¢ es estimable (linealmente) si existe b tal que b :=VY es
estimador insesgado de ¢. Sea ¢ = /.

Compruebe que siempre existe solucién del sistema de ecuaciones normales.

Muestre que ¢ es estimable si y solo si existe b € R™ tal que ¥ X = ¢’ y que toda funcién ¢ es
estimable cuando rg(X) = p.

Demuestre que (% es estimador insesgado de ¢.

Muestre que no toda ¢ es estimable. En particular, no todas las componentes de 3 son estima-
bles.

Sea b la proyeccién de b en < X > (el sev engendrado por las columnas de X). Pruebe que 2%
es estimador insesgado de ¢.

Sea b e< X > tal que VY es insesgado para ¢. Verifique que b=0.

Demuestre que Var(b'Y) < Var(b'Y) y compruebe que ¢ = b'Y para concluir que Var(¢) <

Var(¢) (esto es el teorema de Gauf-Markov para el modelo de rango incompleto.)

7. Sea el modelo lineal

Yi=a+ Bz +vz +6(xi/z) +e,i=1,...,8

donde los €; son va centradas no, correlacionadas, con varianza constante. Investigue qué parametros
del modelo son (linealmente) estimables, de acuerdo con la definicién del ejercicio anterior.



10.

11.

12.

Considere la matriz de datos X tal que sus columnas X7, ..., X,, son ortogonales.
Muestre que la matriz de covarianzas del estimador de minimos cuadrados es diagonal.

Generalizaremos el modelo lineal para el caso en que X es variable también, sélo para el caso
unidimensinal. Considere X,Y variables aleatorias con esperanzas i, jt, y varianzas o2, 05 respec-
tivamente, también Cov(X,Y) = 0,,. Muestre que @, § tales que minimizan E((Y — (a + 8X))?)

estan dados por
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También, reduzca lo que més pueda el término

Var(Y) — Var(Y =)
Var(Y)

Considere el modelo Y; = a+ fz;+¢€;, donde {z1, ..., z,} C [—1,1]. Suponga que usted puede diseniar
el experimento de tal forma que tiene la libertad de situar z; € [—1,1] como usted desee,

~

., Coémo deben disponerse los puntos 1, ..., z, para minimizar Var(3)?

Considere el modelo Y = X3, + €. Se definen las variables u;; := k;x;; y el nuevo modelo lineal
Y =UpB, + €. Muestre que R R

Y, =Y,
Y exprese Bu en términos de Bx

Considere el modelo Y = X + € con 20 observaciones, donde su supone independencia y homoce-
dasticidad del vector €. Asuma que obtuvo

52=15 , B=(1,21)

con (X!X)™1 =(2,1,0;1,2,1;0,1,2).

Disene un test de hipotesis para
Ho:p1=4—-283NB2=05+ B3

para a = 0,05.



