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Teorema 1. (Factorización) Consideremos el modelo P = {Pθ| θ ∈ Θ} y T (X) un estadístico, entonces

T (X) es su�ciente para P si

fθ(X) = gθ(T (X))h(X)

Teorema 2. (Rao-Blackwell) Sea P = {Pθ| θ ∈ Θ} una familia paramétrica, g(θ) una función del pará-

metro, g̃(X) un estimador insesgado de g(θ) de varianza �nita. Sea T (X) un estadístico su�ciente para

P. De�nimos

ĝ(t) = Eθ(g̃(X)|T (X) = t)

entonces ĝ(T (X)) es un estimador insesgado de varianza mínima.

De�nición 1. (Completo) Diremos que T (X) es completo si, dada f medible

Eθ(f(T (X))) = 0⇒ f = 0 ctp

De�nición 2. (Familia Exponencial) Consideremos una familia P = {Pθ| θ ∈ Θ} sobre X y supongamos

que Pθ tiene densidad fθ. Si fθ se puede escribir como

fθ(X) = C(θ)e

k∑
i=1

Qi(θ)ti(X)

h(x)

entonces diremos que esta familia es exponencial.

Proposición 1. Si fθ se puede descomponer como

fθ(X) = C(θ)e

k∑
i=1

θiti(X)

h(x)

entonces T (X) = (t1(X), . . . , tk(X)) es un estadístico completo si Θ tiene un rectángulo k-dimensional.

P1 Estudiaremos el problema de la estimación del área de un rectángulo a partir de observaciones inde-

pendientes de los lados de un rectángulo, sujeta a errores gaussianos de varianza σ2 > 0 conocida.

Consideremos un rectángulo de lados a, b desconocidos. Sea una MAS X = (X1, . . . , Xn) (que repre-
senta el lado a) con distribución N (a, σ2) y una MAS Y = (Y1, . . . , Yn) (que representa el lado b)
con distribución N (b, σ2). Supondremos X independiente de Y .

a) Escriba el modelo paramétrico asociado.

b) Muestre que el estadístico T (X,Y ) = (
n∑
i=1

Xi,
n∑
i=1

Yi) es su�ciente para el parámetro y completo.

c) Deduzca que X̄ · Ȳ es el EIVUM de A(a, b), el área del rectángulo.

d) Considere el estimador razonable del promedio de las áreas y compárelo con el EIVUM ¾Es

consistente el resultado?
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P2 Dada una MAS X = (X1, . . . , Xn) de un modelo poisson de parámetro λ, nos interesa estimar

insesgadamente la función generadora de momentos (fgm) ψX(t).

a) Muestre que ψXi(t) = e−λ(1−e
t), t ∈ R.

b) Compruebe que ψ̃X(t) = etX1 es estimador insesgado de ψX(t).

c) Muestre que la v.a. S(X) =
n∑
i=1

Xi tiene ley Poisson de parámetro nλ.

Ind: Utilice la fgm.

d) Muestre que la ley condicional de X1 dado S = s es una binomial de parámetros
(
s, 1n

)
.

e) Muestre que S(X) es un estadístico su�ciente y completo para λ.

f ) Aplique el teorema de Rao-Blackwell para concluir que

ψ̂X(t) =

(
1− 1

n
+
et

n

)S
es el EIVUM de ψX(t)
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