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Problema 3
(a) Sea 7 el campo vectorial dado por 7(z,y, z) = (z,y, z). Dada una superficie
regular S un vector fijo vy € IR?, demuestre que:

1 o g .
L oa 5 Jo5 (U0 x 7) - di” si S tiene borde 9S # )
J fs vo - dS { 0 si S es una superficie cerrada.

donde S y OS tienen orientaciones compatibles (explique).

Sol:

Caso 1: 95 £ 0
En este caso usaremos el Teorema de Stokes, notanto que se respetara el sentido
de las orientaciones, con el unico fin de que no existan ambigiiedades en los
signos (en otras palabras, respetaremos la regla de la mano derecha).
Consideremos el campo:

. 1
F(z,y,z) = 5(1)0 X T)

Entonces si:
0o = (v1,v2,v3) = V10 + v2] + v3k

= (x,y,2) = zi + yj + zk

Tenemos que:
0 X 7= (vgz — v3y)i — (12 — v3x)j + (v1y — vaz)k

Luego, el rotor se calcula:

>
[SSRE
So =

rot(vy X ¥) =V x (09 X ) = % 3y
(v2z —v3y) —(viz —vzz) (V1Y — Vo)
= 2v12 + 2v9) + 21}3]21 = 219

Lo que es equivalente a:
V x F =7

Entonces se tiene lo pedido (por Stokes):

//vo i3 = /(voxf')-df



Caso 2: 9S =10
En este caso, se puede argumentar simplemente por una ley de conservacion de
flujo (visto en clases), o bien directamente usar el Teorema de la Divergencia,
notando que si consideramos G= o:

div(G) =0

//Sv?)-dgz///v(s)div(G)dV:O

Puntaje Asignado: Se asigna un punto a cada caso. Para el caso 1 se tienen
0,3 por usar Stokes, 0,5 por la funcién escogida y 0,2 por los calculos. Para el
caso 2 se asignan 0,5 por usar Teorema de la Divergencia, 0,4 por la funcién
y 0,1 por los cdlculos necesarios (si se argumenta por conservacién de flujo se
tiene todo el puntaje directamente).

Luego:

(b) Considere la superficie S correspondiente a la seccién del paraboloide de
ecuacién z = 1 + 22 + y? que queda dentro del cilindro (x —1)? +y? < 1

(b.1) Bosqueje S. Encuentre una parametrizacién para S en coordenadas
cilindricas.
(b.2) Calcule el vector normal unitario a S y el elemento de superficie.
(b.3) Calcular la masa total de S suponiendo densidad superficial de masa:

1

T, 7)) = ———
f(@9,2) 1+ 4x2 + 4y?

Sol:

(b.1) Aqu es posible obtener una parametrizacin con respecto al par (p,6),
o bien con el par (z,6).
Llamaremos a las restricciones como:

1) z=1+22+y>  (2) (@-1)2+y*<1

Caso 1: (p,0)
De (1) se tiene que:

pP=z-1 = z(p)=p+1
De (2) obtenemos:

P’ —2pcosf4+1<1 = p>*<2pcosf= 0<p<2cosb



De aqui se deduce que 6 € [-7, Z], pues el coseno debe ser positivo.
Entonces, una parametrizacién valida es:

¢(p,0) = (pcost, psend, p* + 1)
con dominio de definicién

D ={(p,0)0 €[

T T
-, =

2], p €[0,2cos0]}

Caso 2: (z,0)
Aqui de (1) se tiene directamente que p(z) = vz — 1
Y de (2) se obtiene que: 0 < p(z) < 2cosf (haciendo un desarrollo andlogo al
del caso 1).
Aqui era posible reemplazar en la tltima inecuacién p(z) por el valor obtenido
de la ecuacién (1). Elevando al cuadrado y sumando resulta:

1<z<1+44cos?0
Entonces otra parametrizacién valida seria:

P(2,0) = (Vz—1cosh,v/z — 1send, z)

con dominio
™ T
—S =

D' ={(z,0)0 €| 2], z€[1,1+4cos? 6]}

(b.2) Veremos primero que en ambos casos las parametrizaciones son regu-
lares (calculando las derivadas parciales), mds ain son ortogonales. Asi, ten-
dra sentido calcular el vector normal y el posterior cdlculo de la masa.

Caso 1:
0 0
£ = (cosf,sen b, 2p)a—(g = (—psenb, pcosh,0)
Es féacil ver que el producto interno entre estos dos vectores es 0, por lo que son
ortogonales.
Ahora para obtener el vector normal a estas derivadas parciales calculamos:
% @ - _ 291 2 A_ 2 0l 2 A 2 2 _
5, <59 — sl Ok+2p” sen 0j—p cos” 0k+2p~ cos i = (2p° cos 0, 2p” sen b, —p)
P

Y su norma: 96 90
2 4 2 2042
— X —=|]*=4 =p°(4 1
15, % agll" =4+ =p(4p"+1)
Entonces la normal unitaria se escribe como sigue:

R %ﬁ X %ﬁ (2pcosf,2psend, —1)
n = =

9 9 o
155 % 53l VA1




Y el elemento de superficie:

0 0
dA—|| ¢ ¢|\dpd9—p\/4p + 1dpdf

Caso 2:
oY 1 1
0z (2\/z—1cos ENZES R )
215 (=vz—1senf, vz —1cosb,0)
81/} a—w 1cos 9k+ sen? Ok — vVz—1senfj—+z— 1cosbi
82 a0 2 2

1
=(—vz—1cos,vVz — 1sen9,§)

128 < Py =

Entonces el vector normal es:

(=vz—1cos#, \/z— Isend, 3)

z —

3
1

ﬁ:
1

dA = /2 — Zdzd@

(b.3) Este desarrollo solo se hard para el caso (1) (para el otro caso es

andlogo).
2cos 6
M= [ [150 8¢|\fdd9—// pdpd6

:/2 MdQ:Q/Z 00529d9=2[g]:

Y el elemento de area:

2

2 2
Puntaje Asignado:
En la parte 1, se dieron 0,5 ptos. por el dibujo, 0,5 por céalculos y 0,5 por la
parametrizacion correcta. En la parte 2 0,5 por el vector normal, 0,5 por el
elemento de superficie y 0,5 por los célculos. En la parte 3 se asignaron 0,5 por
escribir la férmula de la masa y 0,5 por los calculos



