FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE CHILE

MA2002 Ciélculo Avanzado y Aplicaciones Semestre 2015/02. Secciones 1, 4, 5y 6
Profesores: Rail Gormaz, Rodrigo Lecaros, Héctor Ramirez y Mauricio Soto.

Control 1

P1. (a) (1 punto) Sea ¢ un campo escalar de clase C? y G un campo vectorial de clase C!, ambos definidos en R3.
Se define el campo F por F = V¢ + uV x G, donde p es una constante real. Demuestre que div(F) = Ag.

(b) Sobre el cuadrado {(z,y,0)|z € [-1,1], y € [-1, 1]} se encuentra una pila de arena himeda cuya superficie
superior S estd descrita por z = (1 — 22)(1 — y?). El flujo de vapor de agua estd dado por el campo F

definido en (a), donde ¢(z,y,2) = 2% —y? + 22, u =1y G(z,y,2) = —ye*1 + 23 cos(2)j + 2z sin(xy)k.
(i) (1 punto) Bosqueje la superficie S.
(ii) (4 puntos) Obtenga el flujo de vapor que sale hacia arriba a través de la superficie S.
P2. (a) Seau: B(0,R) C R? — R una funcién de clase C? en la bola abierta centrada en el origen B(0, R), donde
R > 0. Suponga que u satisface Au = 0 (es decir, u es arménica) en B(0, R).
(i) (2 puntos) Demuestre que el campo F = fg—gi + %j es conservativo en B(0, R).
(i) (1 punto) Concluya que existe v : B(0, R) C R? — R arménica en B(0, R) tal que
Ju Ov Ou ov

dr 9y’ dy oz

(b) (3 puntos) Sea F(z,y, z) = (6abz3y — 20b23y2)i+ (6abxzz® — 10bx*y + z sin(yz))j + (18abzyz2 +y sin(yz) +
2z)k. Pruebe que es conservativo y determine el potencial asociado.

P3. Sea C la curva que se forma al intersectar las superficies definidas implicitamente por las ecuaciones: 2%+ 2 =
4+y%ya?+y?=4cony>0.

(a) (3 puntos) Dibuje esquematicamente las superficies y bosqueje la curva C. Encuentre una parametrizacién
de C en coordenadas cilindricas.

(b) (3 puntos) Considere el campo F' definido en coordenadas cilindricas por:
F(p,0,2) = (psin(f) + 2)p + (sin(8)z/p)d + (2> — pcos(6))k.
Obtenga el trabajo realizado por Falo largo de C indicando la orientacion escogida.

Divergencia y rotor y coordenadas ortogonales.
Si 7(u, v, w) es un sistema de coordenadas ortogonal y F' = F, @ + F,9 + F, es un campo C*, entonces
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V(F) = ——— | 7= (Fuhohy - (huFyhy 7 (hyho Py
div(F) i 8u( h )+8v(h h )+aw(h )
. hyti  hyd Ry
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(t,0,% deben tener orientacién positiva, es decir, @ X 0 = w.)
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P1.

Control 1

(a) (1 punto) Sea ¢ un campo escalar de clase C? y G un campo vectorial de clase C!, ambos definidos en
R3. Se define el campo F por F = V¢ + uV x G. Demuestre que div(F) = Ag.
div(F) = div(Vé + pV x G)
= div(Vo) 4 p - div(V x G) linealidad de la div. (0.5 puntos)
=A¢ div(rot(G)) = 0) (0.5 puntos)

(b) Sobre el cuadrado {(z,y,0)|z € [-1,1], y € [-1, 1]} se encuentra una pila de arena himeda cuya superficie
S superior estd descrita por z = (1 — 22)(1 — y?). El flujo de vapor de agua estd dado por el campo F
definido en (a), donde ¢(z,y,2) =22 —y?> + 22, u=1y é(x, Y, 2) = —ye*i + a® cos(2)j + z sin(ay)k.

(i) (1 punto) Bosqueje la superficie S.

(1 punto)
(ii) (4 puntos) Obtenga el flujo de vapor que sale hacia arriba a través de la superficie S.

Si definimos por C' el cuadrado inferior y V' el volumen ocupado por la pila, entonces de acuerdo al
teorema de la divergencia

//ﬁdgz/// div(ﬁ)dV—//ﬁ~d§ (0.5 punto)
s v c
m ©))




De acuerdo a la parte (a), div(F) = A¢ = 327‘5 + 227? + gi‘f =2 (0.5 puntos) y por tanto

. 1 1 p(1—2?)(1-9?)
(1) : /// div(F)dV :/ / / 2dzdydx
1% -1J-1Jo
1

— 2/_11(1 - xz)dx/_l(l —y*)dy

2
= % (0.5 puntos)

Para calcular (2), primero calculamos el campo

L 2 xz cos(xy) + 23 sin(2)
F=V¢p+VxG=|[-2|+ —ye® — yz cos(zy) (0.5 puntos)
2 3z% cos(z) + €*

notemos que una parametrizacién posible para C' es o(z,y) = (z,9,0), z € [-1,1],y € [-1,1] cuya
normal exterior es —k (0.5 puntos). Asf:

2

1 1
(2)://ﬁ-d§:/ / —2—y | -—kdzdy
¢ —1J/-1 \3 4 322
1 1
:—3/ / (1+ 2?) dx dy
—1J-1
1

= —6/ (1+2%)dx
—1
= f% (1 punto)

De donde el flujo buscado es 22 + 4% = 186 (0.5 puntos)



P2. (a) Sea u: B(0,R) C R? — R una funcién de clase C2 en la bola abierta centrada en el origen B(0, R), donde
R > 0. Suponga que u satisface Au = 0 (es decir, u es arménica) en B(0, R).

dus

(i) (2 puntos) Demuestre que el campo F = — g1t %Zj es conservativo en B(0, R).

Para demostrar que es conservativo, demostraremos que la integral de trabajo realizada por el campo
sobre toda curva cerrada contenida en B(0, R) es cero (1 punto).

Sea I" una curva cerrada en B(0, R) que encierra una superficie S. Por el Teorema de Green

Au-df:/[g(%?’—ii})z//gAuzO (1 punto)

(ii) (1 punto) Concluya que existe v : B(0, R) C R? — R arménica en B(0, R) tal que

ou Ov Ou ov

dx 9y’ 9y Oz

Dado que u es conservativo entonces existe v de clase C? tal que —Vv = F, es decir % =F, = —g—Z y
v __ __ Ou 5 _ 8% 8%y _ 8%u Pu
a0 = Fy = 55 (0.5 puntos). Ademds Av = 55 + 55 = — g5 + 5,55 = 0 (0.5 puntos).

(b) (3 puntos) Sea F(z,y, z) = (6abz3y—20bx3y? )i+ (6abrz3 —10bzty+2 sin(yz))j+ (18abry 22 +y sin(yz)+22 ) k.
Pruebe que es conservativo y determine el potencial asociado.

.
Para demostrar que el campo F es conservativo encontraremos su potencial, es decir una funcién ¢ : R? —

R tal que F= Vg, o equivalentemente g—g = FW?TZ =F,y % = F, (0.5 punto). Luego:

@ = Gabz>y — 20bx3y>
ox

= g(x,y, 2) = 6abxz>y — 5bxy® + C1(y, 2) (0.5 puntos)

0 oC
99 _ Gabaz® — 10baty + — = 6abzz® — 10baty + zsin(yz)
dy dy
= g(,y,2) = 6abzz’y — 5ba'y® — cos(yz) + C(z) (1 punto)
% = 18abxyz” + ysin(yZ)% = 18abxyz* + ysin(yz) + 22
z z

= g(x,y, 2) = 6abxz>y — 5bxy® — cos(yz) + 22 + C (1 punto)



P3. Sea C la curva que se forma al intersectar las superficies definidas implicitamente por las ecuaciones: 2% + 2 =
4492y a2?+y?=4cony>0.

(a)

(3 puntos) Dibuje esquemdticamente las superficies y bosqueje la curva C. Encuentre una parametrizacién
de C en coordenadas cilindricas.

En coordenadas cilindricas tenemos que la primera relacion impone que la curva esté en la superficie del
cilindro p = 2 (0.5 puntos). Notemos que la segunda ecuacién nos dice que la superficie corresponde,
para cada y € R a una circunferencia paralela al plano X Z de radio y/4 + y? (0.5 puntos)(ver figura) .

(1 punto)
Luego

2% 4+ 4cos’(h) = 4 + 4sin?(9)
22 = 4sin?(#) + 4(1 — cos?(9))
z = +2v/2sin(h)

Una parametrizacién posible es la unién de las curvas:

1(0) = 2+ 2V2sin(0)k 0 €0,
Y2(0) = 2(cos(f), — sin(0), 0) + 2v/2sin(0)k 0 € [m,27]
(1 punto)

(3 puntos) Considere el campo F' definido en coordenadas cilindricas por:

F(p,0,2) = (psin(f) + 2)p + (sin(8)z/p)d + (z* — pcos(6))k.

Obtenga el trabajo realizado por Falo largo de C indicando la orientacién escogida.

Podemos utilizar el Teorema de Stokes en la porcién del cilindro limitado por la curva en (a) y que
llamaremos S (0.5 puntos). De acuerdo a la orientacién de la curva la normal correspondiente es —p
(figura derecha) (0.5 puntos). Una parametrizacién de esta superficie es

0(0,2) =2p+2 60 €[0,7], z € [-2v/2sin(8), 2v2sin(h)] (1 punto)

Por otro lado notemos que en la superficie la normal apunta en el sentido de p por tanto calculamos el
rotor sélo en esa componente

1 [(OF. O(pFp)\ _ sin(0)
rot(F), = p <W G ) T2



Luego

/Fﬁ-dfz// rot(F) - dS

2\/§sm(9 R
/ / (rot(F)p,p+ rot(F)ef + rot(F),2) - (—p) dz2d0
2\/5:3111 9)

2v/2sin(6)
/ / sin(6) dz df
2v/2sin(0)
=42 / sin?(6) db
0

=-2V2nx (1 punto)



