Pauta Control 1
Ciélculo Avanzado y Aplicaciones 2013/2

Prof: J. Davila, Auxiliares: R. Bobadilla, A. Bustos

Pregunta 1.
(a) (3 ptos.) Deteremine cudles de los siguientes campos vectoriales en R? son
conservativos y calcule un potencial en caso de serlo:

A )= ( Y x 2xyz
W2 = e 2 0 A 18221 16
F2($7y72) = (y27x,x).

)

(b) (3 ptos.) Calcule
/ (F1 + F) - di”
C

donde la curva C es la parte en z < 0 de la elipse que resulta de intersectar
22 +y? =1 con y = z, orientada de (1,0,0) a (—1,0,0).

Solucioén.
(a) Podemos calcular

i j k
rot(Fy) =| 0x Oy 0,
Yy x _ 2zxyz
2244 2244 244822416
_ale 2xz (. 2xz N 2yz (. 2yz
N 24+ 822416 (22 +4)2 T 2182116 (22 +4)2
A 1 1
Ela—— — — | =
* L? +4 22+ 4} 0

Esto permite afirmar que F} es conservativo.
Busquemos un potencial para el campo F; mediante integracién. Suponiendo
que F; = V1 tendremos las tres ecuaciones:

o _ y

ox 2244

oy oz

oy 2+4

oY 2xyz

9z 24 +8:2+16

Mediante integracion indefinida en la variable x obtenemos:

Y LY
z/1(x,y,z)=/z2+4dw:Z2+4+Cl(y,z)

donde C es una funcién de y, z. Usando la ecuacién para % encontramos

e
dy
1

=0



1 pto por este
resultado. Poner
atencién que es
Y(final) — P (inicial)
si VY =Fy

1 pto
parametrizacién, es
necesario observar la
orientacién

2

por lo que C4(y, z) = C3(z) y usando la ecuacién para ‘g—f tenemos C4(z) = 0, por
lo que (5 es una constante. Por lo tanto todo campo de la forma

Y ¢

V(z,y,2) = 244

es un potencial para F.
Puntajes:

e Con el esquema desarrollado, 0,5 por el rotor, 0,5 por saber que potencial
es Vip = Fy (o —V¢ = F1), 1 por encontrar 1 correctamente (2 ptos).

e No es necesario calcular el rotor. Si se intuye que el campo es conservativo
y se busca el potencial (correctamente) asignar 0,7 por Vi) = Fy (o =V =
F1), 1,3 por encontrar 1) correctamente.

e Dar puntaje completo (2 ptos) si se afirma que ¢ = ... (férmula correcta)
es potencial o satisface Vi) = F}.

Para el campo F5 tenemos

1]k
I‘Ot(Fg) =10 8y 0,
X

por lo que F5 no es conservativo.
Puntaje: 1 por calcular rotor y concluir.

(b) Como F} es conservativo, utilizando el potencial encontrado anteriormente

obtenemos

(-0 1.0 0
02+4 0244

/ Fy - dit = $(~1,0,0) — (1,0,0) =
C

Para calcular el trabajo de Fy proponemos la siguiente parametrizacién de C'

cos(t)
t

Notar que 7(0) = (1,0,0), #(1) = (—1,0,0) por lo que esta parametrizacién da
la orientacion requerida a la curva.
Tenemos

—sin(t)
— cos(t)
— cos(t)



y entonces

/CFQ -dr = /()Tr(— sin®(t) — 2 cos(t)) dt

_ /W(l — cos®(1))(—sin(t)) dt — /ﬂ(1 + cos(2t)) dt
0 0

Por lo tanto

-1
:/ (1—z2)dz—7r—%sin(2t) .

0,5 por defincién de
integral de linea y 0,5
por el calculo



0.5 pts por hacer un
despeje adecuado o
alguna discusién
analitica sobre la
interseccién

1.5 pts por una
parametrizacién bien

hecha

Pregunta 2.
(a) (4 ptos.) Sea S la superficie definida por 22 + 22 =1+y2, y >0y C la curva
obtenida al intersectar S con el cilindro 22 + 32 = 1. Calcular

¢ rear
c

donde el campo F' esta dado en coordenadas cilindricas por
F =12 sin*(0)7 + (; +0)0 + (sin(0) + V1 +12)2.
(Elija cualquier orientacién para la curva cerrada C').
(b) (2 ptos.) Pruebe quesi f: U — R, F: U — R? son C! en el abierto U C R3,

entonces

rot(fF) =Vf x F+ frot(F).

Solucién.
(a) Tenemos el siguiente campo:

F =12 sin*(0)7 + (5 +0)0 + (sin(8) + /1 + 12)2
r
y las siguientes superficies a intersectar:
Pt =1+9 +yP=1, y>0.

Usamos el teorema de Stokes:

fﬁ-dﬁ:/Vxﬁ-di
C b))

con la superficie ¥ definida como la parte del cilindro 22 + y2 = 1, que estd en
y > 0 pero ademas encerrada por la superficie S. Para parametrizar 3, dado que
nos movemos por el cilindro z? + y? = 1 es natural usar variables cilindricas 7, 6 y
z con r = 1. Entonces la parametrizacién sera:

(z,y,2) = (cos(0),sin(0), 2)
pero debemos determinar correctamente el rango de estas variables para describir
adecuadamente . Como consideramos la parte del cilindro en y > 0 es natural
pedir
6 €10, m].
Pero ademaés queremos que esta parametrizaciéon describa la parte del cilindro encer-
rada por S. De la ecuacién para el cilindro podemos despejar z? y reemplazar en
la de S para obtener:
2% = 2%
Esto quiere decir que para la superficie S, debemos tener
2 < V2y, y>0.
Escribiendo esto en coordenadas cilindricas y recordando que r = 1 en el cilindro:
|z] < V/2sin(6).
En resumen, la parametrizacién es
(z,y,2) = (cos(0),sin(0), 2)
0<f<m —V2sin(d) <z <V2sin(h).



Calculamos el rotor de F:

r ’I"é

| z
V X F = - ar 8«9 82
"lr2e" sin'(6) r(246) (sin(6) + VIFr2)

= 1(COS(Q) -+ ..

r

Las otras componentes no son relevantes porque se esta integrando sobre una su-
perficie sobre el cilindro y por lo tanto el vector normal es # (las otras componente

en coordenadas cilindricas de V x F son perpendiculares a 7).
Calculamos la integral de flujo (recordando r =1 en el cilindro)

sin(6)v/2
/V x F.dS = / / (cos(f) — 1)dzdb
sin(9)v/2

— 23 /O (cos(0) sin(0) — sin(0))d6

=2V2 {sin2(0)) Z + cos(6)

;r] SN

(b): Calculamos directamente, escribiendo

F = (F,, F,,F.)

B i3k
VX (fF)=]|0: 9y 9;
fEe fFy, [F.

:i[aysz+f8sz_aszz_fasz]
+ k[0, fFy + fO.F, — 8,fFy — fO,F,]

= 1[0y fF. — 0. fF.] = (0. fF. — 0. fFy) + k0o f Fy — 9, fFy]
+fi[asz _asz} _fj[asz _fazFx]‘Ff]%[axFy _6yFac]

i j k i3k
=|0f Oyf O.f|+[|0x 0Oy O

=VfxF+fVxF.

1 pto. por el rotor;
con la componente
segun 7 es suficiente

calcular integral: 1
pto



Nota: contar como correcto también si se analiza el caso F' = (0,0, F,) (o alguno
donde todas las componentes son cero salvo una):

. i ]k
Vx(fF)=|09, 9, 0.
0 fF.
fF. 0 fF.)]
( ) ax( Z)]
of - 0f - OF,. OF, .
:Fz(ayz_amj>+f(6yz_ 895])
_ i flf i ; "

:foF+f(V><F)

y se argumenta que los otros son parecidos, y que el resultado se encuentra por
linealidad.

Puntaje: 1pto por desarrollar de la manera que sea el rotor de fF y otro punto
por reagrupar los términos para formar lo pedido



Pregunta 3.
(a) (3 ptos.) Considere la superficie S definida por

(\/x2+y2—3)2+z2:4, z<1

que corresponde a parte de un toro con circulo central en el plano zy de radio 3 y
radio menor 2, orientada segtn la normal “exterior”. Calcule

/ F-ndA
s
donde F es el campo

F(xvy? Z) = (_nyeyQa ey2 - 1 i/_zzz,-r2 + log( vV 1 + Zz))

(b) (3 ptos.) Sea S C R?® una superficie regular orientable con normal unitaria N
y borde geométrico la curva regular, cerrada simple C' con tangente unitaria 7'
Suponemos que N esta definida en una vecindad abierta de S'y que N y T tienen
orientaciones compatibles para el teorema de Stokes. Sea v =T X N y F' un campo
vectorial C'. Pruebe que

/F vl = /[div(F)—div(N)N-F—(N~((N~V)F))]dA
donde (N -V)F =N -VFi+ N -VFj+ N - V sk

Solucioén.
(a) Observemos que

div(F) = 2 (Coayer®) 4 (et = Y2 o)+ 922 4 1og(v/1+ 22)

or dy 1+ 2 0z
= —2ye? +ev'2 7L+1810 1+ 2%)
- Y71 +22 20z &
2 2 z 1 2z
= —2yeY Yoy — = =0
O A s R S
Aplicamos el teorema de la divergencia a F' en la regién € definida como la parte 0,5 ptos divergencia
interior del toro (\/x2 + y2? — 3)2 + 22 = 4 que satisface z < 1, es decir, 0,5 ptos idea usar
teorema divergencia
Q={(z,y,2): (Va2 +y2—-3)* +22 <4, z<1}.
Entonces 99 = S U S donde S es la superficie 0,5 identificar 2 y su

- frontera, o proponer
S:{(x,y,z):z:l,37\/§§\/x2+y2§3+\/§}, una forma

”razonable” de cerrar

que resulta de intersectar ’
la superficie

(Va2 +y2 =32+ 22 <4
con z = 1:
(Va2 +y?>—-3)>+1<4
V22 +y2 3| < V3
3-V3< V2242 <3+V3.
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La orientacién de S es la exterior a ) y asignamos a S también la orientacién
exterior a €2, esto es, n = k en S. Por el teorema de la divergencia

/div(F)dV:/F~ﬁdA+/F-ﬁdA.
Q S S

Como div(F') = 0 obtenemos

/F%dAz—/FﬁdA.
S S

0,5 identificar la Calculemos esta dltima integral. Para esto notemos que sobre S
normal sobre S

1
F-ﬁ:x2+§10g2.

0,5 plantear la Usando coordenadas polares
integral
correctamente 34V pom 1
/ F-ndA = / / (r? cos(0)? + = log 2)r dfdr
S 3—v3 Jo 2

3+V3 27 1 3+V3
/ s dr/ cos(0)* df + 27~ log2/ rdr
3—/3 0 2 3—3

_ i((S V) — (3 VB)Y) /% ”#8(2%9 + 7rlog2%((3 V32— (3-VE)R)
0

= %((3 +V3) = (3-V3)Y + glog 2((3+V3)2 = (3—3)?)
Por lo tanto

/ F-7dA = —2((3 FVB) - (3 VB — glog2((3 +3)2 - (3-V3)?).
S

0,5 céalculo correcto

Observaciones

e Si alguien parametriza la superficie S correctamente y planeta la integral
de flujo correctamente: 1,5 ptos. Si el cdculo de la integral es correcto: 1,5
puntos mas.

e No es necesario desarrollar fo% cos(0)%df = .

(b) Aplicamos el teorem de Stokes con el campo C! N x F:

/C(NXF)~dF:/Srot(N><F)~NdA.

1 pto. idea de aplicar ~ Por un lado tenemos que en la curva C| la integral de linea se puede escribir como
Stokes con N x F'

/C(NXF)'dT?:/(NxF)-le

c



y usando una de las férmulas

/C(NXF)-dF:/(NxF)-le

c
:/(FxT)-Ndl
c

:/(TxN)~Fdl
c

:/V-Fdl.
C

Por otro lado, usando otra de las formulas
rot(N x F) = Ndiv(F) — Fdiv(N) + (F- V)N — (N - V)F

por lo que

rot(N x F) - N = div(F) — div(N)F - N + N - (F - V)N) = N - (N - V)F).

Si comparamos con el enunciado notamos que en este no aparece el término
N-((F-V)N).
Veamos que en efecto
N-((F-V)N)=0.
Escribamos el vector N como N = (N, N3, N3). Entonces
(F-V)N = F-VNji+ F-VNyj+ F - Nsk
y por lo tanto
N-((F-V)N)=N-[F-VNji+ F-VNyj + F - N3k
=F-VNiN1+ F-VNyNy + F - VN3N3

1
= §F~V(N12+N22+N§)

1
SE-v()

=0.

1 pto. convertir
integral en el borde
usando identidades

1 pto. por ver que
N-((F-V)N)=0
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Formulas
Rotor en coordenadas cilindricas:

) A
F(r,0,z) =F.t+ Fg0 + F,z2, rot(F)==|0, 09 O,
"\F. rFy F.

rot(G x F) = Gdiv(F) — Fdiv(G) + (F - V)G — (G- V)F
Si a,b,ceR?

(axb)-c=(bxc)-a=(cxa)-b



