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Control 1 - MA2002 Calculo Avanzado y Aplicaciones
Escuela de Ingenieria, FCFM, U. de Chile. Semestre 2014-2

Hallar el area limitada por un arco de la cicloide = a(f — sinf), y = a(1 — cosf), a > 0,
0<60<2myeleje x.

(3 pts.)
Evaluar la integral de linea

/ 2ayz dr + 22z dy + x%y dz,
.

donde ~ es una curva simple orientada desde el punto (1,1,1) al punto (1,2,4). Justifique su
respuesta.

(3 pts.)

Recordar la formula de Green

[ ova-aviar = [ [ 2 -u2] s,

Ou
donde = Vu-n y n es la normal exterior unitaria. Consideramos una bola Br(Xy) de

n
radio R y centro Xy = (zo, Yo, 20) y una funcién u drmonica en Br, Au = 0. Definamos

1

oo \/($*$0)2+(y*y0)2+(2*20)2'

Verificar que v es armonica en Bgr \ {(z0, 0, 20)}-

(3 pts.)
Usando la formula de Green en el dominio Br(Xy) \ B.(Xp), para € > 0 pequetio, y tomando
limite € — 0 demostrar

1
u(zo, Yo, 20) = R //03 « )u(m,y,z) ds.
R 0
(3 pts.)

Calcule la integral de flujo // F-n dS, donde F(z,y,2) = (zvy, —2?,2+2), S es la la porcion

s
del plano 2z 4 2y 4+ z = 6 situada en el primer octante y n es la normal que apunta hacia
arriba.

(3 pts.)

Calcule la integral de linea

7{ 2yz2dx + x2%dy + 3xyzdz,
c

donde C es la curva de interseccion de la esfera 22 4+ 3% + 22 = 4 y el paraboloide 2% + % = 3z,
recorrida en sentido antihorario y aplicando el Teorema de Stokes.

(3 pts.)



Pauta Control 1 - MA2002 Calculo Avanzado y Aplicaciones
Escuela de Ingenieria, FCFM, U. de Chile. Semestre 2014-2

P1) (a) Hallar el area limitada por un arco de la cicloide x = a(f — sinf), y = a(1 — cosf), a > 0,
0<60<2myel egje x.

(3 pts.)
(b) Evaluar la integral de linea
/ 2zyz dx + 22z dy + x?y dz,
.

donde v es una curva simple orientada desde el punto (1,1,1) al punto (1,2,4). Justifique su

respuesta.
(3 pts.)

Solucién:

(a) Para calcular el area haremos uso del Teorema de Green, que nos dice que si C' es una curva
regular a trozos, cerrada y simple, y si D es la regiéon que encierra, entonces

frs s [ (22 2u),

luego, por ejemplo, 1,0 ptS

ﬁzdy:fﬂydz:/LdA:Area(D),

0,5 pts

En nuestro caso tenemos dos curvas que son la recta y = 0 para 0 < z < 27 y el cicloide, esto
es

0 .
Area (D) = —?{Cydx = —/zw(a(l —c0s6),0) - (a(1 — cosf),asinf)dd 1,0 ptS

27 27
:/ a2(1—0089)2d0:/ a® (1 —2cosf + cos® ) df
0 0

27
1 20
:/ a® <126050++C(2)S()) do
0

27
/ a? <32c050+ms(20)>d0
0 2 2

in(2 2m
= a? (39 —2sinf 4+ sin( 9)> =a’*3r. (1)
2 1),

0,5 pts


1,0 pts

0,5 pts

1,0 pts

0,5 pts


item[(b)] En primer lugar podemos notar que si llamamos
F(x,y,2) = (2zyz,2°2, 2%y)
1 ti
es un campo regular conservativo, ya que 1,0 ptS
F(z,y,2) = V(z%y2),

por lo que la integral de linda continua es independiente del camino. O,5 ptS
Asi tenemos que

/2xyzdx+xzzdy+x2ydz:/ F(z,y,z)-dr= f(1,2,4) — f(1,1,1) =16 — 1 = 15.
v c

(1,1,1) al punto (1,2,4). Justifique su respuesta. 1’5 pts
(3 pts.)


1,0 pts

0,5 pts

1,5 pts


P2) (a) Recordar la formula de Green

/// (vAu — ulv)dV = //[ ]dS

0
donde au_ Vu-n 'y n es la normal exterior unitaria. Consideramos una bola Br(Xj) de
n
radio R y centro Xy = (%o, Yo, 20) y una funciéon v drmonica en Bgr, Au = 0. Definamos
1
V(@ —20)2+ (y —y0)? + (z — 20)?

v =

Verificar que v es armonica en B \ {(zo, o0, 20)}-
(3 pts.)
(b) Usando la formula de Green en el dominio Br(Xy) \ Be(Xo), para € > 0 pequeflo, y tomando
limite € — 0 demostrar

1
u(xo, Yo, 20) = y= //33 « )u(x,y,z) ds.
R 0

(3 pts.)

Soluciéon:

(a) Dado que

=

v=((z - 20)? + (y —yo)? + (2 — Zo)z))f )

entonces se tiene que,

O (a0 + (=90 + (= 20)°) - 2a—a0) 0,4 pts
- o= o) )
(. —20)? + (y —y0)* + (2 — 20)?)
Luego
Po_ (@—20) + (1 -0 + (2= 20)")} — (@ —20) -3 (2~ 20)* + (y = 90)* + (=~ 20)2)* - 2z — x0)
Oz? ((z — 20)2 + (y — 90)2 + (2 — 20)2)°
_ (@ =20 + (¥~ 50) + (2 — 20)* = 3(z — m)?
(= 20)*>+ (¥ —y0)* + (2 — 20)*)* 0,4 pts

(W —y0)* + (2 — 20)* — 2(x — x0)? 3)
((l’ z0)? + (y — yo)? + (2 — 20)?)2

Analogamente se tiene que

i : —~=  0,8pts @

022 ((x—0)? + (y — 90)? + (2 — 20)?) 3

Por lo que suméndolas se obtiene que

Pv_ @-mP+-w’-20-2°  08pts (5

8%v  0%v 9w
222 "o o 0 0,6 pts


0,4 pts

0,4 pts

0,8 pts

0,8 pts

0,6 pts


(b) Consideremos la identidad

[ wou—usvyav - //[ ]dS

donde V = Br(Xo) \ Be(Xo) v S = 0 (Br(Xo) \ Be(Xo)), con n la normal exterior unitaria a
V. Luego como
Au=NAv =0,

se tiene que 0,5 ptS

///V(vAu—uAv)deo.
J e s = [ L s

//[ ] 15 = //813R XO)vVu nd5+//<93 (X0) oV ndS 0,3 ptS

pero como v es constante en las esferas se tiene que

//{ ]dS//aBR(XO Vu - ndS + - /ABE(XO)VU nds, 0,3 pts

pero tenemos que del Teorema de la divergencia

// Vu~nd5:/// diV(Vu)dV:/// Ay =
OBRr(Xo) Br(Xo) Br(Xo)

y analogamente, como n es la normal exterior a V = Br(Xy) \ B:(Xp), se tiene que 013 ptS

// VUondS:f/// div (Vu) d ///
BBE(X[)) BE(XO) =4 XO)

Asi tenemos que
[ s =0 0,2 pts

//aBR<XO [ 871} ds*//aB - [ n] as = .

Ahora analicemos cada una de las integrales de superficie anteriores. En este caso podemos
observar que

Por tanto

Por otra parte

es decir,

B 1 _ (z— 20,y — Y0, 2 — 20)
Vo = 5(33—37071/_2/072—20)— 3
((x—20)2 + (y — y0)? + (2 — 20)2)2 (@ — @0,y — Yo, 2 — 20) |
ademas en este caso, la normal unitaria a la esfera estd dada por 0,4 pts

+ (x_x07y_y072_20)

n = )
||(5U*$O,y*yo,2*30)”

0,4 pts

dependiendo de la direccion de la normal.
Luego tenemos que

/I { }dS J[ wewogmas=g [[  uwyzas
9Br(Xo) L On 8B r(Xo) 9BR(Xo)

0,3 pts


0,5 pts

0,3 pts

0,3 pts

0,3 pts

0,2 pts

0,4 pts

0,4 pts

0,3 pts


y ademas

//@BE(XO){ 8n] d5 = - //BB ) u(z,y, 2 ) //aB - u(z,y, z) dS,

pero como u es continua y € es pequeno, entones

lim u(z,y. 2) = u(zo. 0. 20) 0.3 pts

y por lo tanto

h’m// [ } —hm—// u(zx,y, z)dS,
e—0 9B.(Xo) on e—0 82 9B (Xo) )

1
= —u{Zo; Yo, 20 hm — dS,= —u(xg, yo, z0) im — 4 g2
2 2
dB.(Xo) e—0 ¢
= —dmu(xg, Yo, 20)-

Por lo tanto tenemos que

1
D2 // u(x,y,z) as — 4”“(3?07y0,z0) = 07
R2 ] JoBn(xo)

1 0,3 pts
Py //BBR(XO) u(z,y, z)dS,

es decir,

U(l’o, Yo, ZO) =

lo que completa el problema.


0,3 pts

0,3 pts


P3) (a) Calcule la integral de flujo // F-n dS, donde F(z,y,2) = (zvy, —x?,2+2), S es la la porcion
s
del plano 2z + 2y 4+ z = 6 situada en el primer octante y n es la normal que apunta hacia

arriba.
(3 pts.)

(b) Calcule la integral de linea
7{ 2y22dx + x2%dy + 3xyzdz,
c

donde C es la curva de interseccion de la esfera 22 + 3% + 22 = 4 y el paraboloide 2% + % = 3z,
recorrida en sentido antihorario y aplicando el Teorema de Stokes.

(3 pts.)

Solucion:

(a) En este caso tenemos la superficie S correspondiente a la porciéon de plano en el primer octante,

Asi podemos considerar la parametrizacion de la superficie S como

= = =6—2x—2 <zx< <y<3—ux.
r=x, y=y z=26 T y, 0<z<3 0<y<3—=x O,5ptS
luego R
dp 9 gk o
%xaﬁ: 10 —2|=2+2j+k
9ol =2

0,5 pts


0,5 pts

0,5 pts

0,5 pts


Luego

//F n dS = //3 oy —a? 6 — 2 — 2) - (2,2, 1)dyda 0.5 pts

3—x
/ / (2zy — 22° +6—x—2y)dydx—/ (zy? — 222y + 6y — xy — y?) |3 "dx
0
3
= / (z(3—2)? —22?(3 —2) +6(3 —z) —2(3 —x) — (3 — 2)?)dx
0
3
:/ (209 — 62 + 22) — 2223 — 2) + 6(3 — 7) — 2(3 — 2) — (9 — 6z + 2%))da
0
3
:/ (92 — 62% + 2® — 62 +22° + 18 — 62 — 3z + 22 — 9 + 62 — 2%)dx
0

3
9 3
= / (9 + 9z — 122° 4 32%)dx = (933 - 5:152 — 423 + 4334) F
0

— 27— % — 108 + 2;13 = 7?. 1,0 pts

(b) Podemos observar que si interceptamos el paraboloide y la esfera se tiene la curva naranja
siguiente:

0,5 pts

L

L

Luego podemos ver que se obtiene un céirculo cuyo radio verifica

24yt =4-22 22 4+4y? =3z,

luego

4—22=32=2z=10bien z = —4.
es decir, es un céirculo de ecuacion z? + y* = 3 paralelo al plano z—1, recorrido en sentldcp S ptS
antihorario.

Luego podemos reescribir en térmanos del Teorema de Stokes la integral de linda, es decir,

j{F-dr://rotF-ndS.
c s

0,5 pts


0,5 pts

1,0 pts

0,5 pts

0,5 pts

0,5 pts


En este caso

[ B
0 0 0 o o) 2 2\ 7. s ~ 2 7
rot F=| — — — :(3:rz—2xz)z—(3yz—4yz)j+(z —2z)k:xzz+yzy—z k
or OJy Oz
2z xz? 3xyz 0’5 pts

En este caso, consideraremos como superficie S el trozo de plano interior al circulo y paralelo al
plano z = 1, con parametrizacion

r=rcosf y=rsinfd z=1 0<6<27r, 0<r<1.

En este caso la normal debe ser orientada de manera que es con tercera componente positiva. Luego

i ;i k
dp Oy t J .
— X — = cos sin@ 0 | =rk.
or 96 —rsinf rcosf 0 0’5 ptS

Por lo tanto

27 1
%F~d7’://rotF~ndS:/ / <rcos€%+rsin9§f l%)wfcdrd@
c s o Jo
27 1 2 ’1"2 -1 2
:/ /—rdrd&:/ o |(1)d9=——/ do = —.
o Jo 0 2 2 Jo

Notemos que también se pueden considerar las superficies del paraboloide o bien la de la esfera,

cuyo borde sea la misma curva, en esos casos se debe ser cuidadoso con la eleccion de la direcciéon
de la normal.

0,5 pts


0,5 pts

0,5 pts

0,5 pts


