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P1. Considere la superficie definida por
S = {(cos(2) cos(8), cos(z) sin(h), z): 8 € [0,27),z € [0, 7/2]}.

(a) Calcule el drea de S.

(b) Escoja una orientacién para Sy calcule [/, S F-ndS para los siguientes campos vectoriales:

) F(z,y.2) = (2,,0).
ii) F(r,0,0) = (exp(r®) 4 cos(¢)) 8 (en coordenadas esféricas).

i) F(r,¢,0) = %rg (en coordenadas esféricas).

Indicacion: F' corresponde al campo eléctrico generado por una carga puntual @ situada en el origen.
Solucién:

(a) Una parametrizacién de S es:

7(0,2) = cos(2)p+zk 0 €0,2n),z € [0,7/2].

Ademas,
or A
0 = cos(z)6
% = —sin(z)p+ k
Asi,
. or or 5 . N . - N
ndS = 2% %8s dfdz = cos(2)0 x (—sin(z)p + k) dfdz = (sm(z) cos(2)k + cos(z)p) dodz.
Luego,

Area de S = /027r /OW/2 \/ 1+ sin?(z) cos(2)dzdf = (\/§ +1In(1 + \/5)) .

Puntaje: 1.0 punto por calcular ndS, 0.3 puntos por plantear la integral y 0.2 puntos por calcular la
integral.
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Puntaje: 1.3 punto por escribir la integral correctamente y 0.2 por calcular la integral.
ii) Calculamos la divergencia de F:

WEo 1 9 2. 9 3 9 ; _
divF = Teng L‘?r(o < sin ) + a9((exp(r )+ cosp)-r)+ ('“)(p(o rsm(gp))] =0. (1)



iii)

Consideremos la superficie T' = {(p cos(9), psin(6),0): 6 € [0,27), p € [0,1]} orientada segin la normal
n = —k. Entonces, aplicando el Teorema de la divergencia a la superficie S U T, orientada segun la
normal exterior al volumen V(S UT) encerrado por S UT, se obtiene

// ﬁ-ﬁdS://ﬁ-ﬁdS+//ﬁ-ﬁdSz/// div(F)dV = 0.
SuUT s T V(SUT)

Ademés, F|p = (exp(p®) + cos(m/2)) 0 = exp(p*)6. Luego,

1 27
//ﬁ~ﬁdS:—//ﬁ-ﬁdS:// exp(p)0 - pk dfdp = 0.
S T 0 0

Puntaje: 0.5 puntos por calcular la divergencia, 0.5 puntos por la utilizacién correcta del Teorema de
la divergencia, 0.5 por el calculo sobre T

Sea E el manto inferior de la esfera de radio 1 orientada segin 7 y supongamos que S estd orientada
segtn la normal exterior al volumen definido por S U E. Entonces, de acuerdo con el teorema de Gauss
para el flujo eléctrico, se tiene

// F-ﬁdS://F~ﬁdS+//F-ﬁdS:Q.
SUE S E €0

Luego,
//ﬁ-ﬁdS:—//ﬁ-ﬁdS—irQ.
S E €0
Ademis,
™ 2m
//ﬁ-ﬁdé‘:/ / @ f‘-fsingpdﬁdgng.
E x2Jo  4meo 29
Asi,

//ﬁ.ﬁdS:Q.
S 280

Puntaje: 1.0 punto por la utilizacién correcta del Teorema de Gauss para el flujo eléctrico y 0.5 puntos
por el calculo sobre el manto inferior de la esfera.




P2. (a) Calcule [; F-di donde F = pjp+ 1pcos(f) exp(sin®(0))6 (en coordenadas cilindricas) donde I' es la curva que

se obtiene al intersectar la superficie z = /22 + 32 con la frontera del volumen definido por 22 +y% —2y < 0
(precise la orientacién escogida para la curva).

(b) Sea 7 el campo vectorial dado por #(z,y,z) = (z,y,z). Dada una superficie regular S y un vector fijo
¥ € R3, demuestre que

//ﬁo.ﬁdsz{gj%s(%xﬁ.dr_’ si S tiene borde 95 # 0,
S

si S es una superficie cerrada,

donde S y 95 tienen orientaciones compatibles (explique).

(c) Suponga que I' es una curva suave, cerrada y simple, contenida en un plano que tiene como vector unitario
normal a 7 = (a,b,¢) y recorrida de manera positiva con respecto a 7. Considere el campo vectorial

_ 1 [ =
F(z,y,z) = (bz — cy,cx — az,ay — bx). Pruebe que el drea encerrada por la curva I' es igual a 3 7{ F-dr.
r

Solucion:

(a) Primera forma: Célculo directo:
Se parametriza la curva usando coordenadas cilindricas. Asi, una parametrizacién posible es

7(0) = 2sin(0) (p+ k) 0 [0,7)

Ademas, . .
F(7(6)) = 2sin(0)p + sin(6) cos(f) exp(sin®(6))0
y
dr . , . .
@(9) = 2cos8p+ 2sin(6)0 + 2 cos(0)k.

Por lo tanto,

/ F.df = /ﬂ (4 cos(0) sin(0) + 2sin*(0) exp(sin®(0)) cos(6)) df = 0.
r 0

Puntaje: 0.8 puntos por la parametrizacién, 0.5 puntos por evaluar ﬁ(f’(@)) y calcular g—g(&), 0.5 puntos

por escribir correctamente la integral de linea y 0.2 por calcular correctamente la integral.

Segunda forma: Utilizando el Teorema de Stokes:
Consideremos la superficie S generada por la interseccién de la superficie z = /22 + 32 con el volumen
22 + y? — 2y < 0 cuya parametrizacién es:

7(p,0) = pp+pk  pe0,2sin6],0 € [0,7], (2)

con ndS = p(l% — p)dpdf. Ademsds, F' es de clase C! con rotor igual a:

.17 4 k A
rot(F) = — B% % % = cos(#) exp(sin®())k, (3)
P p  %p?cos(9)exp(sin®(F)) 0

Luego, por el teorema de Stokes,
/ﬁ~dF: // rot(F) - adS
r s
7 p2sin(0) N R
- / / cos(0) exp(sin(0))i - p(k — p)dpdt
o Jo
= 2/ sin?(6) exp(sin®(0)) cos(#)df
0

2 _ i
= = exp(sin®(6))
=0.



(b)

(c)

Por lo tanto,

/ﬁ-df*:o.
I

Puntaje: 0.8 puntos por la parametrizacion de la superficie, 0.5 puntos por el calculo del rotor, 0.5 puntos
por aplicar correctamente el Teorema de Stokes y 0.2 por calcular la integral.

Notemos que: div(th x 7) = 0 y rot(vy X ¥) = 2%. Luego, aplicando el Teorema de Stokes y el Teorema de
la divergencia, respectivamente,

//ﬁo.ﬁdsz{lfasvﬁxﬁ-df si S tiene borde 85 # 0,

[y (s div(To x P)dV  si S es una superficie cerrada,

donde V(S) es el volumen definido por S cuando S es una superficie cerrada.
Puntaje: 1 punto por el calculo de la divergencia y el rotor y 1 punto por la aplicaciéon del Teorema de
Stokes y el Teorema de la divergencia.

Notemos que rot(E) = 2(a, b, c). Luego,

a
AreadeS://dS:// bl - //rotﬁ j{F dr.
s s \¢

Puntaje: 0.7 puntos por el calculo del rotor, 0.7 puntos por notar que la integral de area es la integral de
flujo del rotor y 0.6 puntos por la aplicacién del teorema del Rotor.




P3. (a) Considere el campo vectorial F(z,y) = (2% — y*)e” cos(y) — 2zye”sin(y), (y* — x2)e” sin(y) — 2zye” cos(y)).
Calcule [ F - df donde T es la curva I' = {(cos(6),sin(6),0): 6 € [0, 7]} recorrida en sentido antihorario.
(b) Muestre que el campo F(z,y,z) = (cos(x) cosh(y), sin(z) sinh(y), 0) es conservativo en R3 y encuentre el
potencial asociado.
2?2 — P 2zy
22 1+ 2)2" (22 + y2)2

(c) Considere el campo F(z,y) = <( > . ¢Es F un campo conservativo en todo R2\ {(0, 0)}?

Solucion:

(a) Consideremos la curva T parametrizada por 7#(t) = (t, 0) con t € [—1,1] y notemos que F se puede escribir
como F' = (M,N) con M(z,y) = (22 — y?)e®cos(y) — 2xye®sin(y) y N(z,y) = (y*> — 2?)e®sin(y) —
2zye” cos(y) de clase C en R2. Entonces, aplicando el teorema de Green,

/ F F//(aNW>dxdy0.
rur Ox

Luego,
N 5 1 2t 5
/F~dF:—/F-dF:—/ <t e) - (1>dt:—e.
T T 1 0 0 e
Puntaje: 0.5 puntos por verificar que %—]X - %—A?i =0 en S, 0.8 puntos por utilizar el Teorema de Green,
0.5 puntos por escribir la integral de linea sobre I' y 0.2 puntos por calcular esta integral.
(b) Buscamos una funcién ¢(zx,y, z) tal que F = —V¢, es decir,
0
a—f = — cos(x) cosh(y),
9¢
o _ & inh 4
9y sin(x) sinh(y), (4)
0
9% _y,
0z
Notemos que la tercera ecuacién de (4) implica que ¢(z,y, 2) = ¢(z,y). Ademds, integrando parcialmente
con respecto a x la primera ecuacién de (4), ¢ = —sin(x) cosh(y) + C(y), donde C(y) es una funcién que
depende solamente de y. Derivando con respecto a y, se obtiene
9¢

il sin(x) sinh(y) + C'(y).

Igualando con la segunda ecuacién de (4), se obtiene que C’(y) = 0. Por lo tanto,
| ¢(,y) = —sin(x) cosh(y)

donde C' es una constante arbitraria.
Puntaje: 0.5 puntos por decir que ¢ no depende de z, 0.5 puntos por integral parcialmente con respecto a
x, 0.5 puntos por obtener que C’'(y) = 0 y 0.5 puntos por obtener correctamente la férmula para ¢.

(c) El campo es conservativo.
Primera forma: Encontrar el potencial asociado:

T

oz, y) = T2 e

es un potencial para F' sobre R2 \ {(0,0)}.

Puntaje: La distribucion de puntaje es igual a la de la parte anterior.

Segunda forma: Dado que rot(E) = 0 sobre R2 \ {(0,0)}, por el teorema de Green, basta demostrar que
la integral de linea sobre toda curva I' cerrada y regular por pedazos es 0. En efecto, basta demostrar que
la integral de linea sobre la curva I';, = {(a cos(6),asin(f)): 6 € [0,27]} es cero para todo a > 0.

/Fa Fdi = a714 027T <a2 Z(fjgi)s(e)a;zl(gj(a)) ) (2;;12‘&?)) do = a—lz /O27r (cos?(0) sin(6) + sin®(0)) df = 0.



Puntaje: 0.5 puntos por mostrar que el rotor de F' es nulo sobre R2 \ {(0,0)}, 0.8 puntos por explicar por
qué basta con demostrar que la integral de linea de la curva I', es cero para todo a > 0 y 0.7 puntos por
mostrar que la integral de linea sobre I, vale cero para cualquier a > 0.



