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P1. El Folium de Descartes es la curva de ecuacién z° + 9% = 3zy. [
a) (1 ptos.) Demuestre que para cualquier regién D del plano

cuya frontera es una curva regular, cerrada y simple, recorrida
en el sentido antihorario, se cumple que:

1 "
2 f (zdy — ydz) = Area de D.
ap

Usamos el Teorema de Green, asi: A
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1 - 1 [ (0% _0(+y) 0

= = = =X L3 s

= }i D(r’gl}dy\‘_yﬂ:c) > fD ( oA )dmd@
NV = lf 2dzdy = Area de D

M 2
b) (1 ptos.) Para todo t > 0, encuentre las coordenadas de los dos puntos donde la recta y = tz, de
pendiente ¢, intersecta al Folium (uno de ellos se encuentra en el interior primer cuadrante).

Reemplazando y = tx en la ecuacién del folium se tiene: o _
23+ (tx)3 = 3x(tz) = 1+ -3z%=0
c:ﬂ:: r:; + %) ""1' =G @)
De aqui se obtiene r = 0 (que corresponde al origen}ly P ,F_ Reemplazando en y = tz se obtienen los dos
puntos: % 242
(0,0), (1+t3‘1+t3r @’

c) (2 ptos.) Use las dos partes anteriores para calcular el drea encerrada por el Folium en el primer cuadrante
(ver figura).

Usamos la féormula de la parte a) con la parametrizacién sugerida por la parte b)
(I) = (T?I) =7(t), te€[0,00)q T
y 2 ’ P —(03ptsh
Derivando se obtiene: S . il
() = (ﬁt 1+(:;+£3)12 32) | = m\= @)
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Asf el drea queda:

Ty y
o0 4 A Yeuh I
A / 6t — 3t 3t 3 —6t
-
0 (1+t3) 1+ t3L(1+13)7
18 t - 9t5 — 18¢%)
8t ) it
(1 +13)3
/ (1+#3)723t%dt = (1+t3) = g= 1.0 pts
d) (2 ptos.) Calcule el trabajo realizado por el campo,, vectorial
(w v zty’ -~ w)
al recorrer la parte del Folium del primer cuadrante en el ée;ltldo antihorario.
Usamos nuevamente Green: 4 o™
P
o(z*y*)
8D(dea: + F,dy) "oy )da:du. @>
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&2 entonces se cumple 1a identidad

a) (! ptos.) Demuestre que si F es un campo vectorial de clase

(1)
V x (V x F) = V(div F) - AF.
Calculamos V x (V x F),
(035
{(Vx(VxF)}) = e.,ka (V x F)i)- Q3ptsh
Zj
a OF, 32F ﬂ
= €ijkg— o (6"”"3 ) = fijkqukm;_p: \9_{1’,,
8?F,
= (0ipdjq — 61':153'1!)%],—32;
- 5.5 O'Fy " OF, _ 0K _ O°F;
- P59z, 9 PBx;0z, 0Ox;0r; 0x;07;
= %(div F) = AF, = {V(div F) - AF}¢ @)

b) (0.5 ptos.) Demuestre que si ¢ es un campo escalar de clase %2, descrito en coordenadas curvilineas
ortogonales como ¢(w, wa, ws) entonces su laplaciano se puede calcular mediante la férmula:

o= 53 ool (o) 2

donde H = hjhohs es el producto de los tres factores de escala.

Sabemos que A¢ = div(V¢). Luego, usando reiterddamente las férmulas de divergencia y gradiente en coor-
denadas curvilineas, tenemos que:

A =

(H{Vdﬁ}u \
i ) plGl )

m |

(= bj’) ==Y 2 (20, D

¢) (2 ptos.) Usando las expresiones en coordenadas curvilineas de los operadores gradiente, divergencia y
rotor (ver formulario al final), pruebe que la férmula (1) permite calcular el laplaciano de un campo
vectorial F en coordenadas curvilineas ortogonales mediante la férmula:

- HFwJ ifw 4w
(&F}, - th[;ai]( ol ZHaw,hiz(a(’éi’)—3(”")] ®

6tUj

e

Indicacion: Serd 1til usar la identidad siguiente (no la demuestre):
2

H
€; 'khsz = ———(8ipbiq — ig0;
; J q hihjhphq P~1q q JP)
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Primero calculamos V(div F) en coordenadas curvilineas:

(VivFe = 5 p(div Fh_ -C2pt}
_ 1871 8 (HFu, W T
- Ea“&[‘ﬁ?;a_w}( = ) Q03 ps]

Ahora calculamos V x (V x F) en coordenadas curvilineas

o hi & .
VXX Pl = 3 3 corgm (9 x Flurk Q@3 ps)
3,k=1
hi o 8(hqFu
S H 2 ;[ (5 > (hF"))]
W= .q-'
kB 1 8(hyFy
= 3 (St (5 L) &,

Aqui usamos la Indicacién Y queda:

[ h;‘f?f:phq (5ip53'q - ‘Siq‘st)} (—I}?-(%%“—:q))]

[ H 9hiFu)  H  8(hF,)
h h h h Gw,- hq'hjhjhi 81.()_7' ]

:.M“’
&l

[
s
£~
Il

-

<
]
—

Me L
QJQJS

I
oF =& okl
M
QJIQ’

[ H (a(thwJ) 8(hiFyu)\7

w; hfh? ow, B, = )J ; ya que la resta es nula para j =1 CU.S ™)

e
W

d) (1 ptos.) En el caso de las coordenadas cilindricas, use (2), para probar que el laplaciano de un campo
escalar ¢(p, @, z) es de la forma

8= 4(50) + 5(5%) + < (58) + (52)

donde A, B, C, D son funciones de p que debe encontrar explicitamente.

En el caso de las coordenadas cilindricas: (wy, w2, w3) = (p,0,2), hy, =1, hg =p, h, =1 y H=p. —
Por lo tanto, la férmula (2) queda: :ﬂ.: psp
3
- 1N 0 00 OF
ag = p;:«:a (hQBwJ)

_ 170/ 09 10 86

itiG ap)+ae(pae)+az(ps;)}= @gl

1709 d*¢  18%

= p{8p+ P2 T pogE TP 622}

_ 1\a¢ a2¢ A a2¢ 8%¢

N )lt;‘p M op pﬂ 062 #622 * Q2 pts
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Osea:A=-};,B==D=lyC=

e) (1.5 ptos.) En el caso de un campo vectorial en coordenadas cilindricas del tipo F* = Fy(p,0,2)P
demuestre que la primera componente de su laplaciano es de la forma

{AF}, = AF,+LF,

donde L es una funcién de p que debe encontrar explicitamente.

Nuevamente: (w;,ws,w3) = (p,0,2), hy =1, hg=p,h. =1y H=p.
Por lo tanto, la férmula (3) queda:

= - i d(hjFy,) O(F,
@h, = Sl () - o - ) R

h aolopa-raw,=P — :"” aoloparIw,-z:Oz 4
9 [10pF, o 0F,\] O OF,

- 5;[; gpp]"%{ae[p(o”ﬁe’)]*az[ (0—_5?)]} @
o (F, OF, 18, &F,

= 5’,3[’,? )T A e

2 2 82
o A A e &
SAF,,
Osea:L:——;&.
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P3. Calcular el flujo del campo vectorial F = (z, 0, —~2)en
cada una de las superficies I;, I, I3, cuya reunién

b =H>0
es el borde del volumen 0 de la figura. Use para su i )
célculo la orientacién definida por la normal exterior T, (H/2< 2 < H,
a . p =R>0)

Puntajes: Cada flujo vale 2 ptos. Pueden calcularlos | __.. T -
integrando directamente o usando apropiadamente al- : :
gin teorema visto en clases. En el caso de integra-
cidn directa, el puntaje es: (0.5 ptos.) parametrizacién
¢(u, v) indicando el dominio de (u,v), (0.5 ptos. ) Cal-

L3 (2 =g(z,¥)

0 Y
culo de %, %3 y dS, (1 pto.) cdlculo de la integral
resultante.
X
Flujo en superficie £,;:
&
Parametrizacion: ¢(z,y) = (y) donde (z,y) € #((0,0); R)., (0.5 pts;
H
1 0 0
09 9¢ 09 0O¢ F :
2= =10}, 47== 1|1}, 5= x5==10). Con esto 7idS = kdxd /-\\..'
o (o) o (o) LA (1) ) o =
F.idS = ~Hdady = —H(nR?), an
Ll ads= [ ~Hdady=~H(rR), Q0ps)
Flujo en superficie ,:
Rcos#
Parametrizacién: ¢(8,z) = | Rsen@ | donde (6,z) € [0,27] x [H/2, H], (0.5 ptsh
z .
—Rsend 0 h Rcos®
B¢ o4 _ 99 99 _ 7dS = d a
o — ( chsg ), i ((1)), 50 X 5 = ngnﬂ . Con esto 1dS = (z,y,0)dbdz, 0.5 pts)

/ F-'fidS=/ / 32d0d2=/ / R?cos BdOdVZ—R '7f'-2-'=§H(7TR )-—@)
§os 0 H/Q 0 Hf2

Flujo en superficie I3:

Usamos Teorema de la divergencia:

F.7dS + P‘-ﬁd3+[ F‘-ﬁdS:/div Fav, ay)
1 p p) (1] . )
Como div F =52 + G0 + %52 =1 +0-1=0, Qo)
Asf: [
= 2 1 2 __]'H R2
F‘-ﬁds.—_-f F.ids - | F-idS#£ H(xR?) - ZH(xR") = SH(nR").
I3 T b
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Alternatival!!!! Flujo en superficie 3 parametrizando:
T
Parametrizacién: ¢(z,y) = ( y ) donde (z,y) € #((0,0); R). . ( 0.5pts?
9(z,y)
1 0 - g
o 0 z m
62 (0) 6¢ ( 1 ) 09 gqb _gg . Con esto 7dS = g; dxdye(sentido de 7 ajustado!!!)/_\
2) % \u y | ! —(Uptsp
- Bg(:t: y) f 0zg(z,y)
F.-7dS = z,y))dzdy = ———=~dzdy
/}:3 20RO + glwy))dedy #@GR 0T
R VRI-y2 R VR -y? R s 1
_ / axg(x’y)da:dy __:/ (z'g(:z:,y) )d =/ ( R2 — 2 )dy = 7rR il
y=—RJ-/RI—z Oz y=-R -VR =2 y=-R
Q3pts) O.Spts D
Tiempo: 3 horas.
Formulario
10
Vol = 350
" = 1 8 Hij
div F = Ej:zlé—wj( )
5 hi o O(hiFu,)
{V X F}w‘ = -}-.Il Z €ijk awj &
k=1
€ijk€pgk = 5ip‘51'q — Gigdjp
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