CONTROL I CALCULO AVANZADO, 2017/1

Profs. J. Davila, M. del Pino, G. Montecinos

(1) Considere el campo vectorial F : R3 — R3 definido por
F(z,y, z) = (32222 + 5y°)i + (223yz + 15ay® — 72)j + (239 — Ty + 42°)k

(a) (3.5 pts) Calcule V x F. Determine si F es conservativo, y de ser el
caso encuentre un potencial para F'.

(b) (2.5 pts) Sea C = (C,7) la curva en R® parametrizada por
F(t) = (sin* ¢, 2™ cos® ¢, (1 + tQ)% sint), te€ 0,7
Calcule la integral de linea [, c F-deb.
(2) (a)(2 pts) Evalte la integral de linea
}iﬁ . d_z, ﬁ(x, y) =i+ 2%
donde C' es la curva cerrada simple que es el borde del triangulo de vértices

(0,0), (1,1) y (1,0) orientada en sentido antihorario.

(b) (1.5 pts) Demuestre que si C = (C,7) es una curva cerrada simple,
orientada en sentido antihorario que constituye la frontera de una regién
D, entonces

Area(D) = 7{ F.dl, F(z,y)=xj.
c
(c) (2.5 pts) La Lemniscata de Gerono es la curva en el plano de ecuacién
2% = 22 — y? cuya mitad derecha estd parametrizada por
~(t) = (sint,sintcost), ¢ € [0,n].

Use la parte (b) para calcuar el drea de la regién encerrada por la mitad
derecha de la Lemniscata.
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Paraboloide z = 4 — 22 — /2.

(3) (a) (3pts) Sea S la superficie cerrada, orientada segin su normal exterior,
representada por las 6 caras del cubo [0, 1] x [0, 1] x [0, 1]. Calcule la integral
de flujo

// FdA, F(z,y,2) = 2213 + 3ye*j + xsin zk.
S

(b) (3pts) Sea S la superficie definida por la regién del paraboloide z =
4 — 2% —y? con z > 0 (ver figura), orientada hacia su exterior. Calcule la

integral de flujo
/ / F-dA,
s

F(z,y,2) = (zzsin(yz) + #*)1 + cos(yz)j + (3zy% — 6”32“’2)1;.
Indicacion: “cierre” el paraboloide y use el Teorema de la divergencia.
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Profs. J. Dévila, M. del Pino, G. Montecinos

(1) Considere el campo vectorial F : R? — R3 definido por

Fx,y, 2) = (32222 4+ 5y°)1 + (22%yz + 152y — 72)j + (2%y® — Ty + 42%)k
(a) (3.5 pts) Calcule V x F. Determine si F' es conservativo, y de ser el
caso encuentre un potencial para F'.

(b) (2.5 pts) Sea C = (C,7) la curva en R? parametrizada por
F(t) = (sin* ¢, 2" cos® ¢, (1 + tQ)% sint), te[0,7].

Calcule la integral de linea fc F-deb.

Solucién.
e Para la parte (a) calculemos (0.5 pt)
i k
VX F = O Oy 0,
3x2y%z + 5y3  2a3yz + 15xy® — Tz 23y — Ty + 423
=223y — 7 — (22%y — 7)1 — j(3z2y? — 32%y?) + k(62%yz + 15y° — (62%yz + 15y%))
=(0,0,0).

>

El campo F es entonces conservativo ya que es de clase C'' en R3, que es
un dominio estrellado (0.5 pt) . Encontremos el potencial asociado, esto
es una funcién f(x,y, z) tal que Vf = F. Queremos entonces

fo =32%y%2 + 5¢°
fy =223y2 4+ 152y — 72
fo =23y — Ty + 423, (0.5 pt)

De la primera ecuaciéon obtenemos que

flaw2) = [ G272+ 55°)do + 9(0:2)
=2®y*z + by’ + g(y, 2).
Derivando esta expresion en y y usando la segunda ecuacién obtenemos
fo(z,y,2) = 22%yz + 152y* — 72 = 22%yz + 152y + g, (y, 2). (0.5 pt)
De modo que gy(y,2) = —7z, y por lo tanto
9(y, 2) = —Tzy + h(2).
De este modo, tenemos que

f(zyy,2) = 23y%z + by — Tzy + h(z).
1
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Lemniscata de Gerono

Derivando en z, usando la tercera ecuacién, obtenemos
fo(m,y,2) = 2°y® — Ty +42° = 2%* — Ty + 1/ (2). (0.5 pt)

Por ende h'(z) = 423, y por lo tanto h(z) = z* + ¢. Tomando ¢ = 0, un
potencial para F' estd dado entonces por

f(@,y,2) = 2y?z + bay® — Tzy + 2*. (0.5 pt)

e Para la parte (b), notemos que por ser F conservativo, la integral de linea
se escribe en términos del potencial f como

/C Fdl = £(3(r) - £(7(0)) = £(0,~1,0) — £(0,1,0) = 0. (2.5 pt)

(2) (a) (2pt) Evalte la integral de linea
]{ F.dl, F(z,y)=y*1+2%
c

donde C' es la curva cerrada simple que es el borde del tridngulo de vértices
(0,0), (1,1) y (1,0) orientada en sentido antihorario.

(b) (1.5pt) Demuestre que si C' = (C,~) es una curva cerrada simple, ori-
entada en sentido antihorario que constituye la frontera de una regién D,
entonces

Area(D) = j{ F.db, F(z,y)=1j.
c

(¢) (2.5) La Lemniscata de Gerono es la curva en el plano de ecuacién

2% = 22 — y? cuya mitad derecha estd parametrizada por

~(t) = (sint,sintcost), ¢ € [0,n].

Use la parte (b) para calcuar el drea de la regién encerrada por la mitad
derecha de la Lemniscata.
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Solucién.
e Para la parte (a) usemos el Teorema de Green. Tenemos que si D es
el tridngulo sélido, entonces

%F_"'dﬁﬁ, Fo:y / — — —)dxdy,
C

ﬁ:yQierzj:PiJer.

fgﬁ‘dﬂé://p(%ny)dxdy = (1pt)

El tridngulo D se describe como D = {(z,y) /0 <2 <1, 0<y <
x} (0.5 pt) y por ende

fcﬁ-cfe://l)(zx—zy)dxdy
22/01 (/Ox(x—y)dy) dz

1
:/ [—y +233y} o dz
0

! 1
:/ 2?dr = . (1pt) O
0 3

Entonces

e Para la parte (b), notemos simplemente que por el Teorema de Green se
tiene que si

F =2j= Pi+Qj.

entonces

fﬁ dt = // @—8—5 xdy://Dld:cdy:Area(D). (15pt) O

e Finalmente, para la parte (c¢) usamos la férmula de la parte (b). Con
F = zj. Tenemos que

Area(D j{F = /F’_y' v (t) dt

esto pues la curva C como estd definida estéd recorrida en sentido horario.
(1 pt) Tenemos que 7' (t) = (cost,cos®t — sin’t), de modo que F(F(t)) -
7'(t) = (cos?t —sin?t)sint. (0.5 pt) Por lo tanto

Area(D) = — / (cos? t — sin® t) sin t dt
0

:—/ (2cos*t — 1)sint dt

0

2
=3 cos3t—cost‘;0 =3 (Ipt)y O
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Paraboloide z = 4 — 22 — y°.

(3) (a) (3pts) Sea S la superficie cerrada, orientada segin su normal exterior,
representada por las 6 caras del cubo [0, 1] x [0, 1] x [0, 1]. Calcule la integral
de flujo

// F - dA, ﬁ(x,y,z) = 2zyi + 3ye”] + xsinzk.
s

(b) (3pts) Sea S la superficie definida por la regién del paraboloide z =
4 — 22 —y? con z > 0 (ver figura), orientada hacia su exterior. Calcule la

integral de flujo
/ / F-dA,
s

F(z,y,2) = (zzsin(yz) + #)1 + cos(yz)j + (32> — e”2+y2)f<.
Indicacion: “cierre” el paraboloide y use el Teorema de la divergencia.

Solucioén.
e Para la parte (a) usemos el Teorema de la divergencia. Tenemos que

- 0
..
div 3

0 0
2 (3ye®) + a(m sinz) = 2y + 3e® + x cos z. (1 pt)

ay

Del Teorema de la divergencia tenemos que

Jf 5 e

111
= / / / (2y + 3¢e® + x cos 2)dz dy dx
o Jo Jo

1ol
:/ / (2y+3(e—1)+xsinl)dydx
o Jo

(2zy) +

1
1
:/ (1+3(671)+xsin1):1+3(671)+§sin1. O (2 pt)
0
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e Para la parte (b) usemos el Teorema de la divergencia, primero cerrando
la superficie S, escribiendo S = S U S; parametrizada segin su normal
exterior, en que S; es el disco

Sy ={(x,9,0) / 2 +y* <4} (1.5 pt)

Calculamos

divF = %(mz Sin(yz)—l—x?’)—i—aﬂy(cos(yz))—i—%(3zy2—e“’2+y2) = 32%+3y%. (0.5 pt)

Entonces, si D es la regién interior a la superficie, tenemos

//ﬁ-d}t:/// div Fdv
S D
d—z?_y?
= // / 3(x? + y*)dz dy dx
z2+4y2<4 J0
:3// (4 — 2% —y*)(2? + v dx dy
r24y2<4

2w 2
:/ / (1213 — 3r°) dr do
o Jo

1 r=
—2m(3rt — §T6)|T:(2) =327 (1pt) O



