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Control 1
1. a) (1.2 puntos) Si k̂ es el vector unitario según el eje Z y r̂ el vector unitario radial de las

coordenadas esféricas, demuestre (trigonometŕıa) que k̂ = cos(ϕ) r̂ − sin(ϕ) ϕ̂, donde ϕ es el
ángulo entre ~r y el eje Z utilizado en las coordenadas esféricas).

Este resultado lo puede utilizar en las partes (b) y (c).

b) (1.2 puntos) Considere el campo escalar f : R3 −→ R definido por:

f =
α

4π

k̂ ∙ ~r
r3

donde α es un número real.

Calcule ~F = −∇f , expresandolo en la base {r̂, ϕ̂, θ̂} de las coordenadas esféricas. ¿Podŕıa
asegurar que ~F es un campo conservativo?

c) (1.2 puntos) Considere el campo vectorial ~A : R3 −→ R3 definido por:

~A =
α

4π

k̂ × ~r
r3

Calcule rot ~A

d) (1.2 puntos) Sea B(~0, ε) la esfera centrada en el origen y de radio ε en R3. Calcule
∫∫

B(~0,ε)

~F ∙ n̂ dS

donde ~F = −∇f es el campo vectorial encontrado en (b).

e) (1.2 puntos) Calcule ∫∫

Σ

~F ∙ n̂ dS

donde Σ es cualquier superficie regular y cerrada, que deja al origen en su interior.

2. a) (3 puntos) La curva representada en la figura siguiente es conocida como Lemniscata de
Bernoulli.

Figura 1: Lemniscata de Bernoulli
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Esta curva admite la parametrización

~γ(t) = (sin(t), sin(t) cos(t)) , t ∈ [0, 2π]

y su ecuación cartesiana es
x4 = x2 − y2

Calcule el área que encierra la Lemniscata.

Hint: Utilice el Teorema de Green con un campo vectorial adecuado.

b) Considere el campo vectorial:

~G(x, y, z) = ex cos(y)zı̂− ex sin(y)z̂+ [ex cos(y) + 1] k̂

(i) (1.5 puntos) Encuentre un campo escalar ϕ : R3 −→ R tal que

∇ϕ = ~G

(ii) (1.5 puntos) Calcule el trabajo realizado por ~G en el arco de curva definido sobre:

C =
{
(x, y, z) ∈ R3 / 4x2 + y2 + 10z2 = 4, 2x+ y + z = 2, x, y, z ≥ 0

}

que va desde el punto (1, 0, 0) al punto (0, 2, 0).

3. a) Considere el campo vectorial

~H(x, y, z) =
[
3x2y − 3z + ex sin(z)

]
ı̂+ x2̂+ [ex cos(z)− 3x] k̂

(i) (1.5 puntos) Calcule rot ~H.

(ii) (1.5 puntos) Determine el valor de

∮

Γ

~H ∙ ~dr

donde Γ es la curva parametrizada por

Γ : ~γ(t) = (cos(t), sin(t),− sin(t)) , t ∈ [0, 2π]

Hint: Note que Γ es el borde inferior de la porción de cilindro de la figura:

Figura 2: Porción de cilindro solo con tapa superior.
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b) La siguiente es la ecuación de Euler para un fluido,

ρ(∇ ∙ ~v)~v +∇p = −ρgk̂

donde ρ y g son constantes (la densidad y la constante de gravedad respctivamente), ~v es un
campo vectorial de clase C1 (la velocidad) y p es un campo escalar de clase C1 (la presión).

(i) (1.5 puntos)Demuestre la siguiente identidad, válida para cualquier campo vectorial ~v
que sea C1:

(∇ ∙ ~v)~v =
1

2
∇(v21 + v

2
2 + v

2
3)− ~v × (∇× ~v)

Nota: Se utilizó la notación (∇ ∙ ~v)~v = (~v ∙ ∇v1, ~v ∙ ∇v2, ~v ∙ ∇v3)
(ii) (1.5 puntos)Deduzca que si ~v cumple Euler y es además irrotacional, entonces satisface

ρ

2
(v21 + v

2
2 + v

2
3) + p+ ρgz = constante

Tiempo: 3 horas.

Recuerdo de algunas fórmulas

• Teorema de Green:
∫

C

~F ∙ ~dl =
∫∫

S

(
∂F2

∂x
−
∂F1

∂y

)

dxdy

• Teorema de Stokes:
∫

C

~F ∙ ~dl =
∫∫

S

rot(~F ) ∙ ~dS

• Teorema de Gauss:
∫∫∫

Ω

div( ~F ) dV =

∫∫

S

~F ∙ ~dS

• Gradiente en coordenadas ortogonales:

∇f =
1

h1

∂f

∂u1
û1 +

∂f

∂u2
û2 +

∂f

∂u3
û3

• Divergencia en coordenadas ortogonales:

div( ~F ) =
1

h1h2h3

(
∂(h2h3Fu1)

∂u1
+
∂(h1h3Fu2)

∂u2
+
∂(h1h2Fu3)

∂u3

)

• Rotor en coordenadas ortogonales:

rot(~F ) =
1

h1h2h3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

h1û1 h2û2 h3û3

∂

∂u1

∂

∂u2

∂

∂u3

h1Fu1 h2Fu2 h3Fu3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

• Identidades para el tensor de Levi-Civita

εijkε`mk = δi`δjm − δimδj` , εijkε`jk = 2δi` y εijkεijk = 6
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• Coordenadas esféricas:


