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1 Ejercicios Resueltos
(ejemplar de prueba)

Mediante la inclusién de ejercicios resueltos se espera que los es-
tudiantes tengan portunidad de movilizar sus capacidades para bus-
car, analizar, procesar, representar y comunicar diferentes tipos de
informacién, decodificando y traduciendo la informacién contenida
en las funciones, gréficos, series de Fourier, integrales de Fourier y
sus propiedades.

1.1 Problema 1.

i) Desarrollar en serie de Fourier la funcién periédica de periodo 27 .Representar
graficamente y estudiar la convergencia de la serie en R.

0 si —7<2<0
f(m)_{x si0<z<n7m

Solucién:
i) Calculo de los coeficientes de Fourier.
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Usando el método de integracién por partes se tiene:
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luego el coeficiente es:
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Por lo tanto, la serie de Fourier seri:

T 2 (—1)"*!
ZJrZ *WCOS((2n71)$)+7

sin(nx)

n=1

En todos los puntos de continuidad la serie converge a f(x) y en los puntos
de discontinuidad del tipo x = 7 + 2n7 con n € Z, la serie converge a 7.

i1) A partir del resultado anterior obtenga la suma de la serie:

> 1
Z (2n —1)2

n=1

Solucioén. (i7)
Evaluando en x = 0 se tiene

de donde

y de aqui

1.2 Problema 2

i) Desarrollar en serie de Fourier la funcién periédica de periodo 27, definida
por:

fl@)=2° —n<z<nm

1) A partir del resultado obtenido calcular la suma de:
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i1I) Determine la convergencia de la serie ZF
n=1

Solucién:
i) La funcién f es par por lo cual obtendremos una serie de cosenos, que

tiene la forma:
o0
ap + Zan cos (nx)

n=1



T ™ 3 2
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an =2 [ f(z)cos(nz)de = 2 [ 2? cos(nz)dz
0 0
an = z sm(nm) + 2z c?;(nm):l _ 4cozgnﬂ) _ 4(;21)n
Luego, la serie es:
— + 42 cos (nx)

n=1

Como la funcién es continua en R ,entonces:

2 = 12 + 4i (-V)" cos (nz), todo z real
3 n=1 n2 ’ .

Solucién (i)
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La serie numeérica se puede obtener haciendo x =7y f(7r) =7
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de donde
i41) Como la funcién f es seccionalmente suave para —7 <z < 7wy f(—7) =

f () se cumplen
las condiciones de suficiencia de la identidad de Parseval entonces
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1.3 Problema 3

Sea f(x)==x(sinz), si —m < & <, entonces:

i) Determine la serie de esta funcién.



i1) Pruebe la convergencia de la serie:

= (~1
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Solucién:
i) La funcién f(z) es par, es decir f(z) = f(—z) V z € (—m, ), entonces:
b, =0

%ng( z)de _%0} zsinzde = [[m(_cosx)]g-i-g[cosmdw =1
=2 ff( ) cos(nx)de = 2 ]rmsinmcos(na:)dx
Para n ;é 1 0
apn, = %fa: [sin ((n 4 1) z) — sin ((n — 1) z)] dz = 2(n21)n1+1
Para n % 1 _
a1 =2 [zsinzcoszdr = 1 [zsin(2z)de = —3
0 0

Por lo tanto, la serie es:

1 1n+1
m51nzzc:1—2(zosac—i—2zL

T cos (nx)
n=2

#4) En z = 0 hay un punto de continuidad de la funcién, entonces la serie
converge a f(0)

n+1
f(O)—O—l—%CObO-FQZ%COS(O)

Finalmente

1.4 Problema 4

i) Para f(z) = e~[*], 0 < 2 < 2 obtener su serie de Fourier en cosenos, periédica

de periodo 4.
i7) Del resultado determinar la convergencia de:

= ()"
Z 2n —1

Solucién: Evaluando la funcién parte entera tenemos



1 s 0<z<1
fz)y=< et si 1<z<2
e si T =2
Con extensién par f,(x) de f(z) se obtiene la serie:
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Finalmente, la serie es:

1+4e ! 1\ = sin 2F nwT
— +2(1 —e" 2 cos ——
2 ( ) Z nmw 2
n=1
ii) Convergencia de xog = 2 punto de discontinuidad con limites laterales e~*
se tiene convergencia:

1.5 Problema 5

Utilice la serie de Fourier para demostrar la identidad trigonométrica
.3 . 1.
sin®(z) = 1 sin(x) — 1 sin(3x)

Solucién:
Se calcula la serie de Fourier de f(z) = sin®(z) en [—m,n]. Como f (z) es
impar la serie serd:

™

/ sin®(z) sin(nx)dx

0

= 2
Z b, sinnm con b, =

n=1

3|



En primer lugar, calculemos la integral para n#l

3 cosnx] |7'r

fbln rsinnzdr = [— sin” x + = n fbln T cosx cosnxdr
0

cos(n—1)z — cos(n+11)z
2

Usando la identidad trigométrica: cosx cosnx =

= 2 [sin®z [cos(n — 1)z — cos(n + 1)z] dx (1)
0

En segundo lugar, calculemos el valor del coeficiente b; para n =1 en (1)
by = fsln z cos2zxdr = — 2 [ (1 — cos2x) cos 2zdr = 2 [ =4z qy
0 0 0
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En tercer lugar, paran > 1 en (1)

b, = 3 l:sin2 z (sin(nJrl)z + sin(nfl)z> |8- - f (sin(n+1)x + sin(nfl)z> sin de$:|
0

2n n+1 n—1 n+1 n—1

bn = — 55 J (Sinﬁfﬁ”m + Si“;”_‘l”z) sin 2zda

Usando la identidad trigonometrica
s

bp = - 7451 f (cos(n + 1)z — cos(n + 3)z) dz

—5-—L-2 [(cos(n — 3)x — cos(n + 1)z)de =0, Vn#3
0

Para n = 3 el calculo directo, produce:
b3 — 3 w2 __ 1

232271 4
Por lo tanto, la serie de Fourier resultante es:

Luego, por el teorema de la convergencia dada la continuidad de f se tiene
lo requerido.

1.6 Problema 6

Halle la representacién de la integral de Fourier de la funcién f(t) = e~ si

t > 0 considerando una extensién par de f (t) y estudie la convergencia en R.
Solucién:
Sea fp(t) :{

e sit>0

at it <0 ,asi definida es una funcién par, luego:



Alw) = 2/f(u) cos(wu)du = 2/67““ cos(wu)du
0 0

—au b
= 2 lim [62 (—a cos(wu) —&—wsin(wu))}
w 0
2 lim |~ (—acos(wh) + wsin(wb)) + —°
= im | ——— (—acos(w wsin(w —
a? + w?

a? 4+ w?

Entonces la integral de Fourier de f(t) es:

1 2a 2a [ cos(wzx
2 et = 2 [ GG
0 0

Como la funcion es continua en R,aplicando el criterio de la convergencia, la
integral converge a f (¢):

cos(wz) T
dw = — azx
/a2—|—w2 v 2ae

0

1.7 Problema 7

Halle la representacién de la integral de Fourier de la funcién f(z) = ze 17l i
x € (—00,00) y estudie su convergencia en R.

Solucién:

Se tiene que f(x) es una funcién impar. Examinemos, si se cumplen las
condiciones de existencia de integral de Fourier.

En primer lugar

/ ‘xe_lx‘ de = Z/me_mdx
—00 0
= 2 —ace_z|8°+/e_£dx
0
= 2:-1=2



Ademss, f es continua y diferenciable V.
Los coeficientes de Fourier de f son:

A(w) = 0yaque f es una funcién impar
T 4
B(w) = / ue™ " sin(wu)du = 7102
(1+w?)

Entonces, para todo x la integral de Fourier converje a:
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1.8 Problema 8

Sea f la funcién pulso rectangular unitario de periodo 2 definida
55 s —0<zT <o
por f(#) =00 s —1<s<6 6 d<a<l
mente f(x)
b) Obtener la serie de Fourier de f () .
¢) Si ay, (9) es el coeficiente n-ésimo de la serie anterior, calcular los limites:

a) Representar grafica-

lim ( hm (an (), lim (lim (a, (4)))

n—oo §—0+ —0+t n—oo

Solucién:
b) Como f es una funcién par de periodo 2 ,entonces :

f(z)dx
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1 sen(nmd)

5
f (x) cos(nmz)dx = 2 / % cos (nmx) dx = = = ay (9)
0

= 2
an 6 nw

o —

b, = 0 Vn

Luego, se tiene que:

1 700)
F(z) ~ +5Z%n¢§:)cos(nﬂx), ze[-1,1]

¢) En primer lugar calculemos:



En segundo lugar

lim (lim (ay (6)) = lim ( lim (136”(7”5))): lim (1) = 1

n—oo §—0+ n—oo §—0+ 6 nm n—oo

1.9 Problema 9.

Dada la funcién f(z) = xze™® con z > 0,

a) Verifique que considerando las extensiones par e impar de la funcién f:

o0 1-w? ‘ T 2w
) m coswx dw = . m senwx dw

b) Estudiar la convergencia de la IF parar deducir que:

oo 1 oo T w2 7
— | dw = — | d
/o [(Hw“‘)?} . / |G+ w7 ™
Solucién

Consideremos para f(z) = ze® con x > 0 la extensién par

ze ™™ st x>0
Ip(@) = { —ze® st x <0
1 (oo} (oo} .
fp(x) ~ - A (w) coswzdw con A(w) =2 [ ze™* coswz dx
0 0

Ahora, consideremos la extensién impar de f

ze ™ st x>0
filz) = { ze® st <0
1 o0 o0 -
filx) ~ = /B(w) senwxdw con B (w) = 2/$€ Tsenwzx dx
™
0 0

Podemos calcular los coeficientes A (w) y B (w) integrando por partes:



Aw) = 2/xe_zcoswx de =

(1+ w?) (14 w?)?
1 — w? ]

0
lxex (— cos wz + wsenwz) e*“"((l — w2) cos wx — 2wsenw)
[(Hw“’)2

B(w) = 2/xe"’senwm dr =
0
Bw) = 2 lxe"” (—senwz — w cos wx) B e’z((l — w2) senwx + 2w cos wx)
(1 +w?) (1+w?)? o
Bw) = 2| )

Construyendo las respectivas integrales de Fourier y aplicando el teorema
de la convergencia , puesto que f es una funcién seccionalmente Yz > 0 ;se tiene
que :

. 2 7 1 w?
Te = — ———— | coswzdw
i (14 w?)?
0
e 2 7 2w d
Te = = ERTIE senwxdw

0

Por lo tanto, las extensiones son iguales:

° 1—w? y 2w
m coswz dw = m senwz dw
w w
0 0

b) En = 0 se tiene un punto en que estas extensiones son continuas, luego
ambas integrales convergen a f(0) =0

oo

| @ 0:‘/ ww= [
(14 w?)? 1—|—w2 1+ w?)?
0

0
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1.10 Problema 10.

Si f (z)es una funcién par ,con integral de Fourier f (z) = 1 /A (w) cos(wz)dw,
0

demuestre que: a)zf (z /A* ) cos(wz)dw, donde A* (w) = d‘;fuw)

w2

b) 2?f (z) = %/A* (w) cos(wa)dw, donde A* (w) = — 24

Solucién

31

o0
a) Se tiene que zf (z) = /A* (w) sen(wz)dw, es una funcién impar,
0

entonces A* (w) = 2/1} f (v) sen(wwv)dv (1).
0

Como f (x) = %/A (w) cos(wz)dw con  A(w) = 2/f (v) cos(wv)dv.
0 0
Entonces, derivando el coeficiente queda d‘zgﬂ) = 72/11]” (v) sen(wv)dv (2)
0
Por lo tanto, comparando (1) v (2) se tlened‘z(w = —A* (w)
b) Como 22 f (z) = % / ) cos(wx)dw, es una funcién par,
0
entonces A* (w) = %/v2 f (v) cos(wwv)dv (1)
0
Como, f(z) = %/A(w) cos(wz)dw con A (w 2/f cos(wv)dv.
0 0
Por consiguiente %g“) = 72/vf (v) sen(wv)dv =
0
o}
LA _ / v? £ (v) cos(wv)dv (2)
0
Por lo tanto, comparando (1) y (2)se tiene? ;1( =—A*(w).
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