GUIA N°3

Integrales de Superficies, Integrales de Flujo,
Teorema de la Divergencia, Teorema de Stokes.
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PROBLEMAS RESUELTOS

PI.
|Sea 5 la superficie de la esfera unitaria. Sean F un campo vectorial v F, su
componente radial. Probar que
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P2.

Considere el paraboloide de ecuacién 22 + y* = (h — 2) con h > 0 constante y sea II el plano
tangente a la superficie del paraboloide en el punto (0,v/h,0). Demuestre que el area de la
porcién del plano contenida en el cilindro de ecuacién z? + y? = a? es: ma®v/1 + 4h.
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P3.
Considere la porcién o de la superficie cilindrica 22 +3° = R? que se encuentra entre los planos
z2=0y z = R —z. Bosqueje © y calcule su centro de masa suponindo densidad superficial de

masa constante e igual a py.
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P4.

P) Un Huide se somete abcampo de vdoveidades

v Oy, 2) = (x-y2)2+ (y +x&)’é‘+ [242x) . Seo St lov pordon el clindro
By =2 Que e deitro O ln esfora By +=>=4 .
Cowie S(Veida  con Riormas interior vt dlindro

wlindio - v&-bﬁ»:m
=3 r,'z_: 5= /}___\E]
‘@5/9@#'1&,: (Q'L +z2%=¢

a #2x =4
£l = — g,

= fﬁ $ (\E]ws&*, \E'sezfu?,ﬁ>

o e Lo, 2k
z ¢ 2,72]
Ty o ARE £y 1
L = J2!6 TR
oz
k=
= CCYNdA = \;jf@daﬁﬁ & {cont il
e O ,,
S Sy
—}

\ (G‘T) = (Em&gfﬁgzﬁz)fiswﬁ-fﬂwsaa) 2+ 453493@46)
V(&) = \E’f} 22 & + (2rUoeend)i

20 272
Sg V hdh =& g - (\EP 22+ (erUcasasaw)\i)-*? V2l dzdtr

o2 o 7
= =2 §  dedpy =2 =7-2i= —6WI2
o



PROBLEMAS PROPUESTOS
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P7.
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P13.

Supongamos que un fluido esta sometido a un campo de velocidades dado por
l}(m,y?zj = (z—yz)v+(y+ zz)7+ (2 + mejg. Sea S; la porcién del cilindro
z* + y* = 2 que esta dentro de la esfera de ecuacién z> 4+ y® + 22 = 4. Sea 5; la
porcién de la superficie de la esfera z* + y* + 2* = 4 que se encuentra fuera del
cilindro z% + y* = 2. Sea {2 el volumen limitado por S; y S,.

(i) Calcule directamente f V . 7idA con 7 la normal interior al cilindro.
51

(ii) Utilizando el teorema de la divergencia, calcule el flujo neto que pasa a través
de las paredes de la region (2.

(iii) Calcule directamente el flujo a través de S, orientada segin la normal exterior
a la esfera. Compruebe el teorema de la divergencia.

P14.
(a) Calcular ‘?g{yz,zz,mz) +dr’ donde I' es el triangulo de vértices (0,0,0),
r

(0,a,0) y (0,0,a), recorridos en este orden, y compruebe el teorema de Stokes.

(b) Sea S el hemisferio superior de la esfera z* 4+ y* + (z — 1)* = 1. Consideremos
el campo definido por F(z,y,z) = (zsin(z) — y*, z cos(y) + 2°, cos(zy)). Calcule

I = ff V x F .dS. Respuesta: I = =,
s

P15.

Determine cuéles de los siguientes campos son conservativos, y encuentre un
potencial para aquellos que lo son:

(a) F(z,y,z) = (6abz®y — 20bz*y?, 6abzz® — 10baty, 18abeyz?).
(

) ﬁ{f‘j = f[ 'F')V donde V £ R? es un vector constante, f : R — R es una
unciéon escalar apmpiada yr= ( z,Yy,z).
)

f'.'_] f[ ) x V}, con Ve R®y f como en (g).

b) F( 2y, z) = (18abyz® — 20ba®y®, 18abzz® — 10bz’y, 6abzy2?).
(©) Fle,y:2) = Fi(ali+ Flu)g + B,
d f,z) =ap®cosfip+a smﬁ'ﬂ'—l—?azk
AL P’ (4 P
(e) F(r,8,p) = —ﬂafr cos g sm ©F — ar cos f cos 509 + ar sin # sin .
(€) F(z,y,2) = ===~ (azi + byj + c3k).
(8
fu



P16.

Las ecuaciones de Euler de un fluido en régimen estacionario y en presencia
de un campo gravitacional vienen dadas por

pVi -+ Vp = —pgk,

donde g es la aceleracion de gravedad (constante).
(i) Demuestre la identidad vectorial

1 5
vﬁ'-ﬁ:EV(Uf+w§—vg}—ﬁ’x[VXEJ’}.

(ii) Deduzca que para el caso de un flujo irrotacional e incompresible (p = constante)
se satisface la ecuacién de Bernoulli

p(v? +v2 +v3) + p+ pgz = constante.

(iii) Un estanque cilindrico de radio R contiene agua hasta una altura h > 0. En el
fondo del estanque se practica una abertura de radio ¢ << K. Suponiendo que el
flujo es irrotacional, estacionario e incompresible, demuestre que la rapidez con que
sale el liquido es aproximadamente 1/2gh. Justifique brevemente las aproximaciones
que haga.

P17.

En todo lo que sigue 2 C R? es un abierto acotado de frontera 9f1.
(i) Demuestre la siguiente identidad de Green: dados f € C?(}) y g € C*(Q2), se

[Lovs-45= [[[oas s vopav

(ii) Consideremos la siguiente ecuacion diferencial con condiciones de borde:

Au = f en 1
u = g sobre Jf)

Se quiere probar que si esta ecuacién admite solucion entonces ésta es iinica. Suponga
que existen dos soluciones u; y us, y definamos w = u; — uy. Pruebe que w =0 en
(2. Ind.: Note que Aw = 0 y utilice la identidad de (i).



ALGUNOS PROBLEMAS DE CURVAS

P1.
Considers na curva [' C BY con 2 sigwiente propiedad : sxriste un punio 5 por &l cual
tasan todas las rectas n ooz que todo arco de circunferencia satisface
B8ta proviedad}. Jea 7s) o [0,4T)] — B¥ una parametrizacién de T en longitud de

arco.

Y TJreiss o . 2 ™
\&) ~usiiique la excdsiencia de una funcidn escalar ¢ : [0, 2T = R tal que

B=fls)+ w(s) {5

] \

donde ¥ (s) denota &l vectar rormal.

o) Derouestrs que se cumpler las sipafentes igualdades

I—xlslwls) = 0
wis) = 0
+(8)els) = 0

= F ot mfa 5 . v - oy
donde m{s), v(s) som la curvaturs ¥ 1a sorsidn de T, respectivamenta,

Concizya que I' a8 una curva plana.
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P2.
Dada una curva C, s& define la ewoluta de € como el lugar geométrico de sus centros de
curvatura.

Spg I' la hélice circular de parametrizacidn: (&) = (acos(f}, asen(d), e, § € B, v o una
consiante real no oula.

(i) Pruebe que la evoluta de la hélice I" es una hélice con la misma generatriz y mismo paso h.
Denctémosla I'.

(i) Demuestre que la evoluta de I es T'.

(i) Pruebe que las curvaturas de T y T’ son iguales, caleule el cuociente entre las torsiones de
ambas curvas.
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