GUIA N°2: Integrales de Linea y de Trabajo

CURSO: MA26B-02
PROFESOR: CARLOS CONCA
PREPARADO POR: PAULINA HERRERA, JUAN MAYORGA.
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PROBLEMAS RESUELTOS

P1. Sen T la curva que se ancuentrs sobre la superficie definida por
1% hw
= W2t

de forma tal que la altura 5 = #{f) satisface la ecunacion diferencial
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donde =y f representan lis coordemctas cilindricas.
(%) Bosqueje la carve v demuestre que —/'s = A/+/2, donde T v & cormesponden a la torstin
v CILWRALIACEL da [ Tespeshiviamente.
(1) Congiders o camge weetorial Flx, g, 2 = (%1, —2) Sea Ty = Tlag (3,5]. calouie el
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P2.

Un campo de faerzas bidimensional 7 estd definido poT

Flzy)=(z+yli+{z-yl7

Diemostrar que ¢l trabajo realizado por ea [uerza al mover una particula s lo
largo de una curva parametrizada por

Ft) = {85+ p(e)3

con @ € ¢ £ b, depende dnicamente de Ma] y 716). Calcular ¢l trabajo cuande
z(a) =1, z(b) = 2, yia] =3 e y(b) =4
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P3.

Considere una curva regular C que se mueve en la superficie de una esfera
de radio R centrada en el origen del sistema de coordenadas (para fijar ideas,
piense en la superficie terrestre y en un gaseoducto representado por (). Si
(8, ) son los dngulos en coordenadas esféricas que describen C, entonces éstos
satisfacen la relacién:

dg
d_@ =
(i) Sabiendo que C se inicia en la interseccién de la esfera con el eje z para z > 0
(es decir, en el polo norte) y concluye en un punto que pertenece al plano z =0,

determine una parametrizacién de C en términos de 8 ¢ ¢ ¥ bosqueje la curva.
(ii) Determine la masa del gaseoducto, suponiendo que la densidad lineal es

plz,y,2) =/ E+y.

1.

(i) Determinar la integral de trabajo para el campo vectorial definido por

F(z,y,z) = (£,0,~z), a lo largo de la curva C.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

P1.

Una particula se mueve sobre el manto del cilindro z° -+ ¢° = 1 de forma tal

que la altura z = z{#) satisfuce la ecuacion diferencial

4z

g2

=z

con condiciones iniciales z{0) = 1, £(0) = 0, donde (p, 0. z) las coordenadas
cilindricas del punto. '

(2} Encucntre una parametrizacion de la trayectoria [ descrita por la particula
(use el dngulo & como pardmetro para describir la curva)

Respuesta: 7(8) = (cos 0, sin 6, cosh §)

(b) Calcule la longitud de T si @ € (G, 27].

Respuesta: L(I) = sinh{27)

(c) Calcule los vectores tangente, normal y binormal, asi como la curvatura y
torsion de I

Respuesta:

f = ———(—sinf, cosé, sinhl)
cosn&

o= __*_i_..{ — cos B eoshf -+ sinfsinh 6, —sinfcosh @ — cos@sink &, 1 )3
/2cosh 8’

h o= - — {cosfcosh # | sinfsinh d,sinfcosh§ — cosFsinh ¢ 1),
/2 cosh{0)

/2 sinh 6
N 4 311141

T =
cosh? @’ cosh? 6

P2.
& Conservativo ¢ no conservativo?
Sea el campo vectorial F: R*\ {(0,0)} — R? definido por

Floy) = (2 2
y" (5‘ '4'24’2‘5524-?;’2]
Dada una curva [' C R*\ {(0,0)} se define
, 1 =
n(l) == — 5 - I dF

(a) Para las siguientes parametrizaciones, bosqueje la curva corresponciente ¥
calcule el valor de n (1.

(i) 7(t) = (rcos(t), rsin()),t € [0, 27

(i1) -_‘(“ = (r ﬁns(t) —rsin{z)),t € [0, 27

(iii) 7(2) = (r cos(¢), rsin(4)), & € [0, 47].

(iv) T es la frontera del cuadrado [—1, 1] % [—1,1] recorrida cn cf sentido de
las manecillas del relej.



Pregunta: j, Es F* un campo conservativo en todo R*4 {(0,0)} 7 Dada I" curva
cerrada en torno al origen, a n(T") se le lama el ndmero de enrollamiento anii-
horario de I'. Justifique esta terminologia a partir de los ejemplos antericres.
(b) Considere la curva T' parametrizada por

7(t) = (2r — reos(?), rsin(t)),t € 0, 27

Para calcular n(I") pruebe que existe g : R € R*> — Rtalque F(z,y) = Vg(z, )
en 1n rectangulo R cue contiene a la curva I'. Deduzca el valor de n(I") para
toda curva contenida en dicho rectangulo.

Indicacién: Busque g de la forma

alay) =1

\\

i3 |

Ay
A
|
J
v recuerde gue 2 (arctg) (i) = 5.
(¢) ; Hay alguna contradiccidn entre los resultados obtenidos en las partes (a)

v (b) ? Justifique.

P3.

Consideremos el campo de fuerzas F' = ¥+ 227+ 72k,

(1) Calcular la integral de trabajo de F a lo largo del tridngulo de vértices
(0,0,0), (0,a,0) ¥ (0,0,a) donde a > 0.

Respuesta: W = “3—3

(i) Calcular el trabajo realizado por esta misma fuerza sobre una particula
que se mueve a lo largo de la curva de interseccién de la esfera 2°+92+22 =1
y el cilindro semi-infinito 2 +¢% —x = 0, z > 0. La trayectoria se describe de
manera de dejar la regién de la esfera que es interior a la curva a la izquierda
de un observador que la recorre (i.e. sentido anti-horario segiin ).

: =18 _z
Respuesta: W = g — %

P4.

Un ciclista sube una montafia parabdlica de ecuacién z? + y? + z = 2r sigu-
iendo un camino I' de modo de alcanzar la cima tras realizar una vuelta en
torno a la montana.

(i) Utilizando coordenadas cilindricas, deducir una parametrizacién de I' sabi-
endo que se satisface g—; = a con a¢ > 0. Suponga que inicialmente el ciclista

se encuentra en el punto de coordenadas (v/2m, 0, 0).
Respuesia: 7(6) = (rcosf, rsind, af + 27(1 — 2a))

(ii) Sea G(z,y,2) = (1*/2ylz + z),1%/2). Encuentre un potencial de G y
calcule el trabajo de G a lo largo de I'.

Respuesta: W =10 '

(ifi) Sea F(z,y.2) = (42/2,y(z + 2), —y?/2). Calcular el trabajo de F a lo
largo de T.



P5.
Encuentre la masa total del alambre parametrizado por

F(t) = (6%, 4v/2%,3t*) con t € [0, 1]

en los siguientes casos:

(i) la densidad en el punto que corresponde a ¢ es %

(ii) la densidad en un punto a una distancia s del origen a lo largo de la curva
es s+ 1;

(iii) la densidad en un punto es igual a su distancia al origen medida en IR°.

P6.

Dentro de los siguientes campos vectoriales, sélo uno de ellos es no conservativo, determine
cudl de ellos es. Para esto, calcule la integral de trabajo sobre la circunferencia unitaria centrada
en el origen, o bien, encuentre un potencial.

(i) Flz,y) = (327 + 2zy® +y,22%y + = + 3y%)

(ii) F(z,y) = (y cos(zx) + sen(y) + 1,sen(z) + zcos(y) + 1)
(iil) F(z,y) = (e” sen(y) + 1,e” cos(y) + 1)

(iv) Flz,y) = 22y + 1,2° + 4y)

(v) F(z,y) = (22, cy?)

(vi) F(z,y) = (152* + 62%9° +y,65%° + = + 15y*)

P7.
Caleular la integral de linea del campo:

Flz,y,2) = (6% (ay2” + yz), 52e™, 67 (z7yz + zy))
a lo largo de las curvas parametrizadas por:

F(t) = (sinh(&t’*) i 50 In(1 + 6%)

—_— +58% — 32 — 2t COI}E'E'ID,]_'
sion(s) *° T o0 T T T ) 0,1}

cosh(#® — 1) — 1)
(#2+t+1)7

at) = (1n(t2 —t+1),sen(t® + 3t° — 4¢), ) cont € [0, 1]

OTROS PROBLEMAS RESUELTOS
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