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Pregunta 1.

(a) Calcule

∫ +∞

0

x

1 + x6
dx. Para ello, utilize el Teorema de los Residuos para evaluar

∮

SR

z

1 + z6
dz,

donde SR = S1 ∪ S2 ∪ S3 (S1 y S3 son segmentos rectos que forman un ángulo de π/3 entre ellos,
y S2 es el arco de ćırculo de radio R, desde el complejo (0, R) hasta Re

iπ/3).

XR

Y

S1

S3 S2

Reiπ/3

Nota: Las ráıces de 1 + z6 son z = ei(π/6)(2k+1), k = 0, . . . , 5.
(b) En este problema se deberá probar el siguiente resultado:

∫ ∞

0

ln2(x)

x2 + 1
dx =

π3

8

Para ello, considere la función f(z) = (Log(z))2

1−z2 y el camino KR,ε = CR ∪ L1 ∪ Cε ∪ L2 dado en la
figura

Cε

−iR

iR

CR
L2

L1

(i) Usando el Teorema de los Residuos, determine el valor de

∮

KR,ε

f(z)dz para ε < 1 y R > 1.

(ii) Pruebe que:

ĺım
R→∞

∫

CR

f(z)dz = ĺım
ε→0

∫

Cε

f(z)dz = 0

(iii) Pase al ĺımite en las integrales
∫
L1
f(z)dz y

∫
L2
f(z)dz para R −→ ∞ y ε −→ 0, y deduzca

el resultado solicitado.

Indicaciones:
(1) Recuerde que la determinación principal del logaritmo complejo se define como Log(z) =
ln(|z|) + iϕ, en donde ϕ es el ángulo polar de z, considerado en (−π, π].
(2) Puede usar que

∫∞
0
ln(x)
x2+1
dx = 0 y que

∫∞
0

1
x2+1
dx = π/2.



Pregunta 2.

(a) Encuentre la serie de Fourier en [−π, π] de la función, af́ın por tramos, que se muestra en la figura:

(b) Considere la función ĝ : R× (0,∞)→ R definida por:

ĝ(s, t) = eiste−ks
2t k > 0 constante

muestre que ĝ es la Transformada de Fourier de:

g(x, t) =
1
√
2kt
e−(x+t)

2/4kt (x, t) ∈ R× (0,∞)

donde la transformada se entiende tomada respecto a la variable x.

Indicación: Puede usar sin demostración que la transformada de Fourier de x 7→ e−x
2/2 es s 7→

e−s
2/2 y recuerde que:

̂f(x+ a)(s) = eisaf̂(s) a ∈ R,
1

|a|
̂
f
(x
a

)
(s) = f̂(as) a ∈ R \ {0}

Pregunta 3.
Para resolver el problema no homogéneo

∂u

∂t
−
∂2u

∂x2
= 3 ∀x ∈ [0, π] ∀t > 0(EQ)

u(0, t) = π , u(π, t) = π(π + 1) ∀t > 0(CB)

u(x, 0) = π ∀x ∈ [0, π](CI)

proceda como se indica a continuación:

(a) Encuentre la solución de

φ′′(x) = −3, φ(0) = π, φ(π) = π(π + 1).

(b) Llamando u a la solución del problema no homogéneo inicial, definamos v por medio de la identidad
u(x, t) = v(x, t) + φ(x). Encuentre las ecuaciones que satisface v.

(c) Encuentre v usando el método de separación de variables.
(d) Encuentre expĺıcitamente una expresión para u.

Puede utilizar las siguientes series o combinaciones lineales convenientes de ellas:

−
x

2
=
∞∑

n=1

1

n
(−1)n sin(nx), x(π − x) =

4

π

∞∑

n=1

(1 + (−1)n+1)
n3

sin(nx), para x ∈ [0, π)
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Pauta p2 a

De la figura se deduce que f se expresa como:

f(x) =


1 − x

π
si 0 ≤ x ≤ π

1 + x

π
si −π ≤ x < 0

Notamos que f es par (por simetría en la figura respecto al eje y, o verificando que f(−x) = f(x)),
luego la serie de Fourier queda expresada en cosenos:

Sf (x) = a0

2 +
∞∑
n=1

ancos(nx)

donde

a0 = 1
π

∫ π

−π
f(x)dx = 2

π

∫ π

0
f(x)dx = 2

π

∫ π

0

(
1 − x

π

)
dx = 2

π

(
π − 1

π

π2

2

)
= 1

y

an = 1
π

∫ π

−π
f(x)cos(nx)dx = 2

π

∫ π

0

(
1 − x

π

)
cos(nx)dx

= 2
π

[ ∫ π

0
cos(nx)dx−

∫ π

0

x

π
cos(nx)dx

]
e integrando por partes queda:

2
π

[
sen(nx)

n

∣∣∣∣π
0

− 1
π

(
xsen(nx)

n

∣∣∣∣π
0

− 1
n

∫ π

0
sen(nx)dx

)]
2
π

[
0 − 1

π

(
0 − 1

n2 cos(nx)
∣∣∣∣π
0

)]
= 2
n2π2 (1 − (−1)n)

y así se tiene que

an =

 0 si n es par
4

n2π2 si n es impar

Puntajes: (1 Punto) por entender que la serie solo tiene cosenos, al tener una función par.
(2 Puntos) por calcular los coeficientes.
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