P1. Considere la funcién f € L?([—m,7]) definida por

1 .
)3 si—nm<x<0
) =
f(@) {; si 0<z<nm

la) (1 pto.) Demuestre que su serie de Fourier (de senos y cosenos) estd dada por

sin(3z)  sin(5x)
3 + 5 + ‘e )

Si(z) = 2 (sin(a:) +

™

Usamos las ecuaciones (12)—(14) del formulario y queda

ao

5 + Z ay, cos(nz) + b, sen(nzx)

flz) = S¢(x) =

n=1
1 T
an = = f(z) cos(nx)dz, n>0
™ —T
1 s
b, = — f(z)sen(nz)dz, n>0
L
Cémo f es esencialmente impar (salvo por el punto = = 0), resulta que a,, = 0.4 0.3ptS
Ademas
b, — 2 /ﬂlsen(nx)dx _ 1 [cos(nm) 0] _1- cos(n) _1- (=™ _ 02 s% n Par ._.
T Jo 2 ™ n lx nm nm = sinimpar (n =2k —1) @

Reemplazando queda:

2k —1)2

- 1
1b) (1 pto.) Aplique la identidad de Parseval a f y deduzca una expresién para Z (
k=1

Si f=3, cnen, en donde los ¢, forman una familia ortogonal completa, la identidad de Parseval dice que

||f”2 :Z|cn|2||90n”2: <03pt3>

En nuestro caso,

1 T s
1fI[* = - 2m = 2%1)@”2 = / sin’(2k — Da)de =2- 5 =, -
Q3 -

Por lo tanto

. 4 0o - 0o 1 7'('2
§_ﬁ;m’de donde: ;m—§: (02pt5)

1c) (1 pto.) Indique a qué converge la serie de Fourier, para cada uno de los valores de z en [—, 7).

En todos los puntos en que f es continua, la serie converge hacia f(z), es decir

Vo € (~m,0)U (0,), S1(z) = f(a)s D)

En 2 =0 f(x) es discontinua y
5500 = 5 (70 + 107) =3 (=5 + 5) =0 ER

Anélogamente, considerando que S¢(x) recupera la extensién periddica de f,

e ©

Sp(=m) =0y Sp(m) =@ 0.3nts

pues en ambos extremos se producen discontinuidades similares a la presente en z = 0.




1d) (1 pto.) Si Sn(z) representa la suma parcial enésima de Fourier de f, para N = 2n + 1 impar, esto es,

2 (. sin(3z)  sin(5z) sin((2n + 1)z)
S =— _—
@) =2 (Sm(x) R 5 on + 1
pruebe que Sy () que se puede representar como
1

Sn(z) == du

™

/m (sin(2(N + 1)u)

sin(u)

Indicacidn: Note que %kk“’) = / cos(ku) du = y que la identidad trigonométrica cos(a) sen(u) = 1/2(sin(a+u) —sin(a—
0

w)) permite transformar una cierta suma de cosenos en suma telescdpica.

Segun la indicacién, la suma parcial es la integral de una suma de cosenos,

2 [* &
Sn(z) = — cos((2k + Nu)du ¢

y con la identidad trigonométrica, obtenemos para cada sumando, al multiplicar por sen(u)

cos((2k + 1)u) sen(u) = % (sen(2(k + 1)u) — sen(2ku)),

@
@D

por lo tanto

/“C sen(2(N + 1)u) — sen(0)
0 sen(u)

le) (0.5 ptos.) Pruebe que el primer maximo local de Sy en (0,7) es zy = SN

Derivando, tenemos que

(sen(2(N + 1))

Sﬁv(m) ©

g

0.3pts

Luego, debemos buscar que sen(2(N + 1)z) = 0, lo cual ocurre en 2(N + 1)x = km, siendo la primer raiz la correspondiente a
k=1lestoesazy =7/2(N +1)g 0.2pts
Ademis seria facial comprobar que se trata de un méximo, ya que

sen(z)

Y

" cos(2(N + 1)zy)sen(zy) —sen(2(N + 1)z ) cos(zn) cos(7)
sen?(z ) sen(zy)
1 [ t 1 [ t
1f) (1 pto.) Pruebe que lim Sy(zn) = f/ %dt. Se sabe que —/ sen( )dt = 0,58949....
NS +o0 T Jo T Jo 3

Indicacion: Haga un cambio de variable en la expresion integral de
que sen(t)/t es continua en torno a 0.

Sn(zn) para llegar a una integral en [0,7], y use

Con el cambio de variable w = 2(N + 1),

1 1

Sn(zn) == du =

3

™

/mN (sen(2(N + 1)u)
0

sen(u)

1

s

w
2(N+1)

como limy_,ot/sen(t) = 1 para N suficientemente grande

w
2(N+1) ql<e

/71'
0 sen

/7T sen(w) d
o sen ()

sen(w) dw
<2(1\1[u+1)) 2(N+1)

Y

0.3pts

sen (m)

1
y Sn(zn) converge a —

dt = 0,58949...,

0.2pts

/07r ser;(t)

s

& ©

0.2pts




1g) (0.5 ptos.) Pruebe que

{ 3 — >
Jim {mx £(@) sN<x>|} > 0,08949

y explique si esto contradice o no, lo obtenido en la parte 1c).

Con el resultado anterior

méx |f(z) — Sn(z)| > |f(zn) — Sn(zn)|] — |% —0,58949...| = 0,08949..4 (0.2pt5>

o<z<m

Esto no contradice la convergencia puntual, pues lo que falla es la convergencia de Sy (zn)— f(2n) a cero, pero esto se obtiene
variando el punto zx, lo que no ocurre en la convergencia puntualg 0.3pt8

P2. En este problema, © es un dominio abierto, simplemente conexo y acotado de RY donde N = 2 6 3, de frontera regular 99.
En este dominio se plantean diferentes EDP, que estan asociadas de algin modo a la ecuaciéon del calor.

EDP 1: Valores y Vectores propios Generales del Laplaciano.
Considere la EDP siguiente, con condicién de borde Dirichlet homogénea:
(EDP) : AP(Z) = —\o(Z) VZ € Q
(CB): d(Z)=0 vz € 0N.

~
—~~
N =
~— ~—

2a) (1.5 ptos.) Multiplique la ecuacién (1) por una funcién escalar g(Z), integre por partes y demuestre que

—
w
~

/\/ d(Z)g(X)dx = / Vé(Z) - Vg(Z)dx Vg que cumpla la CB (2).
Q Q

Indicacion: Pueden serle wtil las formulas (16)—(18) del formulario.

Multiplicamos (1) por ¢g(Z) e integramos en 2. Obtenemos:

Z)A ir'dm:—)\/ Z)P(Z)dz 4
| s@aoa) [ g@)0(@)iz, ED
Usamos las férmulas (16)—(17) para reescribir el lado izquierdo como:
Z)A ir'dxz/ Z)divV fdm:/div v —/V-Vdm_
| s@ao@s = [ a@aivvo@ do = [ divgve)~ [ Vo-Vgde, D
Ahora usamos el teorema de la divergencia (férmula (18)) y juntando todo queda:
—)\/ z a'c’da::/ fV-ﬁ:E’dS—/V %) - Vg(Z)drg
[ o@otaria = | g@vo-al@)is - [ Vo) - Vo(@)do, R
Terminamos usamos la Condicién de Borde CB-(2) satisfecha por g. 0.3pts

2b) (1.5 ptos.) Use el resultado (3), en el caso particular g = ¢, para probar que la EDP (1)—(2) solo puede admitir soluciones
no triviales (o sea con ¢ # 0), para A > 0.

Usamos la parte anterior en el caso particular g = ¢ (que satisface la CB-(2)).
Queda:

A /Q ¢*(&)dx = /Q Vo (Z) [Pz 05pts

Si ¢ # 0 en L?(2) entonces la integral de ¢? es diferente de cero (es su norma al cuadrado). Por lo tanto:

g

Por tratarse de integrales de cuadrados el resultado es > 04 0.5ptS

Pero jPodré ser cero?. Veamos por contradiccién que no: Si A = 0 entonces / |Vo(Z)|*dz = 0 de donde se deduce que

¢ =constante. Pero por CB-(2), el valor de la constante debe ser cero. Luego ¢ = 0. Lo que es una contradiccién

6




2c) (1.5 ptos.) Se sabe (tselo, sin demostracién), que las soluciones no triviales de la EDP (1)—(2) (o sea con ¢ # 0) solo
existen para una coleccién numerable de lambdas positivos, que forman una sucesién estrictamente creciente (A;)$24,
llamados los valores propios del Laplaciano. Ademds, para cada \; su correspondiente funcién propia se denota ¢;.

Use reiteradamente (3), con ¢; y ¢; para probar que

| @0,@do = [ Voi@) - Vo,@iz =0 Vi (4
Q Q

Es decir, demuestre que los vectores propios del Laplaciano en {2 son ortogonales entre si.

Usamos (3), con ¢ = ¢; y g = ¢; asi obtenemos que

5 [ 0@0,@de = [ Vo) Vo, @da. (5)
Ahora usamos nuevamente (3), pero con ¢ = @; y g = ¢; y obtenemos que

y [ s@e@i = [ wj(f)-vm@)dx.\.

Restando esta igualdad con (5) y usando que el producto es conmutativo, queda
(=2 [ 6u(@ey(@)dz =0,

Como ¢ # j y la sucesién es estrictamente creciente, se tiene que A; # A;, por lo tanto (??) implica que

[ e@esaia =0 iz

ED

Esto tdltimo junto a (5) implica que ambas integrales son nulas, es decir, (4), 0.5pts

2d) (Optativa: 1 pto.) Si se define el espacio vectorial Vy = (¢1,...,¢n), use la ortogonalidad de las funciones ¢; probada
en (4), para obtener una férmula de Fourier mediante la cual una funcién F(Z) definida en Q se podria proyectar
ortogonalmente sobre Vy.

N

Usando el producto interno usual (f,g) = [, f(Z)g(Z)dz, tenemos que Sy = Z Cr¢r () es la proyeccién ortogonal de F(Z)
k=1

sobre Vy ssi F(Z) — Sn(Z) L ¢, Vie {1,...,N}.o 0.4pt5

Es decir

0 = /Q (F) - 53(&)) ¢1(#)da

/Q F@)¢i(@)dz— | 3 Cron(@)u(@)da

Q=1

N
/ F(@)6@ds ~ 3 Co | ee@si@aa

=0 si ki

| F@o@as - ¢, [ G@, D)

De aqui se obtiene la férmula de Fourier para los coeficientes C;:

F(2):(7)dz N

G=t s =Y G
| @ P @>
Q

EDP 2: Valores y Vectores propios del Laplaciano en un cuadrado.



Considere la EDP (1)-(2) en el caso particular en que Q = [0, 7] x [0, 7] C R?, es decir:
0*¢(z,y)  *¢(x,y)

(EDP) : o2 + D2 = —)\qﬁ(m,y) Vz € (Oaﬂ-))Vy € (O)ﬂ-)v (6)
(CB1): ¢(0,y) = ¢(m,y) =0 Yy € (0,m), (7)
(CB2) : ¢(z,0) = ¢p(z,m) =0 Vz € (0, ). (8)

¢
Usando la separacién de variables ¢(x,y) = P(x)Q(y) se pide:
2e) (1 pto.) Pruebe que si existe yo € (0,7) tal que Q(yo) # 0 entonces para que ¢ resuelva la EDP (6)—(7), la funcién P(z)
debe ser solucién de una ecuacién diferencial del tipo

P"(z) = —pP(z), tal que P(0) = P(m) = 0.

—~
=)
=

Usando la separacién de variables indicada, la EDP (6) se reescribe como:
P'()Qy) + P(2)Q"(y) = —AP(2)Q(y) ~ Vx € (0,7),¥y € (0,m) 10)
Si existe tal yg, se divide todo por Q(yo), obteniendo:

Q" (yo)
Q(vo)

P"(z) + P(x) =-AP(z) Vz e (0,7).

de donde despejando queda

/" _ Q/,(yo)
Pi(e) ==+ ) P@) Ve 0m), 020t
Asi, P es solucién de la EDO (9), simplemente llamando p = A + %3 O,Zpts
Ademsds, la CB (7) requiere que
P(0)Q(y) = P(m)Q(y) =0 Vy € (0,m), 0.2nts

En particular, para y = yo, se divide por Q(yo) y queda

o)
e
Il
3
3
I
o

0

0.2ts

2f) (1.5 ptos.) Resuelva la ecuacién (9) y deduzca que los tnicos valores de p para los cuales la solucién P es no trivial son
de la forma p,, = m? donde m € N*. Encuentre las correspondientes funciones P,,(z).

Sabemos que si ¢ > 0 las soluciones son funciones trigonométricas, si ¢ = 0 son rectas y p < 0 se trata de exponenciales o
funciones hiperbdlicas. En tnico caso compatible con las CB es p > 0. ¢
En este caso, la solucion General es P(x) = Acos(,/ux) + Bsen(,/1ix). o
Imponiendo P(0) = 0 Resulta A = 0. O sea, P(x) = Bsen(,/ux)

Imponiendo P(7) = 0 queda B sen(,/uum) = 0 de donde, para no obtener soluciones triviales, se obtiene \/z = m donde m €

Es decir i, = m? y Pp(x) = By, sen(mz). Se puede escoger B,, = 1.

2g) (1 pto.) Dado que para todo m, existe x,, € (0,7) donde P,,(z,,) # 0 entonces pruebe que la funcién Q(y) debe ser
solucién de una ecuacién diferencial del tipo

Q"(y) = —(A —=m*)Q(y), tal que Q(0) = Q(r) = 0. (11)
Efectivamente, en x,, = 5~ se tiene que P(z,,) =1# 04 @O
Volviendo a (10), se tiene que por un lado P (z) = —m?P,,(z) con lo cual tenemos
—m* P (2)Q(y) + Pn(2)Q"(y) = -APn(2)Q(y) Vo € (0,7),Vy € (0,7)s D)
Por otro lado, evaluando en z,,, se puede dividir por P,,(z.,) quedando:
~m*Qy) +Q"(4) = —2Qw) Yy € (0,m), Q3

De aqui se obtiene la EDO (11) simplemente despejando Q"
Ademas, las CB(8) se escriben
P, (2)Q(0) = Pp(z)Q(w) =0 Vo € (0,)
En particular, en z,, se puede dividir por Pp,(z) quedando las CB de (11), 0.5pts

sepide)



2h) (1.5 ptos.) Resuelva la ecuacién (11) y deduzca que los tnicos valores de (A — m?) para los cuales la solucién @ es no
trivial son de la forma (A — m?) = n? donde n € N*. Encuentre las correspondientes funciones @, (y).

La EDO (11) se resuelve en forma andloga a la EDO (9), quedando:
(A —m?) =n?, donde n € N* y Q,,(y) = sen(ny). Se puede escogié B,, = 1.4 15pts

2i) (1.5 ptos.) Usando las partes anteriores, escriba en forma explicita cuales son todas las funciones ¢, n(z,y) y los
correspondientes valores de A, , que resuelven el problema de vectores y valores propios del Laplaciano enunciado en
(6)—(8). Use resultados clésicos de Series de Fourier para probar que las funciones ¢, » ¥ ¢x.¢ son ortogonales si k # m
6 n # £. Calcule adem4s la norma L? de cada funcién ¢, »(,y).

Indicacion: Use el producto interno usual (f,g) = f[o ]x[0,7] f(z,y)g(z,y)dxdy

Reuniendo los resultados previos, hemos encontrado las soluciones no triviales:

Gmon(T,y) = sen(ma) sen(ny), Amn =m? +n?, m,n € N'g 05pts

Ortogonalidad:

<¢m,m ¢k,€> =

T

™ /W (sen(mx)sen(ny) sen(kz) sen(fy))dxdy

=0 Jy=0

/0 " sen(ma) sen(km)dx} { /0 " sen(ny) sen(gy)dy}

5o Ts 0 sim#kdén#]| 0.5pts
mEIO T T (myn) = (k1) 0.5pts

I
NN

2j) (1 pto.) Demuestre que la familia {¢y, (z,y)} es completa en L%([0, x| x [0, 7]).

Consideremos una funcién f(x,y) € L?(Q) tal que:
/ / f(z,y) sen(mz) sen(ny)dzdy = 0,Ym,n € N*
z=0 Jy=0
Lo anterior se puede escribir como:

{ /m:) sen(mz) { /yiO f(z,y) sen(ny)dy} dxr =0,Ym € N*}Vn e N*

=F,(x)

Como las funciones {sen(mz)} forman una familia completa en L2(0,7) se deduce que Vn € N*, F,, = 0, es decir:

{ /yo f(z,y)sen(ny)dy =0, Vne€ N*} ctpz e (0,7m) @

~Vx

Como las funciones {sen(ny)} forman una familia completa en L?(0,7) se deduce que c.t.p z € (0,7) f(z,-) = 0, es decir:

f=0 enL*Q), @

Formulario
a oo
flz) = Sf(x) = EO + ngl an cos(nz) + by, sen(nz) (12) Ab = divve (16)
1 divve = div(gVe)— V-V 17
an = f/ f(z)cos(nz)dz, n >0 (13) g_’ ¢ (g_’ ¢ Ve (a7)
T x / div F(z)de = F - 7dS (18)
7r Q 15193
bn = l/ f(z)sen(nz)dz, n >0 (14)
T Jx Una familia de funciones {¢m,n(2,y)}m nen+ s completa en L2(Q) si
m m tod L3(Q 1 :
/ seng(km) _ / cos? (k) — ™ (15) para todo f(z,y) € L*(2) se cumple que
0 0 2
|:/Q f(xyy)d)m,n(xyy) =0,Vm,n € N*| = (f = 0)




