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Control 3

P1. a) (3,0 ptos.) Demuestre que para a > 0, b > 0 se tiene que

∞∫
−∞

cos(ax)− cos(bx)

x2
dx = π(b− a).

Con lo anterior deduzca que
∞∫

−∞

( senx
x

)2
dx = π.

Indicación: Explicite sobre qué contorno está integrando y justi�que la validez de los teoremas
usados.

b) (3,0 ptos.) Demuestre que∫ ∞

0

1

a+ b cos(t) + c sen(t)
dt =

2π√
a2 − b2 − c2

para todo a, b, c ∈ R tales que a2 > b2 + c2.

P2. a) (4,0 ptos.) Encuentre el desarrollo en serie de Fourier de la función

f(x) = cos(αx), −π < x < π,

para cualquier α no entero.

Concluya que

cotg(απ) =
1

π

(
1

α
−

∞∑
n=1

2α

n2 − α2

)
si α no es entero. Explique.

b) (2,0 ptos.) Calcule la Transformada de Fourier de la función

f(x) =

{
(x− 3)e−4x si x ≥ 3

0 si x < 3

P3. Resuelva la siguiente ecuación:

ut − uxx + 2tu = 0 0 < x < 1/2, 0 < t

ux(0, t) = u(1/2, t) = 0 0 < t

u(x, 0) = 1− 2x 0 < x < 1/2

Tiempo: 3 horas.
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Problema I CONTROL 3 MA2002 Prim-2010

(a )  Demues t reque  | cos (ax ) -cos (óx )  dx=n(b -a ) ,  pa ra  o¿0  y  á>0
* * 2

y deduzca que i+f dx = x
: *  X"

Indicación: Considere la función f (z) = ("o" - rb'¡ l  , '  y un contorno adecuado y en el plano

complejo para establecer la igualdad pedida mediante la integral de f sobre y (debe indicar
claramente los teoremas que uti l ice).

Soluc ión.
(1) La definición de f implica que z = 0, es el único (posible) polo de f (f(0) = 0/0 )

Primero, se determina si f  es reparable en z = 0.

"iaz 
- 

"ibz 
iaei* - ibeib" i(a - b\

l iq ,=(L ,H)nr r ¡ }= f f , imp| ica fnoesreparab|een0 '
z - 0  , L  z - 0  L '

(2) Se deLrmina si z = 0 es un polo de orden 1, i.e., si existe l"yirf @

" iaz 
- 

" ibz " iaz 
- 

" ibz 
/,  .r  r \  ioei* - ibeibt

l im, ^ = üm:- l : -= (L 'H) l im-t  =i(a-b),
z - 0  o z  z + 0  z  z - 0  I

lo  que impl ica quez = 0 es polo s imple real  def  y  que Res( f ,O)  = i (a-b) .

(3)  Se apl ica e l  T.  de los res iduos conf  y  e l  contorno Y = y '  U A '  l )  y"  U ó" ,  donde

y ' y  y "  son lossem ic Í r cu los :  l z l  =R  y  l z l =  r , conR>1 , r>0e lm(z )>0 ;  ó ' y  ó " son los
segmentos l ineales en el eje real que unen -R con -r y r con R.

(4 )  Como  y  noenc ie f f aa  z=0  (ún i copo lode0 ,  po re l  T .de res iduosse t i ene

l f { , la '=  l fe ta,+ [ f tz)dz+ [ f {z)dz 
+ 

[ f {z \dz=0J  J ,  J ^ ,  J ,  q ,
v v d v d

s i  R* * , [ , fv tar  " -0 ,  
{ , f (4dz+ [ , f tz )dz 

- l_ fo lor ,  y  s i  r - -+ o,  
[ , , Í@dz-- -+-n iRes( / ,0)

@ _

i .e . ,  s i  R- - -+  m y  r - - -  0 ,  
f fe la r -  i  

+ r@-b)
y - o ¡

y como f ¡1r¡az= 0 para todo R>0 y todo r>0, resulta tcos(a'r) 
- cos(óx) = r(b - a)'  J -  J  - z

y - @ ^

Punta je:  (1)  0 .5;  (2)  0 .5;  (3)  0 .5;  (4)  1 .5



P1 (b) Demuestre que para todo a,b,c tal que a2 , bz + c
' r 

, 
t ctt=-L.

J o  a +  D c o s ( f ) + c s e n ( l )  
l o ,  _ b z  _ c 2

Ind icac ión.  ax '  +  bx + c  ;  a(x-xrXx-x2) ,  donde \  y  xz son las raíces de la
ecuac ión  ax '+bx+c=0

Soluc ión.
(1) Sea R(t) la función a integrar, la correspondiente función f(z)asociada a R es

, , t r = (  |  
) l =  

'
' a + b ( 2 2  

+ l ) 1 2 + c ( 2 2  - D t 2 í  i z  Z i a z + i b ( 2 2  + t ) + c ( 2 2  - t )

(2) Se determinan los polos de f que son encerrados por y ' .  I  z |  = l .
Polosdef  son las raícesde p(z)=^1c+ib)22 +2iaz+ ( -c+ ib)  -  Az2 + Bz +C.  Si  D = 82 -4AC,
entonces O = 4(c+ibX-c+ib) = -4(b' + c') y las raíces son:

-o*5;-u'-" ' f " " "- a - r ' l  a "  - b "  - c "

(c + ib)22 + 2iaz + (-c + ib)

( z t  y  zz  son  po los  s imp les )

- a - d
\ t  -

z  D - t c

' 2

( 3 ) C o m o  a 2  r b 2  + c 2 ,  d  : l o 2  - b 2  - " 2  > 0 ,

A d e m á s ,  c o m o  a > d ,  s e t i e n e

( b 2  + c z ) I  . 1
bz + c2 (b2 + cz)(a + d) (b2 + cz)(a + d) (bz + cz)(a + d) a + d

Simi larmente, se comprueba que I  z2l  > 1, y por lo tanto, y encierra solo a 21.

( 4 )  P o r e l r . d e l o s r e s i d u o s ,  
I f e v r = 2 n i F t e t ( f , r , ) ,  

d o n d e  R e s ( / , 2 , ) = l i m  ( z - z ) f ( z )
v

Para calcular este l imite se ut i l iza la factor izacion: p(z)= (c+ib)(z -zt)G - z2),  impl icando

Re s(f  ,z.)  = l im (z-21)f(z) = l im (z -  z \ -
l ' ( r + i h \ ( z - z  \ ( z - z  \ - z(c + ib)(z - z.)(z - z^) (c + ib)(z

2 )

2d
Y C o m O  t r -  r r =  

U _ ,  ,

la  igua ldad de l  enunc iado,

Punta je :  (1 )  0 .6 ;  (2 )  0 .4 ,  (2 )

,  lo que impl ica

I b - i c b - i c

- a + d

1  b - i c

(c + ib) = i(b - ic) resulta que Re s(/, z, ) =

1  0 ;  ( a )  1 . 0

I

I
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