CONTROL 3

MA2002: CALCULO AVANZADO Y APLICACIONES
DEPARTAMENTO DE INGENIERIA MATEMATICA

FacuLTAD DE CIENCIAS FiSICAS Y MATEMATICAS, UNIVERSIDAD DE CHILE

P1).
a) (2 ptos.) Calcule

. e

o sin(z)? :
donde C es la circunferencia de centro 0 y radio 1 con orientaciéon positiva.

b) (4 ptos.) Calcule

2m

/ cos(t) it
o 2—cos(t)

P2).
a) (4 ptos.) Calcule

o0 .132
— dzx.
/_m1+x4 v

b) (2 ptos.) Sea D C C el disco abierto de centro 0 y radio 1. Sea f : D\ {0} — C analitica y
suponga que 0 es un polo simple de f. Verifique que 0 es polo de g(z) = f(z?), determine
su orden, y pruebe que

Res(g,0) = 0.

P3). Considere la ecuacion
Wy = Uge, O<ax<m, t>0
donde u = u(z,t) € C, con condicién de borde
Uz (0,1) = ug(m,t) =0, ¢t>0
y condicién inicial
u(z,0) = f(z), O<z<m.

a) (4 ptos.) Usando el método de separacion de variables encuentre una solucion de este
problema.

b) (2 ptos.) Para la funcion f(x) = 22 encuentre explicitamente la solucién del problema
anterior.
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P1).

a) (2 ptos.) Calcule

1
/C sin(z)? dz

donde C es la circunferencia de centro 0 y radio 1 con orientaciéon positiva.

2T cos(t)
/0 2 — cos(t) dt.

b) (4 ptos.) Calcule

Solucién.
a) Para calcular la integral

1
sin(z)?

/C )z f(2) =

usamos el teorema de los residuos. Observamos que f es meromorfa en C con
polos en los puntos zy = km, k € Z, pues estos son los Gnicos puntos donde
sin(z) = 0. Todos estos puntos son ademas polos de orden 2, porque usando la
regla de I’'Hopital,

, 9 . (2 —km)?
i (2= km)"f(z) = Mm =
) 2(z — km)
z—kr 28in(2) cos(z)
= lim !
z—km cos?(z) — sin(z)?
=1

existe y es no nulo.
Para aplicar el teorema de los residuos notamos que la curva C solo encierra al
polo zp = 0. Por lo tanto

/ f(2)dz = 2miRes(f,0).
c

Como 0 es un polo de orden 2 podemos calcular el residuo usando la formula

Res(f,0) = lim 4 (z*f(2))

2—0 dz

(2
~ 2-0dz \sin(2)?2

. 2zsin(z)? — 222sin(z) cos(z)
= lim .
2—0 sin(z)*

indicar puntos en los cuales se

anula sin(z):

2o = 0 es polo de orden 2 (célculo

del limite):

uso correcto de teorema de

residuos:

formula de residuos en caso de

polos:

derivar:



2zsin(z) — 222 cos(2)

= 1,
250 sin(z)3

— lim 2z 8in(z) —3222 cos(z)
z—0 z

donde en la ultima linea hemos usado que

ttm 2 g
z—0 z
Continuando,
o4, sin(z) — zcos(z)
Res(f,0) = 2;11)% —
— 9 lim cos(z) — cos(z) — zsin(z)
z—0 2z
=0.
Asi

1
st =0

b) Sustituimos z = e, t € [0, 27]. Entonces

4t dz

, -
2 12

™ cos(t) ) %fl dz
——dt = —4 ﬁ —
o 2—cos(t) lej=1 2 — = 2

donde la circunferencia |z| = 1 se recorre con orientacion positiva. Simplificando
la expresion anterior queda

2m 2
cos(t) ) 22 +1
/0 2 — cos(t) d Z/Z|_1 2(22 —4z+1) dz

2241
) = z2(22 —4z+1)

cos(t) =

y por lo tanto

La funcion

esta bien definida en C excepto 0 y las raices de 22 — 4z 4+ 1 que vienen dadas

por
2’1:27\/?7), 2’2:2+\/§

Fuera de estos puntos f es analitica y estos tres puntos son polos de orden uno,
que se ve de la expresion

2241

2(z—21)(z — 22)°

flz) =

De estos 3 puntos 0 y z; estan encerrados por la curva |z| = 1. Por el teorema
de los residuos

/ - f(2)dz = 2mi(Res(f,0) + Res(f, 21)).

calcular limite:

resultado:

formulas de cambio de variable:

integral transformada:

analisis de la funcion (polos,

ordenes):



Calculamos

Res(f,0) = %im z2f(2)

—0
— lim I S
=0 (2 — 21)(z — 22)
1
S azm
y
Res(f,2z1) = lm (z — z1) f(2)
zZ—z1
, 22+1
= lim —
z—z1 2(z2 — 22)
B 22 +1
21(21 *22).

Pero z129 = 1 y encontramos

2241

z1(z1 — 22)

/ - f(z)dz =2mi(1 4+

y por lo tanto

2m 2
cos(t) 21 +1
——dt= 271+ ——).
/0 2 ( z1(21 — 22))

— cos(t)

Pero usando las férmulas explicitas vemos que

Z2+1 2A2+1
21(z1 —29) 22 -1

Reemplazando

residuo en z1:

resultado:

No es necesario llegar a la
expresion simplificada para la
integral para tener puntaje
completo.



P2).

a) (4 ptos.) Calcule

— dx.
/_001+x4 !

b) (2 ptos.) Sea D C C el disco abierto de centro 0 y radio 1. Sea f : D\{0} — C
analitica y suponga que 0 es un polo simple de f. Verifique que 0 es polo de
g(z) = f(2?), determine su orden, y pruebe que

Res(g,0) = 0.

Solucién. Utilizamos un resultado visto en clases que dice que si f es meromorfa
en C, sin polos reales, y que satisface

C

B

If(z)] <

para |z| suficientemente grande y constantes C > 0, p > 1, entonces

0o k
/ f(x) dx:27riZRes(f,zj)
oo =

donde z1, ...,z son los polos de f con parte imaginaria positiva.
La funcion
22
z)= ——

estas condiciones con p = 2. Tiene polos en las raices de z* + 1 que vienen
dadas por

o 37 57 T
Zp=¢€1, zy=e'1, zg=¢e'"1, z3=¢'%.
Podemos escribir
52
f(z) =
(2 = 20)(z — 21)(2 — 22) (2 — 23)
y vemos Z2g, ..., 23 son polos simples. Los polos que tienen parte real positiva

son zg y z1. Deducimos que

o 2
/OO ﬁ dx = 2mi(Res(f, z0) + Res(f, 21)).

Calculamos
Res(f,20) = lim (z — 20) f(2)
zZ—r20
I G
= lim
z=z0 (2 — 21)(2 — 22)(2 — 23)
_ %
(Zo - 21)(20 - 22)(20 - 23)'
Similarmente
i

Res(f,z1) = (21 — 20)(21 — 22)(21 — 23)°

Con esto podemos expresar

Mencionar este teorema.:

elegir la funcién:

encontrar polos y mencionar el

orden:
Identificar los que sirven:

residuo en zo:

residuo en 21:



/_Z 1172%4 o =2 ((Zo - 21)(202—822)(20 — 23) - (21— Zo)(zlz_%'z?)(zl - Z3)> .

Podemos simplificar esta expresion expresion para la integral:
2 2
20 21

(20 — 21)(20 — 22)(20 — 23) - (21 — 20)(21 — 22)(21 — 23)

1 23 B #
-2 <(20 —22)(20 — 23) (21— 22)(21 — 23)>

1 ez e
T = (el — T )(efF — ¢l'T) - (e — i) (e T — ¢i'T)

1 1 1
T w-a (( — () +) (- - (1)))

Asi
o g2 V2
—dr = —.
oo 1424 2

b) Como f tiene un polo simple en 0, sabemos que
lim wf(w) =L
w—0
existe y es no nulo. Tenemos g(z) = f(2?). Entonces
lim 2%g(z) = lim 22 f(2?)
z—0 z—0
y cambiando variables, w = 22, deducimos que
lim 2%g(z) = lim 22 f(2?)
z—0 z—0
=1L

existe y es no nulo.
Esto prueba que 0 es un polo de g de orden 2. justificar que es polo de orden 2:
La funciéon h(z) = zf(z) tiene un singularidad removible en 0, porque

lim h(z) = L.

z—0

Luego se puede considerar h como una funcién analitica en el disco D con

h(0) = L. Entonces definir h y justificar singularidad
h(2?%) reparable: | 0,7
9(2) = — [07]

y calculamos

. d
Res(g,0) = lim %(z 9(2))
= lim ih(zz)
z—0 adz

= lim h'(2?)2z

z—0

=0.



Otra forma de argumentar es la siguiente. Como h es analitica en D podemos
representar i como serie de potencias

h(z) = Zakzk |z| < R
k=0
para algin R > 0. De esto deducimos

fz) = h(z) _ a0 n Zamﬂk
k=0

z z

y encontramos
a o0
0
g(z) = f(ZZ) = ? + E ak+122k |Z‘ < R.
k=0

La serie de potencias es analitica en el disco de radio R. Como no hay un término
de la forma 1/z en esta expresion deducimos que el residuo es 0.

célculo:



P3). Considere la ecuacion

W = Uge, O0<z<m, t>0
donde u = u(z,t) € C, con condiciéon de borde

Uz (0,1) = up(m,t) =0, t>0

y condicién inicial
u(z,0) = f(z), 0<zx<m.

a) (4 ptos.) Usando el método de separacion de variables encuentre una so-
lucién de este problema.

b) (2 ptos.) Para la funcién f(x) = 22 encuentre explicitamente la solucién
del problema anterior.

Solucién.
Buscamos soluciones que separen variables

u(z,t) = F(x)G(t).

La ecuacion para una funcién de esta forma que plantear separacién de variables:

iF(2)G'(t) = F"(2)G(t).

Suponiendo que F' ni G se anulan ecuacion transformada:
G(t)  F(z)

donde X\ es independiente de z, t. reduccién a EDOs:

Resolvemos la ecuacion

F" = )\F.
Como u satisface la condicion de borde
Uz (0,1) = up(m,t) =0, ¢t>0

es natural pedir que
F'(0) = F'(m) =0.

Dependiendo de A tenemos los siguientes casos.
Si A > 0, la solucion general viene dada por

F(z) = c1eV? + coe™ VAT,

La condiciones de borde se traducen en

Cl1 — Cg = 0
016\57r — 6267‘57r =0
Este sistema tiene solucion tnica ¢; = co = 0, lo que conduce a F(x) = 0. caso A > 0:

Si A =0, la solucion general es
F(z) =c1 + con.

La tnica forma de que cumplan las condiciones de borde es que co = 0y
encontramos una solucion F(x) = ¢;. caso A = 0:



2

Si A < 0, escribamos A = —w~ con w > 0 y asf la solucién general es

F(z) = ¢1 cos(wz) + ¢ sin(wz).
Imponiendo F’(0) = 0 vemos que co. Imponiendo F’(7) = 0 obtenemos
¢y sin(wm) = 0.

Para encontrar soluciones no triviales pedimos entonces que w € Z. Recordemos

ademés que w > 0. caso A < 0:

De los casos anteriores hemos encontrados soluciones no triviales F' de "' = \F'

de la forma forma de A:

Fy.(z) = cos(kx)

con k € N asociadas al valor A\, = —k?2.
Resolvemos ahora la ecuacion

iG'(t) = \G
y encontramos 4
G(t) = e7™MG(0).

solucion EDO en ¢:
Asi hemos encontrado una familia de funciones

ug(z,t) = ape’t cos(kx)

que satisfacen la ecuacion y las condiciones de borde. familia de soluciones: | 0,3
Suponiendo que ay, decae rapido a 0 cuando k — oo,

Z are™ t cos(kx) (0.1)

satisface la ecuacion y las condiciones de borde. superposicion: | 0,3
Los coeficientes aj los determinamos para que u cumpla la condicién inicial.
Para esto necesitamos

f(z) = u(x,0) Zakcos (kx).
Es clasico que usando una extension par y luego 27 periodica de la funcién f, condiciones sobre coeficientes: | 0,3

obtenemos
E ay, cos(kx).

con

/ f(z)cos(kzx)dx, k> 0.

En sintesis hemos encontrado una solucion u(z,t) dada por (??) con los coefi-  férmula para los coeficientes: | 0,4
cientes aj dados por la expresién anterior.

b) Para el caso de f(z) = 22 calculamos

ap = f/ x? cos(kx) dx.
0

™

En particular



Para k > 1 integramos por partes:

2 s
ap = f/ z? cos(kx) dx
T Jo
2 |sin(k ™ 2 [T
= - {sm; x)xz . %/0 x sin(kx) dm}
1 /ﬂxsin(kx) dx
B km 0
integracion por partes:
4 k ™ 1 (7
- [—COSI(C x)x . + E/o cos(kx) dx}

integracion por partes:

4 meos(km) 1 | ™
= | e
4(—1)k

resultado:



