Pauta Control 2
Célculo Avanzado y Aplicaciones 2013/2

Prof: J. Davila, Auxiliares: R. Bobadilla, A. Bustos

Pregunta 1.

(a) (2 ptos.) Exprese f(z) =1 como serie de la forma

Z a, sin(kx)
k=1

en el intervalo (0, ).

(b) (1 pto.) Utilizando la serie anterior, encuentre los valores de

i (—1)* i sin(2k + 1)
—2k 41 = 2k

(c) (3 ptos.) Por medio de separacién de variables, encuentre la forma mds general
de una solucién de

tur = Uy +2u, x € (0,7),t>0
u(0,t) =u(m,t)=0 t>0
Muestre que hay infinitas soluciones distintas que satisfacen la condicién u(z,0) =
0.
Solucién.

(a) Esto equivale a la extensién periddica impar de f(z) = 1 a todo R, con perfodo
27; asi, tendremos que los coeficientes de Fourier de f extendida de esta manera
quedan dados por la relacion:

0 T ™
Tay = [W(—l) sin(kx) dx —|—/0 (4+1) sin(kzx) de = 2/0 sin(kx) dx

Observacion. Es vélido recordar que

o0
f(z) = Z a, sin(kx)

k=1

- 1 pto por recordar
ar = 2/ f(z)sin(kz) d. esta férmula o

T Jo argumentar con

extensién periodica
impar

con

De este modo:

2 —cos(kx)
ap = —+ —————
s k

1— (~1)*

" 2 1—cos(knm)
T k

k

2
T

0

de modo que

4 . .
wr = dFr si k es impar
k= . .
0 sikespar

Por lo tanto, para « € (0,7) se tiene que: 1 pto. célculo ag
1



idea de evaluar en
w/2: 0,3

resultado: 0,2
idea de evaluar en 1:

0,3

resultado: 0,2

plantear la forma de
separacién de
variables: 0,3

llegar a esta ecuacion:
0,4

resolver ecuacién para

T: 0,4

resolver ecuacién para
X, forma general: 0,4

A sin((2k + 1))
fo=1=20 =51

(b) Observemos que ambas series son del tipo obtenido en la parte (a), sin el factor
4/m.

La primera suma se obtiene de evaluar la serie de Fourier en z = %77, ya que en
este caso sin((2k + 1)z) = sin(25 1), valor que para k =0 es 1 y cambia de signo
al pasar de k a k + 1 pues sin(z + 7) = — sin(z); luego

. 2k+1
sin(

5 7) = (=1)*.
Como 7 € (0, 7) se tiene que

(="
k+1

>

k=0

_71'

[\

Notemos que la segunda suma corresponde a la serie obtenida en la parte (a)
multiplicada por una constante y evaluada en 1. Por lo tanto

o0

sin(2k + 1 T
> ( ) m

P 2k +1 4

(c) Para aplicar separacién de variables, supongamos que existen funciones X, T de
una variable tales que

u(z,t) = X(x)T(t).
De este modo, la ecuacién tiene la forma:
tX(2)T'(t) = X" (2)T(t) + 2X (z)T(t)
o bien:
T'(t) _ X"(x)
@) X(z)
con A € R constante, pues en un lado depende solamente de x y en el otro sola-

mente de t. Fijando A, vemos entonces que las soluciones obtenidas de esta manera
satisfaran:
d

7 In(7T'(¢t)) = ? — In(T(t)) = An(t) + In(|c|]) = T(t) = C+*

para alguna constante C'. De igual modo, para la misma constante A obtenemos
la ecuacién para X:

A=2)X(z)=0 = X(z) = Aexm+ Be-oVA—2

+2=2)

X”(CL‘) _
La igualdad anterior es valida para A # 2, obteniéndose para A = 2 la solucién
X(x) = A+ Bx. De este modo, el método de separacién de variables nos da
soluciones de la forma:
e Para \ > 2: u(z,t) = t*(c1e*V ™2 4 cpe VA2
e Para A < 2: u(z,t) = t*(c1 cos(zv/2 — A) + casin(xv/2 — N))

e Para A\ = 2: u(x,t) = t*(c1 + o)



descartar A > 2: 0,3

De aqui se ve inmediatamente que si A > 2 no es posible cumplir ambas condi-
ciones de borde, a menos que u = 0, que descartamos. Consideramos entonces
solamente A < 2 y por la condicién de borde ¢; = 0 y ademas

sin(wx/ﬁ) =0,
por lo que v2 — A = k, con k un entero positivo, y entonces
A=2-Fk.
Encontramos entonces soluciones ug(x,t) de la forma
ug(x,t) = cptrF sin(kx)

para k entero positivo.
Proponemos como soluciéon general una combinacién lineal infinita de términos
Uk (LE, t)

o0
u(z,t) = Z cpt> ¥ sin(kx).
k=1
Esta es la forma general pedida.
Finalmente, vemos que para k =1

u(x,t) = citsin(x)

es solucién con condicién incial 0 en ¢ = 0. Son infinitas porque ¢; es arbitraria.

forma de A: 0,3

forma de ug: 0,3

serie ug: 0,3

reconocer soluciones
con condicién inicial
0: 0,3



idea de fracciones
parciales

defincién de

transformada de

Fourier (no es

importante el factor
1

7

férmula con residuos:

0,4

no hay puntaje por el
argumento, solamente
identificar la férmula

correcta

férmula: 0,4

Pregunta 2.

(a) (3 ptos.) Calcular la transformada de Fourier de la funcién:

fa) = i

_r

(@2 +1)(22 —4)°

(b) (3 ptos.) Resuelva el problema de condiciones de borde
Ugz T Uyy =0, zE€R,y >0
0
9,0 =), reRr
u(z,y) =0 sif|(z,y)]| = oo,

.’ . oo .,
donde f es una funcién continua tal que fioo |f| < co. Exprese la solucién u como

una integral que involucre f.
Ind: 2 (s) =/Fe %l sia>0.

a?+x?

Solucién.

(a) Por fracciones parciales:

2

fla) = e
(224 1)(22—4) 522—-4 522+1

y entonces

R 1 4 e—isx 1 1 e—isx
s) = - dx + - dx
f() \/271'5/]1%17274 \/271'5/]R£E2+1
Calculemos por separado cada integral.
Para s >0

0o efisz
/ o 4d:]s = —miRes(f,2) — miRes(f,—2)
Se puede argumentar de la siguiente manera. Sea I'” el camino dado por la
semicircunferencia de radio R en el semiplano inferior. Usando teorema de los
residuos

— 00

-R e—isT 2m e—isRcosf ,sRsin 6 0
+ . Rie"df = wiRes(f,2) + miRes(f, —2
| =t e (.2) + miRes(f, ~2)
Notemos que en la segunda integral la exponencial real tiene exponente negativo
pues 6 € [m, 27 y por lo tanto sinf < 0. Asi, por un teorema visto en clases la
segunda integral se va a 0 cuando R — oo. Notar que en la férmula de residuos se
usa solo 7i pues los polos estan en el borde y que todos los polos son de orden 1.
(Ojo que la primera integral tiene cambiados los limites de integraciri pues estamos
recorriendo el camino en sentido antihorario).
Para s < 0 se tiene

oS} e—is:c

/ 5 dv = miRes(f,2) + miRes(f,—2)

oo X4 —4

El argumento es exactamente el mismo pero debe tomarse el camino I't dado por
la semicircunferencia de radio R en el semiplano superior. As también tendremos
una exponencial negativa en la segunda integral que aparece y por lo tanto se podr

justificar que se va a 0 cuando R — oc.



Para resolver la segunda integral se procede exactamente igual: Para s > 0

/OO ;27_i;1da: = —2miRes(f, —i),

y para s < 0 _
/ £ dr= 2miRes(f,1).

|

Calculo de residuos. Para la primera integral

—isz —isz —2is
. . e e
Res(f,2) = lim(z = 2) 5 = M =5 = =
R (f 2) _ ( +2) e~ sz _ efisz 7 6215
esth 72—1>H—122 22—4721—%122—27 4

Asi el resultado se puede condensar en:

/ C  dr = Zsin(—2|s]).

o T2 —4 2

Para la segunda, cuando s > 0

R ) i ) —1isz | e—isz e~ s .e—s
estfo=i) = im (e i) Fog = im S5 = 5 =15
Y cuando s < 0
' ) ] e sz ) e—isz e’ e’
Res(fi) = lim(e =) g = S = 5 = i

Y lo anterior se condensa en:

e <] e—is:t
/ 3 dx = me™ 15!,
feo T2 F1

Luego la solucion es:

1 27 1 V2 T
—— " sin(=2[s|) + ——e Il = — sin(2]s]) + Y=e~ sl
V2r 5 (=2fs1) V215 5) (2s1) 5v/2

(b) Tenemos la EDP
Upey +Uyy =0, z€R, y>0
v la condicién de borde
Oyu(x,0) = f(z), VxeR.

Tomemos la transformada de Fourier con respecto a x, es decir definamos

Entonces la ecuacién queda

(is)*als, y) + Oyyti(s,y) = 0

—ixs

u(z,y) de.

que es equivalente a
ayyﬁ(sa y) = 52ﬂ(5, y)

férmula: : 0,4

férmula: : 0,4

residuos: 0,4

residuos: 0,4

también se puede usar
la indicacién de la
parte b). Dar puntaje
equivalente

resultado: 0,6

transformada de
Fourier en una
variable: 0,4

ecuacién
transformada: 0,4



Resolvemos la EDO como si s fuera una constante:
a(s,y) = A(s)e® + B(s)e™ .
solucién general: 0,4 Como la funcién original tiende a 0 cuando y — oo, entonces pediremos lo mismo
para su transformada de Fourier. Por lo tanto si s > 0 pediremos A(s) = 0 y si
s < 0 entonces B(s) = 0. (Notar que lo anterior tiene sentido pues y > 0 y solo
hay que preocuparse por el signo de s). Asi, podemos escribir
a(s,y) = D(s)e Il

descartar un término:  La condicién en y = 0 queda:
0,3 ) R
dyt(s,0) = f(s).
Usando la férmula que encontramos anteriormente, tenemos que
dyt(s,0) = —D(s)|s]

y por lo tanto

—D(s)|s| = f(s),
es decir R
f(s)
D(s) = ——-=.
s
usar condicién de Finalmente, hemos encontrado
borde: 0,4 —Isly
. PN
(s, y) = —f(s)——-
s
férmula para 4: 0,4 Podemos escribir 4 como la convolucién de f con una funcién g tal que su trans-
formada con respecto a x sea
e_ls‘y
sl
(con un signo — y un factor \/%) De la indicacién tenemos
2 Ty
29 (g) =Yl
Ty + x? ()
(elegimos a = y > 0 y se trabaja como constante para este cdlculo). Notamos que
—s]
9 (6’ y) _ olsly,
dy 5]
Esto sugiere que conviene considerar
Y 1 2 2
——dy==1o + z),
/ P ®=3 gy )
idea de integrar y Yy vemos que
encontrar 21 — e lsly
antitransformada de —5log(y? +22)(s) = ———— +C
e lsly 0.4 w2 |S|

[s]

para alguna constante C'. Considerando s — oo se puede argumentar que C' = 0.
Encontramos entonces

fx log(y® + 2?)

u x,y = m m
. / log(y? + (z — 1)) £(t) dt.

2m J_ o
convolucién y

resultado: 0,3



Pregunta 3.
Considere el problema

{ut = Uyy +a(z)u, x€(0,L), t>0

®) Uy (0,8) =uy(L,it) =0 t>0

con la condicién inicial

(**) u(z,0) =ug(z), z€]l0,L],

donde ug(z) y a(z) son conocidas y C2. Se quiere probar que el problema (*), (
tiene a lo més una solucién u € C2.

**)

(a) (1 pto.) Prueba que si uj, us son soluciones de (*) y (**), entonces u = u3 — us
satisface (*) y condicién inicial:

u(z,0) =0, «€]0,L].

(b) (2 ptos.) Pruebe que

L
%/ = / — ug(x,t)* dx
0

(¢) (1 pto.) Concluya que si a(z) < 0, entonces wuj(x,t) = ug(z,t) para todo
xz € (0,L), y todo ¢ > 0.

d) (2 ptos.) Pruebe que u;(z,t) = uz(x,t) para todo « € (0, L), y todo ¢t > 0, sin
Xt

suponer a(z) < 0, utilizando el cambio de variables u(x,t) = e*v(z,t) donde A es
una constante apropiada (encuentre la ecuacién satisfecha por v).
Solucién.
(a) La funcién v satisface
up = (u1 —ug)e = (ur)r — (u2)e
= (U1)ze + a(@)ur — (U2) gz + a(X)us

= Uz + a(x)u

Lo mismo para las condiciones de borde:
uz(0,t) = (u1 — u2).(0,t)
= (u1)2(0,1) — (u2)2(0,1)

=0
y
g (Lyt) = (u1 — u2).(L, 1)
= (u1)2(L; 1) = (u2)a(L,1)
=0
Ademas

u(z,0) = uy(x,0) — uz(x,0) = ug(z) — ug(x) = 0.

basta mencionar que
la ecuacién es lineal
verificar ecuacién: 0,4

verificar condiciones

de borde: 0,3

verificar condicién
incial: 0,3



8

(b) Calculamos

derivar: 0,5 y usamos la ecuacién:
d [t L
7 / u(z,t)? de = 2/ w(z, t) (uge (x,t) + a(x)u(x, t)) de.
0 0
usar ecuacién: 0,5 El primer término lo integramos por partes

x=L L
- / Uy (z, t)2 dx
0

=0

L
/0 w(x, gy (z,t) de = u(z, t)uy (x, t)

L
- / Uy (x,t)? do
0

integrar por partes: por la condicién de borde. Por lo tanto
0,5 d L

L
— u(z,t)? de = 2/ a(x)u(z,t)? — ug(z,t)* de.

concluir: 0,5

(¢) Suponemos que a(z) < 0. Entonces de la parte (b), si llamamos

L
f(t):/o u(z,t)? do

tenemos

Pero
= d =

por la condicién inicial para u. Como f(t) > 0, deducimos que f(t) = 0 para
argumento f(¢) = 0: cualquier ¢ > 0. Pero entonces
0,5 L
/ u(z,t)>de =0 VYt >0.
0

Como la funcién u(z,t)? > 0 es continua, concluimos que
u(z,t)=0 z€(0,L), t>0.
concluir v = 0: 0,5 Por lo tanto
ui(x,t) = us(x,t) x € (0,L), t>0.

(d) En esta parte no hay hipétesis sobre el signo de a(x). Como la indicacién lo
sugiere, consideramos una nueva funcién v(z,t) tal que

u(z,t) = eMo(z,t)
donde X es una constante que vamos a fijar mas adelantes. Veamos que v satisface
una ecuacion, y para esto calculamos

Up = M + e)‘tvt

relacién de u¢ y vy: y
0,5



Upy = M Vgy.
Entonce de la ecuacién para u, encontramos
M+ vy) = eMog, + eMa(x)v.
Dividiendo por e encontramos
UVt = Vg + (a(x) — A)o.
Es decir, v cumple una ecacién similar a la de u, pero donde a(z) fue reemplazad
por a(x) — A.
Verifiquemos las condiciones de borde:

v,(0,1) = eMu,(0,1)

ve(L,t) = eMuy (L, t)
La condicién inicial para v es

v(x,0) = u(x,0) = 0.

Ahora elegimos A\ = max,¢jo,z) a(z). Entonces a(X) — A < 0. Aplicando la parte

anterior a la funcién v, concluimos que
v(z,t) =0 xe€(0,L), t>0.

0
0.

Por lo tanto
U1($,t) = UQ(’I’,t) x € (O,L), t > 0.

relacién de ugy V Vza:
0,5

ecuacion para v: 0,5

buena eleccién de A e
idea de usar parte
anterior: 0,5



