Propuesta Control 3 - M A2002 Calculo Avanzado y Aplicaciones
Escuela de Ingenieria, FCFM, U. de Chile. Semestre 2014-2

Problema 1:

(a) Sea f una funcion 2w-periodica e integrable, es decir, para todo x se tiene que
[z +2m) = f().

(i) Demuestre que para todo a,b € R se tiene

/abf(x)dx = /22W+bf(x)dm

T+a

™ T+a

flea+a)de = j f(x)dx:/ f(z)dx.

—7m+a

—T

(1 pto.)
(ii) Sea f(n) el n-ésimo coefficiente de Fourier de f, dado por:

1

= 0)e " do.
o f(0)e

—T

f(n)
Demuestre que la serie de Fourier de f se puede escribir como

F(8) ~ J(0) + Y _[f(n) + f(=n)] cos(nf) +i[f(n) — f(—n)]sin(n).

(1 pto.)

(iii) Deduzca que si f es par entonces f(n) = f(—n) y le serie de Fourier es la serie
de cosenos ;Qué pasa cuando f es impar? Justifique su respuesta

(1 pto.)

(b) Sea f definida en [—, 7] definida como f(z) = |z|. Calcule los coeficientes de Fourier
de f

(3 ptos.)
Solucién

(a) Sea f una funcion 27-periodica e integrable, es decir, para todo x se tiene que
f(@+2m) = f(a).

(i) Veamos la igualdad de las integrales, notemos que si consideramos la variable
y = x — 2w, entonces se tiene que

2m+b b
/ f(x)dév:/ fly +2m) dy
2m+a a
y dado que la funcién es 27-periodica, entonces se tiene que
27 +b b b
/ f(w)dff=/ f(y+27r)dy=/ fy) dy,
2n+a a a

lo que completa la demostracion.
(0,5 ptos.)



Veamos ahora las otras identidades.

s

T T+a
flzx+a)de = f(a:)dx:/ f(z) da.
- -7 —m+a

En primer lugar, si consideramos y = x + a, entonces

T T+a

ﬁx+@dx:/° ) dy,

—m+a

lo que prueba una de las igualdades, ademas tenemos que
T —Tm+a ™
flx)de = / f(z)dx —|—/ f(z)dx.
-7 -7 —7m+a
y por otra parte se tiene que
T+a T T+a
/ f(x) dwz/ f(z) dx—l—/ f(z)dx.
—7m+a —7+a ™
y de la igualdad demostrada en (i) se tiene que
—7+4a —m+a+2mw m+a
[ t@a= [ @ [t
—T — 427 ™

asi de las identidades anteriores concluimos la demostracion.
(0,5 ptos.)

Recordemos que la Serie de Fourier de f la podemos escribir en la forma

+o0o
f(0) ~ a0 + Z (an cosnb + by, sin(nh)),

2
n=1
donde
1 /" 1 [ )
ap = — f(0) cos(nd) do y by, = 7/ f(0) sin(nb) db
T T ) .
(0,3 ptos.)
Recordemos ademas que
. B ela + et ) 7 el _ p—ia
s = ———— y sina = ——-—,
es decir,
1 [ 1 [
=+ / F(O) cos(nd)do = = [ 1(0)do,
T ) . T ) .
por lo tanto se tiene que
(0,3 ptos.)
w_ L[ s = fo)
2 2 ) . N ’
ademas
1 g 1 ™ in6 —inf
0y = f/ F(6) cos(nf) db — 7/ £(60) (6+6> a6
™) . ™) _n 2
_ i " inf i " —ind _ Fr
=5 | f@can o [ @) do = fn) + ). ()



analogamente

1 ™ 1 ™ ein& _ efinG
by = — 0) sin(nd) do = ~ 0)(——— ) do
L rsmeoan =1 [ o) ()
_——h (0)e? do — —— ' f(0)e=" db
=i ) TVC 2ix J_ TV¢

1 . /s .
== (fm) = fem) =i (F=m = ), )
luego reemplazando en la serie se completa la demostracion.
(0,4 ptos.)

(iii) Deduzca que si f es par entonces f(n) = f(—n) y le serie de Fourier es la serie
de cosenos ;Qué pasa cuando f es impar? Justifique su respuesta

Notemos que si la funcién en par, entonces se tiene que es una serie de cosenos
y por tanto

by =0,Yn € N = f(—n)— f(n) =0, Vn €N,

(0,5 ptos.)

en forma analoga si f es impar, la serie es una serie de senos, es decir,
an=0,Yn e N= f(—n)+ f(n)=0,Yn e N.
(0,5 ptos.)

(b) Sea f definida en [—m, 7] definida como f(z) = |z|. Luego como f es par, se tiene
que la serie es de cosenos, es decir,

b, =0, VneN.

(1,0 ptos.)

Adems se tiene que

(0,5 ptos.)

Ademas

ap, = 1 /7T f(z) cos(nx) de = 72r/0ﬂ f(z) cos(nx) dedx

™

2 s 2 . 2 i .
Zf/ xcos(nx)dx:—&(nm)m—f/ Mdm
™ Jo ™ n ™ Jo n
_ 2 cos(nz) o= 2 (cos(nm) 1Y\ _2/(-1)" 1
Tron2 Y g n? n2) 7w\ n2 n?
(0,5 ptos.)
Luego
flx) = 20— ian cos(nzx) = T i cos((2n — 1)x)
2~ 2 L« n(2n - 1)

(1.0 ptos.)



Problema 2:

(a) Sea ¢ € (0,7) fijo. En el intervalo [—m, 7] considere la funcion

_J0o, z[ >4,
f(x){1—|x|/6, 2| < 6.

(i) Esboce el grafo de la funcion f.

(0.5 pto.)
(ii) Calcule la serie de Fourier de f y demuestra que
) . 1—cosnd
flz) = Py + 2; 3.y CoSTT.
(1.5 pto.)

(iii) Ahora considere f como una funcion definida en R. Calcule la transformada de
Fourier de f.
(1.5 ptos.)

(b) Sea f una funcién integrable y f su transformada de Fourier.

(i) Suponiendo que f tiene valores reales demuestre que la conjugada de la trans-
formada de Fourier satisface f(&) = f(—¢).

(0.5 ptos.)

(ii) Suponiendo que f es par (impar) demuestre que fes par/impar.

(1 pto.)
(iii) Demuestre que

fo = [ fe@a

(1 pto.)
Solucién:
1
-5 0 S
(@) (1)

Figura 1: grafica de la funcién f

(0.5 pto.)

(ii) Veamos la serie de Fourier de la funcion, en primer lugar podemos notar que la
funcién es par, luego se tiene que la serie de Fourier es una serie de cosenos y
por lo tanto b, = 0, para todo n € N, es decir

f(z) = % + i ay, cos(nz).
n=1



(0.5 pto.)
Calculemos los coeficientes a.,, es decir,

1T 1 |z| 2 ||

an =2 " Fl) cos(na) do = 1/5 <1 '5> cos(nz) dz

- T™J—s

= i/oé (1 - %') cos(nx) dx = i/oé (1 - g) cos(nz) dx
2y 2 () e

2 cos(nx) 0= _ 2cos(nd) 21 _ 2(1 — cos(nd)) (4)
T oo on2 ' or n2 Stn? n2ém

y reemplazando en la serie se completa la demostracion.

(0.5 pto.)
(iii) Calculemos la transformada de Fourier de la funcién, luego
£ —151 do = / ( |$|) e—i{m dx
S \/27r / flo us
- 14 _Zgldm—&——/ 1_7 —z&de
V2 /_5 (
1 ifx 1 —i€x
- (1 + E) ‘ 1% - € iz
Var d V2r 5 —i§
1 T\ e ’595 1 01 e
+—=(1-3) =1+ dz
V2r 5) it ar )y 5 i

IS S U S S SN SN NS S SU A
= o TiE Vor (ig0) 156)/ de \/ﬂ—iSJr\/ﬂ(*i&s)/oe o

R T Y R Y A,
T L T,

0
____ —itx _itw
55@/56 dz+§6\/7/ dx
o i e*iﬁm |O i 67151 |
£6v2m —i€ T géf —i§
i 1 €0 i e %0 1
:_fam(—i&_—ié)+m<—i£ =3
__ 1 _ies _ —igsy _ 2 (1 —cos(£9))
_526\/5(2 e e ) = Zovor (5)
(1.5 pto.)



(i) Sea f una funcion a valores reales, entonces se tiene que

(b)

:\/ﬁ/oof(x)e—ifwdm:\/li/oo f(2)e® do
- = [ ettt = 9. ©)

(0.5 pto.)

(i) Veamos la paridad de la transformada de Fourier, luego

o) = [T e gy = [T paeit ) gy
fco = = [ t@eora = = [ e @)

y considerando el cambio de variables y = —x, entonces se tiene que
) = — r)e UV dr = —— —y)e Y (—d

Ve %Y dy.  (8)

L ey g L [T
S B dy—m/_wf(y

Asi si f es par, entonces f(—y) = f(y) y por lo tanto

fo) = \/%T / Zf(—we—ify iy = / Zﬂy)e-iéy dy = f(©). (9)

(0.5 pto.)

y la transformada de Fourier es par, por otra parte si f es impar, es decir

f(=y) = —f(y), entonces,

£ 1 * —ify -
f(—f)zﬁ/_oof(—y)e ¢ dy or

y la trnasformada de Fourier es impar.
(0.5 pto.)

/ F)e ™ dy = — (&), (10)

(iii) Finalmente, como
)efiéy dy

1 oo
for= o= [ 1y
se tiene que

f0) = o= | Z Fp)e ™ dy = —— / e

(1,0 pto.)



Problema 3
Considere la ecuacion de calor:

ou  0%u
u(0,t) =wu(l,t), t>0
ou ou
%(O,t)—%(l,t% t>0
u(z,0) = f(z).

(i) Usando el método de separacion de variables demuestre
o0
422 .
u(x,t) _ § :ane 4mn t€2mnx’
— o0

donde a,, son los coeficientes de Fourier de f.
(4 ptos.)

(ii) Sea

= —4n?n?t_2ming
Hy(z) = Z e e .

— 0o

Demuestre que u(z,t) = (f * H;)(x) donde la convolucion de funciones periddicas de
periodo 1 se define como

(f*g)(x) = /0 f(& - 1)g(y) dy.

(2 ptos.)

Solucion:

(i) Para resolver la ecuacion, consideremos el método de separacion de variables, es
decir,
u(z,t) = X (z) T(t),

luego se tiene que
T/ X/l
XT' =X"T — — =
T X

De las condiciones de borde se tiene que
XO0)Tt)—-X1)T#t)=0= X(0)—X(1)=0
y ademas
X'(0)T(t) - X' ()T(t)=0= X'(0) — X'(1) = 0.
(1,0 pto.)
Veamos el problema para X y consideremos los casos siguientes:
caso A = 0:

Asi tenemos que
X(x) =a+ bz,

luego de las condiciones de borde se tiene que
X0)=X(1)=a=a+b=0b=0

ademas



por lo tanto tenemos el caso A\g =0y Xg = agp.
(0.5 pto.)

caso A\ = k2 > 0:

Asi tenemos que
X (z) = ae®® + be F®,

luego de las condiciones de borde se tiene que
X(0)=X(1) = a+b=ae +be "

ademas
X'(0) = X'(1) = ak — bk = ake® — bke ™"

y multiplicando la primera ecuacién por k y sumndola a la segunda se tiene que
2ak = 2ake® = 2ak(1 —e") =0 = a =0,
y asi tenemos que
b=bke " —=b(1-e*)=0=1b=0,

por lo tanto tenemos que X (z) = 0.
(0.5 pto.)

caso A = —k% < 0:

Asi tenemos que
X (z) = acos(kx) + bsin(kx),

luego de las condiciones de borde se tiene que

X(0) =X (1) = a=acos(k) + bsin(k) = a(1 — cos(k)) — bsin(k) =0

X'(0) = X'(1) = bk = —aksin(k) + bk cos(k) = b(1 — cos(k)) + asin(k) = 0.

Veamos la resolucion del sistema, consideremos dos casos, el primero es sin(k) # 0,
luego (1 — cos(k)) # 0, por lo tanto tenemos que el sistema

a(l —cos(k)) —bsin(k) =0
asin(k) + b(1 —cos(k)) =0,

y el determinante de la matriz es sin(k)(1 — cos(k)) # 0, luego el sistema tiene una
dnica solucién a = b = 0.

Veamos ahora el caso sin(k) = 0, luego tenemos que k = nm, con n € N, y la solucion
es de la forma
X, = acos(nrx) + bsin(nrx),

luego tenemos ademas que
X(0)=X(1) = a=acos(nm) = a =a(—1)" = n es par.
ademaés
X'(0) = X'(1) = bnw = bnw cos(nm) => b= b(—1)" = n es par.
Luego tenemos que para todo n € N, tenemos soluciones de la forma

X, (x) = ay, cos(2nmx) + by, sin(2nwx),



donde
Ay = —(2nm)? = —4n’72.

(1,0 ptos.)

Asi tenemos soluciones de la forma

y la solucion del problema es de la forma
o0
—an?n%t
(an cos(2nmx) + by, sin(2nwz)) e
o bien, escribiendo la serie en términos de exponenciales complejas se tiene que

; 422
1, t =ap+ E 2nz7r:n n€2nz7rx) e An“m t7

es decir,

2nimx —4n w2t
E Cn€ )

n=—oo
y evaluando en t = 0, tenemos que

oo

f(x) =u(z,0) = Z cpe2niTe

n=—oo

es decir, los coeficientes ¢, son los coeficientes de Fourier de la funcion f.
(1,0 ptos.)

(ii) Notemos que (f * Hy)(z) = (H; * f)(z), luego
(0.5 ptos.)

Hy* f(x /HI* )f(y)dy

1/ o0
— / <2647r2n t627rin(:ry)f(y)> dy
0

— 00

—Z it / (2= f(y)) dy
1
_ 3 et mine | sy an

(1,0 ptos.)

1

como / (e‘2ﬂmy f (y)) dy corresponde al coeficiente de Fourier de f, concluimos
0

que

H, * f(z) = u(z, ),

lo que completa el ejercicio.
(0.5 ptos.)



