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CONTROL III CALCULO AVANZADO, 2017/1

Profs. J. Dévila, M. del Pino, G. Montecinos
Pregunta 1.

(a) (3 ptos.) Calcule
/ €€ dz
|z|=r Z(Z - 3)

para r > 0, r # 3.

(b) (3 ptos.) Encuentre
1—/%d9w
B 0o V2 -— cos(6) '

Solucién.
(a) La funcién
ez
es meromorfa en C con polos en 0 y 3. Estos polos son simples porque
. . e® - 1
li =) = fiy =5 = =
) ) e? 63
lim (= = 3)f(2) = limy — = =3
Como los polos son simples obtenemos ademas
. 1
Res(f,0) = il_r)r%)zf(z) =-3
y
3
Res(f,3) = lim(z —3)f(2) = —.
z—3 3
Sir € (0, 3), por teorema de residuos
e? 271
——dz=271R 0)=———.
[, ooy = et 0 = =5
Sir>3
eZ
———dz = 2w (Res(f,0) + Res(f,3))
/2|_r Z(Z - 3)
. 2mi . 2mied
-3 3
Puntaje :

e 1.0 Identificar que la funcién es meromorfa y polos.
e 1.0 Separar en casos para r, para identificar qué polos estan encerrados por
la curva.
e 1.0 Uso del teorema de residuos o féormula de Cauchy y resultado.
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(b) Usando el cambio de variable z = e, § € [0, 27] obtenemos

I 2 d
0o V2 —cos(f)
_ ?{ dz
ap(0,1) i2(vV2 — ZE)

. dz
B 22~7({9D(071) (z—=V2—-1)(z —v2+4+1)

Vemos que esta integral es de la forma

7{ /(2) dz = 2mif(20) ,
0D(p,r)

(z— 20)

donde f(z) = (2_2#1) y 20 = v/2 — 1. Dado que f(z) es holomorfa en todo
C\ {1 ++/2}. Tenemos que

I— j{ 2i dz - 2i _o
oD@ (2 —V2—1) (2 — 20) m\/i—l—\/i—l i
Puntaje :
e 1.0 Uso correcto del cambio de variable.
e 1.0 Descomponer el denominador e identificar que raiz estd dentro del cir-
culo unitario.
e 1.0 Uso correcto de la férmula de Cauchy.
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Pregunta 2.
(a) (3 ptos.) Utilice las férmulas de Cauchy para calcular

]{ e —522+22+1
I = 5 dz
ap(0,2) (2—=3)(z—-1)

(b) (3 ptos.) Para
1 z4+1
sin(mz) z — 1

flz) =

encuentre la regién donde es analitica, identifique singularidades aisladas y deter-
mine si se trata de polos. En caso de ser polos indique el orden y calcule el residuos
(en todas las singularidades aisladas).

Solucién.

(a) De la férmula integral de Cauchy

P ERICIva—L)
P12

z—1) I

donde p(z) = 62’?5# Note que (z — 3) estd dentro de la definicién de p(z)

pues z = 3 no esta dentro del disco centrado en cero y radio 2. Asi

iy (F102+42) (e =52° +22+1)
P =Ty EEE

Luego
18 — €2

I = 2mi(

).

Puntaje :

e 1.0 Identificar que z = 1 estd contenido en z = 1 y que la funcién del
numerador es holomorfa.

e 1.0 Uso correcto de las formulas de integracion de Cauchy.

e 1.0 Concluir.

(b) Vemos que f es analitica en todo punto z tal que sin(mz) # 0, es decir en C\ Z.
Los puntos k € Z son por lo tanto singularidades aisladas de f.

El punto z = —1 es una singularidad removible, ya que
. . 1 z4+1
zl—l>n—11 1z) = z1—1>H—11 sin(rz) z — 1
1. z+1
=—- lim ——
2 z—=1sin(wz)
1 1
= 1.

- lim ——
2 z——1 7 cos(mz)

o



4 CONTROL III CALCULO AVANZADO, 2017/1

Veamos que k € Z, k # —1 es un polo. Partimos con k # +1. Tenemos, usando
el teorema de I’Hopital,

. . 1 . z+1
fn(z =R = = ey P
~ Jim 1 ) k+1
z=kmweos(mz) k—1
(-DF k+1
T or k-1
Como k € Z, k # £1 es un polo simple, tenemos ademads
Res(f, k) =lim(z — k) f(z) = (=" . E
z—k e k—1

Veamos que k = 1 es un polo doble. En efecto

1 z+1
li -1 =1 -1
Z1_I)r]1€(z )f(z) zl—I}}c(z )sin(ﬂz) z—1
no existe mientras que
1 z+1

. _ 2 _ . _ 1 2
B_)ml(z D7) ;1—%(2 ) sin(rz) z — 1
z—1
=i 1
b sin(7z) (z+1)

=2 lim
z—1 7 cos(mz)

2

T
Para calcular el residuo usamos la férmula

Res(/,1) = im (2~ 1)2/(2))

d ((z=1)(z+1)
( sin(7z) >

g 2L

© 251dzsin(nz)

2zsin(rz) — (22 — 1)7 cos(nz)

= 1.
by sin(mz)?

Usamos la regla de 'Hopital:

2zsin(nz) — (22 — 1)m cos(7z)

ilgi sin(mz)?

~ lim 2sin(rz) + 27wz cos(mz) — 27z cos(mz) + (22 — 1)7? sin(nz)
z—1 27 sin(7z) cos(7wz)
i 27T (22 —1)m?
z—1 2w cos(mz)

1

=

Puntaje :
e 1.0 Identificar correctamente las singularidades.
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e 1.0 Determinar si son polos y de qué orden.
e 1.0 Calcular residuos.
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Pregunta 3.
(a) (1,5 ptos.) Considere la funcién

22

1&) =177

Encuentre los polos de f(z) y sus respectivos residuos.

(b) (1,5 ptos.) Considere la curva I'g parametrizada por
FR:{xzogng}u{Reie:ogegg}u{(R—x)izogng},

con orientacién positiva. Realice un bosquejo de la curva y los polos de f(z).
Calcule

f(z)dz.

T'r

(c) (3 ptos.) Utilice el ejercicio anterior y el teorema de los residuos para calcular

w2
I= / L
o 1+at
Soluciéon.

(a) Note que este es un caso particular f(z) = p(z)

q(z)
polinomios primos p(z) = 22 y q(z) = 2* + 1. De modo que los polos de f(z) son
las raices simples de ¢(z), que en este caso son todos los niimeros complejos tales

que z* = —1. Es decir, e/™1/4+k/2) | =0,1,2,3 2y = €'F, 2y = 3%, 23 = €'T y
ST
zz3 =e€"7 .
Dado que cada polo z; es de primer orden, de la formula de los residuos tenemos

que

donde p(z) y q(z) son los

(z—2k)

p(z) — limz—>zk p(z) . hmz—>2k q(z)

q(z)

lim, ., (z — 2zk)
Usando L’Hopital

(2%) L (142k)
— : 1 _ plzk) e "1
- p(zk) . hmz%zk 123 — 4213; = 1

lim, ., (z — 2x)

Puntaje :

e 0.5 Encontrar los polos.
e 0.5 Usar la definicién de los residuos.
e 0.5 Calcular los residuos.

(b) Un bosquejo de la curva y de los polos de f(z) debe ser de la forma de la
figura 1. Vemos que f(z) es meromorfa, ademés I'g s6lo encierra el polo zyp = €'%.
Luego del teorema de los residuos

671'71'% ﬂ ﬂ

(2)dz = 2miRes(f,20) = mi—— =mi— (1 — i) =7— (1 + 1),
. 2 1 1

Puntaje :

e 0.5 Dibujar el bosquejo de la curva e identificar los residuos.
e 0.5 Ver que solo un punto critico esta encerrada por la curva I'y.
e 0.5 Usar el teorema de los residuos.
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Im(z)

FIGURE 1. Bosquejo de ' y los polos de f(z) = 22/(1 + z%).

(c) Del ejercicio anterior

e~imi V2 . V2

=mi—(1—14) = 71'7(2 +1)

f(2)dz = 2mwiRes(f, z0) = i

I'n 2 4
R 2 z 2,216 R 2 i
x 2 Re x°e .
= —dzx ——  __Rie’dh — — Py .
/0 1+at * A 1+ Rtetio ¢ o 1+ atei?n ‘ v
Note que
Y
1+ xtei2r 1+a24’
asi
V2 R 2 5 R2.2i0 0
WT(Z—Fl):(l—FZ)/O 1+£L’4d$+/0 wlﬁfze do
Note que
5 R2e2i0 _ z R2e2i0 _
————Rie®df| = Rie?dg| =
| o 14 Riet® iedf| o (1+ R*cos(40) + iR*sin(40)) e df|

|/ R%e?(1 4 Rcos(46) — ZR4sm(4g)))Riei9d0|
(14 R*cos(40))% + R3sin?(46))
2 219 4 —419
|/ R2ZOR A+t 0 Mr o
R3 (R—8 4+ 2R~4cos(4i0) + 1) 2R3(R-8 —2R~4+1)

para R — 0o, donde M = R™2|R~* + 1|. Asf tomando limite R — oo tenemos

N V2
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Asi
/ o g2 V2
——dr=n1—.
0 1 + .'I,'4 4

Puntaje :

e 1.0 Uso correcto del cambio de variable.

e 1.0 Uso correcto del teorema de los residuos y descomponer las integrales.

e 1.0 Obtener correctamente las integrales sobre las curvas.



