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Control 3

P1. a) (3,0 ptos.) Demuestre que para a > 0,b > 0 se tiene que

(oo}
cos(ax) — cos(bx)
/ = dx =7(b—a).
Con lo anterior deduzca que
/ (senx)de .
- =
— 00

Indicacion: Explicite sobre qué contorno esta integrando y justifique la validez de los teoremas

usados.

b) (3,0 ptos.) Demuestre que

/°° 1 2w
dt = ——
o @+ bcos(t) + csen(t) a2 — b2 — ¢2
para todo a,b,c € R tales que a® > b? + .
P2. a) (4,0 ptos.) Encuentre el desarrollo en serie de Fourier de la funcion
f(z) = cos(ax), —m<x<m,

para cualquier a no entero.

Concluya que
11 & 2
t = (==Y ——
cotg(am) - (a an—a2>
n=1
si a no es entero. Explique.

b) (2,0 ptos.) Calcule la Transformada de Fourier de la funcion

0 six <3

f(z) = {(33—3)6_4“c six>3

P3. Resuelva la siguiente ecuacion:
Up — Uge + 200 =0 O<z<1/2, 0<t

uz(0,8) =u(1/2,¢) =0 0<t
u(z,0)=1-2x 0<xz<1/2

Tiempo: 3 horas.
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w0

(a) Demuestre que f
—00 X

cos(ax) — cos(bx) dx=n(b-a), para a=z0y b=20

2

x©

2

y deduzca que fwdx =x
2
—00 X

Indicacién: Considere la funcion  f(z) = (e - ¢”)/z* y un contorno adecuado y en el plano
complejo para establecer la igualdad pedida mediante la integral de f sobre y (debe indicar
claramente los teoremas que utilice).

Solucion.
(1) La definicion de f implica que z = 0, es el Gnico (posible) polo de f (f(0) = 0/0 ).
Primero, se determina si f es reparable en z = 0.

iaz ibz . jaz .y ibz .
¢ ¢ - (L'H) lim 1ae > ibe = l(ao 5) , implica f no es reparable en 0.
z—0 4

lim
z—0 z

(2) Se determina si z = 0 es un polo de orden 1, i.e., si existe lin%zf(z).
Z—)
iaz ibz iaz ibz iaeiaz _ ibeibz

lim?—— "~ lim—— = L'H) jjpy——F——=i(a-b),

z—>0 z z—>0 z z—0 1
lo que implica que z = 0 es polo simple real de f y que Res(f,.0) = i(a-b).
(3) Se aplicael T. de los residuos conf y el contorno y =y' U d'Uy"U d", donde
y'y y" son los semicirculos: Izl =R y Izl =r, con R>1,r>0 e Im(z)=0; ' y 3"son los

segmentos lineales en el eje real que unen -Rcon-r y rconR.
(4) Como ¥ noencierraa z =0 (unico polo de f), por el T. de residuos se tiene

f f(2)dz = f f(z2)dz+ f F(2)dz + f f(2)dz + f f(z)dz=0
4 7' a' 7" a'

SiR—> o, ff(z)dz -0, !f(z)dz+ff(z)dz - ff(x)dx, y si r—>0,ff(z)dz —-miRes(f,0)
Y’ ' o' e y"

o0

fcos(ax) - cos(bx) + i(sen(ax) - sen(bx)) o

(a-b)
—oo x2

ie, si R>oy r—0, ff(z)dz—->
4

" - cos(b
y COmo ff(z)dz =0, para todo R>0 y todo r>0, resulta fcos(ax) cos(bx) =
‘y -0

w(b-a)

x2

Puntaje: (1) 0.5; (2) 0.5; (3) 0.5; (4) 1.5



P1 (b) Demuestre que para todo a,b,c tal que a” > b% +c2.

2n

i ! dt=—— 2
) a + bcos(t) + csen(t) a2 —p2 o2

Indicacion. ax’ + bx + ¢ = a(x — x1)(x — x2), donde x; y x, son las raices de la
ecuacion ax’ + bx+c =0

Solucion.
(1) Sea R(t) la funcion a integrar, la correspondiente funciéon f(z) asociada a R es

1 1 2 2

fiz) = ( ,
a+b(zZ +1)/2+c(z2 -1)/2i % 2iaz+ib(z> +1) +c(z? -1) (¢ +ib)z? + 2iaz + (=c + ib)

(2) Se determinan los polos de f que son encerrados por ¥ : 1z | =1.

Polos de f son las raices de p(z) = (c+ib)z? + 2iaz + (-c+ib) = Az> + Bz +C. Si D = B®~4AC,
entonces D = 4(c+ib)(-c+ib) = -4(b* + ¢?) y las raices son:

—a+Va? -b% -c? —a-Va* -b* -¢?

z = = z Z, son polos simples
y b e y 22 b ic (Z1 Yy 2z p ples)
- -a-d
(3)Como a’ >b%+c?, d-Va>-b>-c?>0, 7 =4 , _Z¢
1 b-ic 2 b-ic

Ademas, como a>d, setiene

a-d (a~dXa+d) (a* -d*) (b% +¢?) 1
IZ1I= = = = <1

B et BPecd)ard) (P +cNard) BFsciNasd) 99

Similarmente, se comprueba que |z, | > 1,y por lo tanto, y encierrasolo a z;.

(4) Porel T. de los residuos, ff(z)dz =2mi Re S(f’z1)’ donde Res(f,z1)= lim (z-z4)f(z)
Y

Para calcular este limite se utiliza la factorizacion: p(z) = (c+ib)(z ~ z4)(z — 2,), implicando

— | _ =i - 2 = :
ReS(f,zl)— lim (z-z1)f(z) = lim (z 21) (c+ib)(z - z )z - 22) (c+ ib)(z1 - zz)

2 1 . .

ycomo z -z = _2d_ y (c+ib)=i(b-ic) resultaque Res(f,z )= —, loqueimplica
1 2 b-ic 1 id

la igualdad del enunciado.

Puntaje: (1) 0.6; (2) 0.4; (2) 1.0, (4) 1.0
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