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Control 3
Parte 1

(a) (2 puntos) Considere la funcién

0 size[-m,0]
flx) =
x sizel0, 7
A partir de la serie de Fourier de f demuestre que
> H=5
‘s p2 8
n impar

(b) Sea f una funcién continua y 2L-periédica, cuya serie de Fourier estd dada por

flz) = % —i—nio:lan cos (%) + b, sen (?)

Pla) = /0 (1)~ %) ar

L

) (f(t) - %) dt = 0.

Se define:

(i) (1 punto) Demuestre que/

(ii) (1 punto) Demuestre que F(z) es 2L-periédica.

(iii) (2 puntos) Si el desarrollo de Fourier de F' viene dado por:

F(z) = % + i A, cos (?) + B, sen (?)

n=1

Demuestre que Vn > 1:

Hint: Use integracién por partes.

Parte 2

La EDP, con sus condiciones iniciales y de borde, que modela las vibraciones de una viga estructural
simplemente apoyada es

%Jre?% =0 Vxe(0,L), t>0
u(0,t) = %(O,t) =0
PN = %(L,t) ~ 0
u(z,0) = f(z)
20) = gla)
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

(2)

(h)

(1,2 puntos) Usando el método de separacién de variables en la forma wu(z,t) = ¢(x)y(t), pruebe
que para resolver el problema espacial, deben encontrarse aquellas constantes a« € R de modo que
la EDO siguiente tenga soluciones no triviales:

ag(x) +¢M(r) =0 Vze(0,L), t>0
(Pup) ¢(0) =¢"(0) =0 (CBenz=0)
S(L)=¢"(L) =0 (CBenz=0L)

(1,2 puntos) Pruebe que cuando a = 0, la unica solucién del problema (P,,) es ¢ = 0.

(1,2 puntos) Multiplique la EDO del problema (P,,) por ¢(z), integre por partes y utilice las
condiciones de borde para probar que toda solucién de (P,),) satisface la relacién:

a/OL ¢*(x) dx + /OL [¢"(2))? dz =0

(1,2 puntos) Use la relacién anterior para probar que si o > 0 entonces la tnica solucién del
problema (P,,) es ¢ = 0.

(2,4 puntos) Segtn los resultados anteriores, el problema (P,,) tiene soluciones no triviales sélo
si a < 0. Haga el cambio de variable &« = —a* donde a > 0 y resuelva el problema (P,,).

Hint: Recuerde que la solucién general de la EDO en el problema (P,,) es de la forma
¢(z) = Acosh(az) + Bsenh(az) + C cos(ax) + D sen(ax)

Use las condiciones de borde en x = 0 para encontrar A y C. Luego, utilice las condiciones de borde
en & = L para probar que B = 0y Dsen(aL) = 0. Use estos resultados para concluir que la solucién
es no trivial solo cuando a = a,, n € N*, donde debe explicitar los a,, y los ¢,, correspondientes.

(1,2 puntos) Para cada a,, de la ecuacién anterior, resuelva la ecuacién temporal y pruebe que la
n-ésima solucién de la EDP+CB en el problema (P) es de la forma

up(z,t) = [A,, cos (wpt) + By, sen(wyt)] sen(an,x)
donde debe explicitar los valores w, en términos de a,, y los datos del problema.

(1,2 puntos) Indique cudl es la solucién del problema (P) si las condiciones iniciales son:

f@) = 5sen (“f)

f@) = —7sen<47er)

(1,2 puntos) Considere el caso general en que f(z) y g(z) se pueden desarrollar en series de Fourier
de senos en [0, L]. En este caso, escriba la solucién formal u(zx,t) del problema (P) como una serie,
escribiendo las férmulas que permiten calcular los coeficientes A,, y B,, en términos de las funciones

fvg.

(1,2 puntos) Escriba la solucién formal del problema (P) en el caso particular en que f(z) =
(L —z) y g(x) = 0. Debe calcular todos los coeficientes.

TIEMPO: 3 HORAS.
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Problema 2. (Puntaje doble)

La EDP eue modela

las vibraciones de una viga estructural simplemente apoyada es

Ou L0 .
£ +e g =0 paraxz e (0, L)y t-0
2
. u(0,1) = gﬁ(o,t) =0 {CBenux=0)
P 2
' u(L,t) = %(L, t)=0 (CBenz=1)
Ox?
8u(a:, 0) = f(z)
u
L E(Q!O) = g(:])

a) Usanmos el método de separacion de variables, en la forma sugerida; ulz t) = ¢{x)p(t).

Reemplazandoc el la EDP de (P) se obtiene
B V(1) + ) () = 0.

Haciendo el despeje habitual se obtiene que

V) a0

ef— L
¥(t) ¢(a)
como las variables z v # son independientes, la ecuacion auterior solo puede verificarse

si ambos lados son iguales a una constante. Sea A dicha constante, se obticnen dos
eClaclones, una temporal y una espacial

$\m vt = M
¢

"l A
(4) - . .
(r) = - égq*)(::.)..
Para que la ecuacion tome la forma del enunciado hacemos ol cambio de constante:
A
o= -,
r £

Las condiciones de horde se escriben

POG(0) = w(E)E"(0) = w(OS(L) = b(a"(L).



luego, para que la solucién no sea constantemente nula, la funcion espacial ¢ debe
oY satisfacer las ecuaciones del enunciado. Fs decir

ad(z) + oW (z) =0 paraze (0, L)
(Pyp) $(0) =¢"(0) =0 (CBenz=0)
¢(L)=¢"(L)=0 (CBenz=1I)

b) Sia =0, entonces la EDO de (Pup) se reduce a ¢ (z) = 0, cuya solucion es ¢(z) =
A B+ Ca? + Da®, con ¢'(z) = 2C + 6Dz. Evaluando las CB en cero se obtiene
A= (C =0. Evaluando las OB en L se obtiene un sistema, de ecuaciones

C+DL = ¢
C+3DL = 0,

el cual solo posee solucién trivial. Por lo tanto D=0,

¢) Multiplicawnos la EDO del problema (Pup) por ¢(z) e integramos por partes dos veces:

L L
0 = a [ () + ] 9 (2)6(2)dx
@ : :

— / @) + 49 (@) / 69 (2) () de

L L
a f #*(2) + 69 (@)(a)], — 0P (2)¢ ()] + f $®(2)¢? (z)da.
Q 0
Usando las CB la expresion anterior queda

o /0 " Blayds + /0 U1 Pz =

04

d) Si« >0, la relacién anterior implica que ambos sumandos deben ser nulos (suma de
nimeros > 0 igual a cero) por lo tanto

@ /OL ¢*(x)dz =0

y como se trata de una funcién (supucstamente) continua, se obtiene que ¢ = 0.

e) Hacemos el cambio de variables o = —a? donde a > 0. Con esto la EDO en (P,,)
queda

¢ (z) = a'g(z)
cuyo polinomio caracteristico tiene las raices +ia y a. Por lo tanto, la solucién general

es de la forma
@ ¢{z) = Acosh{az) + Bsenh(az) + Ccos(az) + Dsen(az).

<

Usamos las CB en r = 0: queda

A+C =
A-C = 0,



4
w v__de donde obtenemos que A = ¢ = 0.

Ahora usamos [as CB en L. queda

Bsenh(al) 4+ Dsen{al) = 0
Bsenh(aL) — Dsen(al) = Q,

de donde se deduce que B =0y Dsen(al) = OWL" D =0 la solucion

s la trivial, solo se obtienen soluciones NO triviales imponiendo

sen{al) = 0.

Esta ecuacion tiene las soluciones clasicas g = 4, = 7, n € N*. Asi, las soluciones no

nulas de (P,,) son

¢n (1) = sen(a,z), donde a,, = EE

La ecuacién temporal cs

Y(E) = A(t) = ~e*a’y(y)

cuya solucion general es

. f)
@ (t) = Acos (ea’t) + Bsen (eat) .

Usando esta solucién para cada an encontrado en (e) se concluye que la n—ésima
solucion de la EDP+CB cn el problema (P) es de la forma

Un(,t) = [A, cos (w,t) + B,sen {(wrt)] sen (a,z)
donde w, = eal y a, = m,
g) Si las condiciones iniciales son

flz) = bBsen (%Tl)

o) = < (12)

entonces la solucion del problema (P) es de la forma

u(x,t) = [Acos(wat) + Bsen (wyt)] sen (a1z)
%;f(:v,t) = [—Awasen (wyt) + Bwycos (wqt)] sen (asz) .

Evaluando en # = 0 se obtiene

A =5
BLU4:'“7

|

por lo tanto

u(z,t) = |5cos (wyt) — wlsen (wd)} sen (ayx) .
4



h) En el caso general en que f (®) ¥ g(x} se pueden desarrollar en series de Fourier de
senos en [0, L], la solucién se busca como la serie

- w(z, t) = Z [Ar cos (wnt) + Bysen (wyt)] sen (an).
o f -

Evaluenado en las condiciones iniciales se obtiene que los coeficicntes A,, y B,w,, son
los coeficientes de fourier de fy g respectivamente, es decir

. o r
G A, = 7 / f(2)sen{a,x)dx
2 U L
-B'n. = i n d i
@ < T /. g(z)sen(a,z)da

i) Finalmente, si f(z) = a{L — 1) y g(x) = 0, los coeficientes anteriores son:

@« 5. -

0
2 [t
A, = —/ r(L — z)sen(a,z)dz, (por partes) u=a(L-2) du= (L — 27)dx
L Jo dv = sen(a,z) v = —ﬁcos(a.na:)
2 1 R
= = (— {1(]5 — x)mcos(anm)} + —] (L - 2$)cos(a”:z:)da:)
L tn 0 @ Jo

2

I
= / (L — 2z)cos(a,x)dx,

(por partes) w= (L —2r) du= —2dz
dv = cos(a,x) v = tsen(a,z)

i

2 L 2)1 (anz) +2/Lsn(a3,)dx:
= - — —_ € nL ) (b
o ( T o sen(a,x an )y

0

4 L
= T /0 sen{ay,z)dc
= 73 [cos(an)]}
4 4L i
= m[l—(—l)]ZW[l“(—l)]-
0.2 n
Por lo tanto
42N (1= (=1)m
u(z,t) = — 2 ( i ) cos (wnt) sen (a,x) .



