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P1.- Calcule las siguientes integrales:

a)

∫ 2π

0

dθ

α + sen2(θ)
α > 0

b)

∫ +∞

−∞

cos(αx)

(x2 + β2)2
dx α, β > 0

Para la parte (b) debe justi�car que se cumplen las condiciones que permiten la apli-
cación de la fórmula basada en los residuos, indicando el contorno γ y la integral
(compleja) sobre cada tramo de γ.

Solución:

a) Ya que es una integral de la forma:∫ 2π

0

R(cos(θ), sen(θ))dθ

Se realiza el cambio, considerando como curva γ la circunferencia unitaria:

sen(θ) =
1

2i

(
z − 1

z

)
dθ =

dz

iz

Lo que implica:∮
γ

−i
z(α− 1

4

(
z − 1

z

)2
)
dz = 4i

∮
γ

z

z4 − (2 + 4α)z2 + 1
dz

y las singularidades de la función son las raíces de z4 − (2 + 4α)z2 + 1 = 0 (∗). Si
w = z2, la ecuación w2 − (2 + 4α)w + 1 = 0 tiene raíces w1 = 1 + 2α − 2

√
α2 + α y

w2 = 1 + 2α + 2
√
α2 + α y por lo tanto las raíces de (∗) son z1 =

√
w1, z2 = −√w1,

z3 =
√
w2 y z4 = −√w2. 0.8

Se deben determinar las raíces que quedan encerradas por γ, es decir, los |zk| < 1.
Como α > 0 implica que w2 > 1, y por lo tanto |z3| > 1 y |z4| > 1. Por otra parte, si
α > 0 nos lleva a w1 < 1 lo que signi�ca que |z1| < 1 y |z2| < 1. Luego γ encierra a
z1 y z2. 0.7
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Por el teorema de los residuos:∮
γ

f(z)dz =

∮
γ

z

z4 − (2 + 4α)z2 + 1
dz = 2πi(Res(f, z1) + (Res(f, z2)))

z1 y z2 son polos de orden 1, luego:

Res(f, z1) = ĺım
z→z1

z

(z − z2)(z − z3)(z − z4)
=

z1

(z1 − z2)(z1 − z3)(z1 − z4)

Pero como z1 = −z2 y z3 = −z4. Así (z1 − z2)(z1 − z3)(z1 − z4) = 2z1(z
2
1 − z2

3) =
2z1(w1 − w2) por lo tanto:

Res(f, z1) =
1

2(w1 − w2)
= − 1

8
√
α2 + α

Análogamente:

Res(f, z2) =
1

2(w1 − w2)
= − 1

8
√
α2 + α

Finalmente: ∫ 2π

0

dθ

α + sen2(θ)
= 4i · 2πi · − 1

4
√
α2 + α

=
2π√
α2 + α

1.5

b) Esta integral es del tipo

∫ ∞
−∞

p(x)

q(x)
cos(αx)dx, donde gr(q) ≥ gr(p) + 1, q(x) 6= 0

∀x ∈ R y por lo tanto se puede considerar la integral compleja:∮
γ

p(z)

q(z)
eiαzdz

Donde γ = γ1 ∪ γ2, γ1: semicírculo de radio R y γ2: segmento lineal de −R a R en el
eje Re(z). 0.5

Como

f(z) =
eiαz

(z2 + β2)2

y como z = iβ son las raíces de z2 + β2 y eiαβ 6= 0 resulta que z = iβ son polos de
orden 2 pero solamente z = iβ está encerrado por γ. Además haciendo z = Reiθ y
acotando: ∫

γ1

|f(z)dz| ≤ π

R3
→ 0 R→∞

Luego por teorema de los residuos:

∫
γ

eiαz

(z2 + β2)2
= 2πiRes(f, iβ) 1.0
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Cálculo del Residuo, recordar que iβ es polo de orden 2:

Res(f, iβ) = ĺım
z→iβ

d

dz
[(z − iβ)2f(z)] = ĺım

z→iβ

iαeiαz(z + iβ)2 − 2eiαz(z + iβ)

(z + iβ)4

Luego:

Res(f, iβ) =
−2αβe−αβ − 2e−αβ

−8iβ3
=
e−αβ(1 + αβ)

4iβ3

Multiplicando por 2πi y tomando la parte real (la parte imaginaria vale cero) se tiene:∫ ∞
−∞

cos(αx)

(x2 + β2)2
dx =

πe−αβ(1 + αβ)

2β3
1.5

P2.- Sea

f(z) =
1

z2(z2 + 1)

(a) Determine las regiones de convergencia de la serie de Laurent en torno a:
(1) z0 = i (2) z0 = 1 + i.

(b) Obtenga la serie de Laurent de f en torno a z0 = 1 + i, y que converge en z1 =
i

4
.

Solución:

(a)(1) La serie de Laurent en torno a z0 = 1 converge en un anillo A(z0, r1, r2) = {z :
r1 < |z − z0| < r2} además cada anillo no puede contener singularidades. Vemos que
la función posee polos en z1 = 0, z2 = i y z3 = −i. Vemos las distancias de los polos
al centro (distintas de 0): |z0− z1| = |i−0| = 1 y |z0− z3| = 2. Lo que implica anillos:

A1 = A(1, 0, 1) A2 = A(1, 1, 2) A3 = A(1, 2,∞)

(a)(2) Análogamente la serie de Laurent en torno a z0 = 1 + i. Vemos que la función
posee polos en z1 = 0, z2 = i y z3 = −i. Vemos las distancias de los polos al
centro (distintas de 0): |z0 − z1| = |1 + i − 0| =

√
2, |z0 − z2| = |1 + i − i| = 1 y

|z0 − z3| = |1 + i+ i| =
√

5. Lo que implica anillos:

A1 = A(1 + i, 0, 1) A2 = A(1 + i, 1,
√

2) A3 = A(1 + i,
√

2,
√

5) A4 = A(1,
√

5,∞)

(b) Antes de ver los distintos casos, expresemos f(z) en fracciones parciales:

f(z) =
A

z
+
B

z2
+

C

z + i
+

D

z + i

Donde

A = 0 B = 1 C = − i
2

D =
i

2
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.
Vemos que |z0− z1| = |1 + i− i

4
| = 5

4
∈ A2 Una serie convergente en A4 es de la forma

∞∑
−∞

an(z − i− 1)n con |z − 1− i| < 1 donde

an =

∮
γ

f(z)

(z − z0)n+1
dz

γ ⊂ A es una circunferencia centrada en z0 con radio r1 < ρ < r2.

Recordar que z0 = 1 + i. La serie para
1

z
es:

1

z
=

1

z0 + z − z0

=
1

z0

∞∑
n=1

(−1)n
(
z − z0

z0

)n
|z − z0| < |z0| =

√
2

Derivando (en el resultado va el menos):

1

z2
= S1 =

1

z0

∞∑
n=1

n(−1)n+1

(
z − z0

z0

)n
|z − z0| < |z0| =

√
2

1

z + i
=

1

z0 + i+ z − z0

= S2 =
1

z0 + i

∞∑
n=1

(−1)n
(
z − z0

z0 + i

)n
|z− z0| < |z0 + i| =

√
5

1

z − i
=

1

(z − z0)(1 + i
z−z0 )

= S3 =
1

z − z0

∞∑
n=1

(−1)n
(
z − z0

z0 − i

)−n
|z − z0| > |i| = 1

Así la serie de Laurent se escribe como:

f(z) = B · S1 + C · S2 +D · S3 1 < |z − z0| <
√

2

P3.- Considere el siguiente problema:

(P ) :
∂2u

∂t2
= 4

∂2u

∂x2
0 < x < 9 t > 0

u(x, 0) = 0 0 < x < 9

u(0, t) = 1 u(9, t) = 10
∂u

∂t
(x, 0) = x 0 < x < 9

(a) Compruebe que el MSV no resuelve (P ).
(b) Sea u(x, t) = U(x, t) + f(x) Determine f de modo que el problema resultante
(PU) se puede resolver usando MSV.
(c) Resuelva (PU) y obtenga la solución de (P ) mediante la solución de (PU).
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Solución:

(a) Supongamos que u(x, t) = X(x)T (t), se determina en que parte (P ) falla:

XT ′′ = 4X ′′T ⇒ X ′′

X
=
T ′′

4T
= −λ X

u(x, 0) = 0⇒ X(0)T (t) = 0⇒ X(0) = 0 T (t) 6= 0 X

u(9, t) = 0⇒ X(9)T (t) = 10⇒ X(9) 6= 0 T (t) =
10

X(9)
= cte

Pero como
∂u

∂t
(x, 0) = x no se puede seguir con el método. 1.0

(b) Sea u(x, t) = U(x, t) + f(x) tenemos:

(P ′) :
∂2U

∂t2
= 4

∂2U

∂x2
+ 4f ′′(x) 0 < x < 9 t > 0

u(x, 0) = U(x, 0) + f(x) = 0 0 < x < 9

u(0, t) = U(0, t) + f(0) = 1 u(9, t) = U(9, t) + f(9) = 10

∂U

∂t
(x, 0) = x 0 < x < 9 0.5

Se impone f ′′(x) = 0 ⇒ f(x) = ax + b y para anular las condiciones de borde se
coloca f(0) = 1 y f(9) = 10, lo que nos conduce a a = b = 1 luego f(x) = x+ 1. 0.8

Nuestro nuevo problema (PU) es:

(PU) :
∂2U

∂t2
= 4

∂2U

∂x2
0 < x < 9 t > 0

U(x, 0) = −f(x) = −x− 1 0 < x < 9

U(0, t) = 0 U(9, t) = 0
∂U

∂t
(x, 0) = x 0 < x < 9 0.2

(c) Solución de (PU) usando separación de variables, suponemos U(x, t) = X(x)T (t),
lo que implica:

XT ′′ = 4X ′′T ⇒ X ′′

X
=
T ′′

4T
= −λ

Luego las EDO que resultan:

X ′′ + λX = 0 T ′′ + 4λT = 0 0.3

Condiciones de (PU) que se pueden traspasar:

U(0, t) = X(0) · T (t) = 0⇒ X(0) = 0. Se puede traspasar X
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U(9, t) = X(9) · T (t) = 0⇒ X(9) = 0. Se puede traspasar X
U(x, 0) = −x− 1⇒ X(x) · T (0) = −x− 1. No se puede traspasar ×
∂U

∂t
(x, 0) = X(x) · T ′(0) = x. No se puede traspasar ×

Los problemas resultantes son: (PX) : X ′′ + λX = 0 X(0) = X(9) = 0. (PT ) :
T ′′ + 4λT = 0. 0.5

Solución de (PX) y (PT ):
1) Caso λ = 0:
X ′′ = 0⇒ X(x) = ax+ b y como X(0) = X(9) = 0⇒ a = b = 0⇒ X(x) = 0 ya que
se buscan soluciones no nulas, la solución se descarta. 0.3

2) Caso λ < 0 (λ = −k2, con k > 0):
X ′′−k2X = 0⇒ X(x) = aekx + be−kx y como X(0) = 0⇒ a+ b = 0⇒ a(ekx− e−kx)
y X(9) = 0 ⇒ a(e9k + e−9k) = 0 ⇒ a = b = 0 y nuevamente se obtiene X(x) = 0 ya
que se buscan soluciones no nulas, la solución se descarta. 0.5

3) Caso λ > 0 (λ = k2, con k > 0):
X ′′+ k2X = 0⇒ X(x) = a cos(kx) + b sen(kx) y como X(0) = 0⇒ a = 0⇒ X(x) =

b sen(kx) y X(9) = 0⇒ b sen(9x) = 0⇒ k =
nπ

9
luego

Xn(x) = bn sen
(nπx

9

)
n = 1, 2 . . .

Por otra parte T ′′ + 4λT = 0 implica:

Tn(t) = cn cos

(
2nπx

9

)
+ dn sen

(
2nπx

9

)
n = 1, 2 . . .

Un(x, t) =

[
An cos

(
2nπx

9

)
+Bn sen

(
2nπx

9

)]
sen
(nπx

9

)
n = 1, 2 . . .

Con An = bncn y Bn = bndn 0.7

Principio de superposición:

U(x, t) =
∞∑
n=1

Un(x, t) =
∞∑
n=1

Xn(x)Tn(t)

es solución de (PU)-(condiciones no traspasadas)
Primera condición no traspasada:

U(x, 0) = −x− 1 =
∞∑
n=1

An sen
(nπx

9

)
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donde An es el coe�ciente de la serie de Fourier de senos (extensión impar):

An =
2

9

∫ 9

0

(−x− 1) sen
(nπx

9

)
dx

Segunda condición no traspasada:

∂U

∂t
(x, 0) = x =

∞∑
n=1

Bn

(
2nπ

9

)
sen
(nπx

9

)
donde Bn es el coe�ciente de la serie de Fourier de senos (extensión impar):

Bn

(
2nπ

9

)
=

2

9

∫ 9

0

(x) sen
(nπx

9

)
dx

Bn =
1

nπ

∫ 9

0

x sen
(nπx

9

)
dx 0.6

Cálculo de An y Bn:

An = −2

9

∫ 9

0

(x+ 1) sen
(nπx

9

)
dx =

2(10(−1)n − 1)

nπ

Bn =
1

nπ

∫ 9

0

x sen
(nπx

9

)
dx =

−81(−1)n

n2π2

Finalmente:
u(x, y) = U(x, y) + f(x) = U(x, y) + x+ 1 0.6
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