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P1.- Calcule las siguientes integrales:

2w de
CL) / — a>0
0

a + sen?(6)
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b —————=dr o, >0
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Para la parte (b) debe justificar que se cumplen las condiciones que permiten la apli-

cacion de la formula basada en los residuos, indicando el contorno v y la integral

(compleja) sobre cada tramo de .

Solucidn:
a) Ya que es una integral de la forma:

/0 ' R(cos(),sen())do

Se realiza el cambio, considerando como curva v la circunferencia unitaria:

sen(8) = (z— 1) =L

21 Z

Lo que implica:

—1 z
dz =4 d
e R S et

4

y las singularidades de la funcion son las raices de z* — (2 +4a)z2+1 =0 (x). Si
w = 22, la ecuacion w? — (2 + 4a)w + 1 = 0 tiene raices w; = 1 + 2a — 2vVa2 +a'y
wy =14 2a+ 2v/a? + a y por lo tanto las raices de (x) son z; = Jwy, 20 = —\/wy,

23 = /Wa ¥ 24 = —y/wsy. 0.8

Se deben determinar las raices que quedan encerradas por 7, es decir, los |z < 1.
Como « > 0 implica que wy > 1, y por lo tanto |z3| > 1y |2z4] > 1. Por otra parte, si
a > 0 nos lleva a w; < 1 lo que significa que |z;| < 1y |23 < 1. Luego ~ encierra a
21y 22. 0.7



Por el teorema de los residuos:

%f(z)dz = 7{ = —|—Z4a)22 - 1dz = 2mi(Res(f,z1) + (Res(f, z2)))

21 Y Z son polos de orden 1, luego:

Res(f,z1) = lim & = i

z—z1 (Z — ZQ)<Z — Zg)(Z — Z4) (Zl - 22)(Z1 - Z3)(Zl - Z4)

Pero como z; = —zp y 23 = —24. Asi (21 — 29)(21 — 23)(21 — 24) = 221(2] — 23) =

2z1(wy — wy) por lo tanto:

1 1
Res(f,z1) = ——— = ———+——
(f,21) 2(wy — wy) 8va? + «
Andlogamente:
1 1
Res(f,z9) = ————— = —————
(/,22) 2(wy — wy) SvVa? + «
Finalmente:
2m de 1 2m
—— =41 27 - — = 1.5
/0 a + sen?(0) /a2 +a  Va2+a
b) Esta integral es del tipo / ]%cos(ax)d:c, donde gr(q) > gr(p) + 1, g(x) # 0
o Gz

Vz € R y por lo tanto se puede considerar la integral compleja:

7{ %emzdz

Donde v = 1 U2, 7;: semicirculo de radio R y 7,: segmento lineal de —R a R en el
eje Re(z). 0.5

Como :

(22 + 32)2

y como z = i3 son las raices de 22 + 3% y € #£ 0 resulta que z = i3 son polos de

orden 2 pero solamente z = i3 estid encerrado por 7. Ademés haciendo z = Re y
acotando:

f(z) =

/|f(z)dz|§%—>0 R — o
71

Luego por teorema de los residuos:

/ﬁ = 2riRes(f,i8) 1.0
.



Calculo del Residuo, recordar que i3 es polo de orden 2:

. , d ) ) . iz +'ﬁ2_2iaz +ﬁ
Res(.6) = im 1(: = 9)*/(2)) = lim 0 Z(z)+ B crd)

Luego:

—2afe™P — 270 e (1 + af)
—&i33 N 4533

Multiplicando por 27i y tomando la parte real (la parte imaginaria vale cero) se tiene:

Res(f,i8) =

* cos(ax) _me (1 + ap)
Lt 1
P2.- Sea .
f(z) = 2211

(a) Determine las regiones de convergencia de la serie de Laurent en torno a:
(1) 20 =i (2) 20 = 1 +1. »
i

(b) Obtenga la serie de Laurent de f en torno a zp = 1+1, y que converge en z; = 7

Solucién:

(a)(1) La serie de Laurent en torno a zy = 1 converge en un anillo A(zy,r,73) = {2 :
r1 < |z — 29| < ro} ademas cada anillo no puede contener singularidades. Vemos que
la funciéon posee polos en z; = 0, 2o =4y 23 = —i. Vemos las distancias de los polos
al centro (distintas de 0): |29 — z1| = |i —0| = 1y |20 — 23| = 2. Lo que implica anillos:

A =A(1,0,1) Ay =A(1,1,2) A3 = A(1,2,00)

(a)(2) Anélogamente la serie de Laurent en torno a zgp = 1 + i. Vemos que la funcion
posee polos en z; = 0, 20 = @y 23 = —i. Vemos las distancias de los polos al
centro (distintas de 0): |20 — 21| = |1 +i—0] = V2, |20 — 2| = [1 +i—i| =1y
|20 — 23| = |1 + i +i| = v/5. Lo que implica anillos:

A= A(1+i,0,1) Ay =A(1+4,1,vV2) As=A(1+i,vV2,V5) Ay = A(1,V5,)

(b) Antes de ver los distintos casos, expresemos f(z) en fracciones parciales:

A B C D

1(z) 22 z+1 z+4+1
Donde ,
1 )
A=0 B=1 C=— D=-
2 2



Vemos que |20 — 2| = [1+i—%| = 2 € A, Una serie convergente en Ay es de la forma
[e.e]

Zan(z—i—l)" con |z —1—1i| <1 donde

v C A es una circunferencia centrada en zy con radio r; < p < ry.

1
Recordar que zg = 1 +¢. La serie para — es:
z

1
;Zmz—z (

Derivando (en el resultado va el menos):

1 1 & — "
5=5= 5 n (_ZO) 2 2] < |z0] = V2
22 — 20

) |z—zo\<|zo|:\/§

1 1 OO n
p— — — o < .: 5
Z+1 ZO—{—@'—}—z—ZO ZO+@ZI (Zo+z) ‘Z Zo| |Z0+Z’ \/_

1 1 S o
- = _ 2=z > 1] =1
2—1  (z—2z)(1+ ) z—zoz (z0—2> | o > 6

2—20 =1

Asi la serie de Laurent se escribe como:

f(2)=B-S14C-S4+D-85 1<|z—z|<V2

P3.- Considere el siguiente problema:

Pu O
py. 28 4%
(P) 7 97 0<z<9 t>0
u(z,0)=0 0<z<9
du
uw(0,t) =1 w(9,t) =10 E(:{:,O):x 0<x<9

a) Compruebe que el MSV no resuelve (P).

b) Sea u(x,t) = U(z,t) + f(x) Determine f de modo que el problema resultante
Py) se puede resolver usando MSV.

¢) Resuelva (Py) y obtenga la solucion de (P) mediante la solucion de (Py).

(
(
(
(



Solucidn:
(a) Supongamos que u(z,t) = X (z)T(t), se determina en que parte (P) falla:

X/l T//
XT" =4X"T - —
= — ~ = aT AV

w(@,0)=0= X(O)T(t)=0= X(0)=0 TH) A0 v

w(9,8) = 0= X(9)T(t) =10 = X(9) £0 T(t) = = cte

10
X(9)
Pero como —u(x, 0) = x no se puede seguir con el método. 1.0

ot
(b) Sea u(z,t) = U(x,t) + f(x) tenemos:

0?U 82U
Pl — 4//
(P'): Fr a +4f"(x) 0<zx<9 t>0

u(z,0) =U(z,0)+ f(z) =0 0<z<9
w(0,8) = U(0,8) + F(0) =1 w(9,¢) = U(9,) + f(9) = 10

ou

E(J],O):ZE O0<z<9 0.5

Se impone f”(x) = 0 = f(x) = ax + b y para anular las condiciones de borde se
coloca f(0) =1y f(9) =10, lo que nos conduce a a = b =1 luego f(z) =x+ 1. 0.8

Nuestro nuevo problema (Py) es

0*U 0*U

P, =4—
(Py) : e 52 0<x<9 t>0
Ulx,0)=—f(x)=—2—-1 0<z<9

ou

(¢) Solucién de (Py) usando separacion de variables, suponemos U(x,t) = X (2)T(t),
lo que implica:

X// T//
XT" =4X"T = =— ==\
X 4T

Luego las EDO que resultan:

X"+XX =0 T"+4X\T=0 0.3
Condiciones de (Py) que se pueden traspasar:
U(0,t) = X(0)-T(t) =0= X(0) =0. Se puede traspasar v’

5



U(9,t) = X(9)-T(t) = 0= X(9) = 0. Se puede traspasar v’
U(z,0) = —x—1= X(z)-T(0) = —z — 1. No se puede traspasar X

83—(75](137 0) = X(x)-T'(0) = x. No se puede traspasar X

Los problemas resultantes son: (Px) : X" + 22X = 0 X(0) = X(9) = 0. (Pr) :
T"+4)\T = 0. 0.5

Solucion de (Px) y (Pr):

1) Caso A = 0:

X"=0= X(z)=ar+bycomo X(0)=X(9)=0=a=b=0= X(x) =0yaque
se buscan soluciones no nulas, la solucién se descarta. 0.3

2) Caso A < 0 (A= —k? con k > 0):

X"—k*X =0= X(x) = ae®® +be % y como X(0) = 0= a+b=0= a(e" —e )
vy X(9) =0= a(e® +e %) =0= a=0b= 0y nuevamente se obtiene X (z) =0 ya
que se buscan soluciones no nulas, la soluciéon se descarta. 0.5

3) Caso A >0 (A = k2, con k > 0):
X"+ kX =0= X(z) =acos(kz)+bsen(kz) y como X(0) =0=a=0= X(z) =
bsen(kzr)y X(9) =0=bsen(9z) =0=k = % luego

nma

Xn(x) = by, sen <T> n=12...

Por otra parte T + 4\T = 0 implica:

2 2
Tn(t):cncos( ngmc) +dnsen< n97m:> n=12...

2 2
Up(x,t) = {Ancos < ngr:v) + B, sen (%)} sen (n_gx) n=12...

Con A, =b,c, v B, = b,d, 0.7

Principio de superposicion:
Uz, t) =Y Unl(w,t) =Y Xp(x)Tu(t)
n=1 n=1

es solucion de (Py)-(condiciones no traspasadas)
Primera condicién no traspasada:

U(z,0) = —x—lziAnsen <%>

n=1



donde A, es el coeficiente de la serie de Fourier de senos (extension impar):

9
A, = g/ (—z — 1) sen <m> dx
9/, 9

Segunda condicion no traspasada:

ou = 2nm nwx
E(m,[)) =z = ;Bn (T) sen <T)

donde B, es el coeficiente de la serie de Fourier de senos (extension impar):

B, (2”7”) _ ;/Og(x) sen ("55) d

1 9
B, = — T sen (_mrx) dz 0.6
nm Jo 9

Calculo de A, y B,:

2 [? 2(10(-=1)" — 1
Anz—g/o(x+1)sen(n—7;m>d:c: (O(WZ )
9 _ _1\n
B - L xsen(@w:M
nrt J, 9 n2m?

Finalmente:
u(z,y) =U(z,y) + f(z) =U(z,y) +x+1 0.6



