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P1)

a) (2.5 pts) Utilizando variable compleja, encuentre el valor de

T 2
—df.
/0 5 — cos(26)

i 2
I = —df
/0 5—cos(20)

Respuesta: Llamaremos

g 2
I = /0 md@ Usando el cambio de variable 20 = «

27 1
= / ——da.
o b —cos(a)

Ahora, definiendo z = €'* con «a € [0, 27, tenemos cos(a) = (2 + 271)/2 y obtenemos

2 dz 2 1
I = B ——
}{z:l 0-z—2T1iz i flilzl 10:—22-17

si definimos p(z) = 10z — 22 — 1, tenemos

102 — 22 —1=—(2—5)+24
(V24 +5—2)(V24 -5+ 2)

= (rn—2)(z—r),

p(2)

donde ry = v/24+5y ro = —v/24+5, claramente Is raices de p son r; y ro claramente 7, esta fuera de {2
pero
2] <1 & 5b—v24<1l & 4<V24 & 16 < 24

h= 37{4_1 el R e e T
2 1 1
i(r1 —r2) fiz|—1 ((7“1 —2) - (2 — 7‘2)> az.

% ;dz =0,
|z|=1 (r1—2)

1
% dz = 27i.
lzj=1 (2 = 72)

De esta forma

como |ri| > 1 tenemos

y como |ra] < 1 tenemos

Usando esto, tenemos

I 2 - 27 m
= - T = = —.
i(ry +72) V24 V6
b) (2.5 pts) Dado o € R \ Z. Demuestre que el desarrollo en serie de Fourier de la funcion f(x) = cos(az),
por
sen(a) pe1 sen(arm)

k>1

Pl =1},

esta dado



Respuesta: Primero notamos que f es par, con lo que tenemos que
— Clo o
flx) = > + kzxak cos(kzx), V€ (—m ),

donde

™

2 us
ay = f/ cos(ax) cos(kx)dz,
0

observemos que
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sen(x)sen(y),

cos(z — y) = cos(x) cos(y) + sen(x)sen(y),
sumando obtenemos 1
cos(z) cos(y) = 5 (cos(xz + y) + cos(z —y)),

Remplazando
o = i/oﬂ (cos ((a + k)) + cos ((k — a)a)) dz
_ % <sen (((io;—l—kl){:)x)';:g sen ((]ik_—ac)wx)ﬁ:g)
_ % (sen ((aa++kl)€)7r) | sen ((Iik_ac;)w))
- i sl
de esta forma, tenemos
Fa) = Sl Jrl;Qa k+1sl‘j;(0”))cos(kx). Vo € (—m, ) (0.1)

¢) (1 pts) A partir de lo anterior muestre que

> 8
”:47; T6n2 —1°

Respuesta: Como f es par y continua, podemos evaluar (0.1) en el borde x = 7, con lo que obtenemos

sen(am) i sen(am)

cos(am) = Z 2a(— 7]# —a?) cos(km)
k>1
cos(a 1
L 9 k+1 1)k
7Tsen + Z o —a?) (=1)
E>1
1 2a

y remplazando o = 1/4 en esta ultima identidad, obtenemos
— 8
=4 - —_—
i ; 16n% — 1

P2). Considere la ecuacion de Laplace con condiciones de borde tipo Neumann en el cuadrado (0,7) x (0, 7):

Au=0 O<z<m O0<y<mw

uz(0,y) =0, wuy(my)=0 O<y<m

uy(z,m) =0 O<z<m *)
uy(z,0) = f(x) O<z<mw

u(0,0) = 0.



a) (2 pto.) Pruebe que si u es alguna solucion de (*) entonces el flujo de Vu a través del borde de [0,7] x [0, 7] es
nulo. Concluya que foﬂ f(x)dz = 0.

Respuesta: Si integramos en 2 = (0,7) x (0,7) la ecuacion, obtenemos

0 = /AudV
Q

= /O’T /O’T(um(x,y) + Uyy (2, y))dzdy
/Oﬂ ug (T, y)dy — /O7r ug (0, y)dy + /OW wy (a, w)dar — /O’T (&, 0)d,

con esto hemos obtenido que el flujo de Vu es cero en el borde de € y remplazando las condiciones de borde,
obtenemos

0= — /Oﬂ F(@)da.

b) (4 ptos.) Dado f(z) = 4 cos(2z), encuentre una solucién u de (*), por el método de separacioén de variables.

Respuesta: Notamos que
T 1 T
/ fl@)dx = f/ cos(2z)dx = 0.
0 2 Jo
De esta forma tenemos la compatibilidad descrita en la parte anterior.

Ahora, buscaremos u(z,y) = ¢(z)¥(y), remplazando en la ecuacion y dividiendo por u, obtenemos

¢(z) ()
o) o)

:O’

de esta forma obtenemos
@"(x) = Xo(x), ¥ (y) = -M(y),
con A\ una constante a determinar. Veamos la condiciéon de borde

uz (0,y) = ¢ (0)Y(y) =0= ¢'(0) =0,

ug(m,y) = ¢ (m)Y(y) =0 = ¢'(7) =0.

De esta forma resolveremos el sistema

¢'(x) = Ap(x), =€(0,m),
@0 = 0
M
Caso: A = 0. Entonces ¢(z) = Az + B, usando las condiciones de borde, obtenemos ¢(x) = B, es decir la funcion

constante.

Caso: A # 0. Considerando que podemos tener constantes complejas, las solucion de la EDO, esta dada por
p(x) = AV 4 Be= VAT,
Considerando las condiciones de borde.
0=¢'(0)=VAXA-B) = A=B,

de esta forma
pla) = AV + 7).

Usando la otra condicién de borde, obtenemos
0=¢'(m) = A\f/\(eﬁ” - e_ﬁ“) = VAT
por lo tanto, VA = ik, con k € Z, es decir

e =—k% k=1,2,3,...



De esta forma obtenemos que A = —k2 y

or(x) = Ag cos(kz), Vk e NU{0}.

Busquemos la solucién para 1(y), es decir, que cumpla 9" (y) = k*y(y) y de la condiciéon de contorno

0=uy(z,m) = p(x)¢'(r) = '(7)=0.
Caso k = 0. Entonces 9(y) = Ay+ B y usando la condicién de contorno, obtenemos 9 (y) = B una funcién constante.

Caso k > 1. Para este caso obtenemos
P(y) = Ae™ + Be™",

y usando la condicién de contorno, obtenemos
0=1'(r) = Ake’™ — Bke™*™ = Aeh™ = Be ™.
De esta forma si denotamos por Aj;, = AeF™ = Be=*™, obtenemos

by) = A+ B
_ Aekﬂ'ek(yfﬂ') +B€7kﬂ—67k(y7ﬂ—)
= A (ek(y—ﬂ) + e—k(y—ﬂ)>

= 2Ajcosh(k(y — m)).
De esta forma, usando el principio de superposiciéon de soluciones, podemos obtener la solucién de la forma:

u(z,y) = Ao + Z Ay, cosh(k(y — 7)) cos(kx). (0.2)
E>1

Usando la condicién inicial u,(x,0) = f(x), debemos buscar A, k > 0, tal que

fz) = uy(z,0) = — Z kAgsenh(km) cos(kx). (0.3)
E>1
Debemos buscar f como una combinacién de cosenos.

Dado que
1
() = 5 cos(2a)

si escogemos A = 0, para k = 1,3,4,5, ..., y el inico que no es cero es As = fm, De esta forma las soluciones
son:
cosh(2(y — 7))
u(@,y) 0 4senh(27) cos(2z)
Ahora imponiendo la ultima condiciéon «(0,0) = 0, es decir
cosh(27) cosh(27)
0= AO - 0= """
4senh(27) 4senh(27)
Con lo cual obtenemos (2 (2
u(z,y) = cosh(2r) _ s (2(y —m)) cos(2x).

~ 4senh(27) 4senh(2m)

P3).

a) (2 pts.) Sean f,g: R — C integrables y continuas. Denotemos por T la transformada de Fourier y

asumiremos que F, G son integrables. Demuestre que

(F+G)(s) = V21 T(fg)(s) para todo s € R.

Indicacién: Calcule la antitransformada de Fourier de F' * G.



Respuesta: Probaremos
T HF*G)(x) = V2r f(x)g(x),

Dado que F y G son funciones integrables, podemos usar la formula para la anti transformada de Fourier, es decir
THEG)) = o | PGl
V2T J oo
1 +oo “+oo )
= Wor [m [m F(2)G(s — z)dze***ds  aplicando Fubini

1 +oo “+o0 )
= — F(z G(s — 2)e**®ds | dz  utilizando el cambio de variable y = s — z
= e ([ ae ) y

— 00

1 —+oo +oo
([ e
1 teo ,
= \/72777/ F(z2)e™ ( wmdy) dz

(e [ o) (e [ )
— Varf(x)g(a).

Al tomar transformada se obtiene el resultado.

I

b) (1 pts) Usando (a), demuestre que
—+o0

“+o0
F(s)G(—s)ds = \/%[ f(&)g(t)dt.

— 00
Respuesta: Al evaluar la formula de la parte anterior en s = 0, obtenemos

(F*G)(0) = V2m T(f9)(0)
+o0 +oo .
& F(2)G(0 - 2)dz = \/27r/7 f(z)g(x)e % dx,

—oo
con lo cual se obtiene el resultado.

c¢) (1 pts.) Asuma que f, g son funciones a valores reales (es decir, f, g : R — R), y tales su producto fg es integrable.

Usando (b), demuestre que
+oo ()
/ F(s)G(5)ds = Var /_ F(t)g(t)dt

—00

/_:O |F(s)[2ds = \/ﬂ/_i FA(t)dt

Respuesta: Es necesario probar que G(—s) = G(s),

y concluya que

1 [re :
G(-s) = p g(z)e*dx
1 [*e ,
= — g(z)e~**dr como s es real
27
| AR ——
= 5 g(x)e~rdr  dado que g es a valores reales
T
1ftee .
= 5 3 g(x)e~xdx
= G(s),

de esta forma, usando la parte (b), obtenemos

—+oo o oo
/ F(s)G(s)ds = m/_ f()g(t)dt

— 00



y finalmente remplazando en esta formula g = f obtenemos

/m |F(s)|?ds = \/%/O; f2(t)dt

— 00

d) (2.0 pts.) Usando (c), encuentre el valor de

/+°° sen?(3y) dy.

e Y2

Indicacién: Recuerde que la transformada de Fourier de la funcién

1 sifz|<a
Ua(m){ 0 si|z|>a,

donde a > 0, esta dada por
2sen(as)

o

Respuesta: Si usamos la formula de la parte anterior con f = U,, obtenemos

| rwaeras = var [~ vz
& /+°°4<senas)> as=var [ 1ar

—a
+oo
- / () ds — wav/m.
—oo S

[ () e

— 00

Ahora tomando a = 3, obtenemos



