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P1.- (b) (3 ptos.) Sean a, f > 0, a # (. Demuestre que

[e.9]
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R: Mediante el uso de la funciéon compleja

¥

e
z) = ,
o= oy
cuyos polos son z; = i, 2o = i3, 23 = —21 V 24 = —2», todos simples. Los poloes que

estdn en el semiplano {(z,y) € C:y > 0} son z; y 22, de donde, usando teorema de
los residuos, obtenemos que

[e.9]

eiac . ‘ .
/ a2+ Bz)dx = 2mi (Res(f, i) + Res(f, zﬁ)).
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Calculamos los residuos:
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Por lo tanto, concluimos que
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y usando que e = cos(x) + isin(z) e igualando partes reales e imaginarias,
concluimos el resultado.

(a) (3 ptos.) Para n € N, calcule
27
/ cos?(0)do.
0

R: Parametrizando el circulo unitario por z : €, € [0, 27], tenemos que
cos(f) = (e + e ) /2= (24 271)/2,

mientras que dz = ie”df = izdf.

Con esto, podemos escribir
2
I :—/ cos®™(0)df = —i(2)_2”/(2+z_1)2”z_1dz, (1)
0
c

donde C' es el circulo unitario.
A partir de este punto, tenemos dos formas de proceder:

Forma 1: Usando el teorema del binomio, podemos escribir

2n
2
I = —i(2)_2”2 </j> /an_Qk_ldz,
C

k=0

pero en la suma el tinico término que es no nulo es el término correspondiente a
= n, con lo que se obtiene
k , 1 bt

[=—i(2)™" (2:) omi = (2)172" (2:> .

Forma 2: Notemos que a partir de (1) podemos escribir

I= —¢(2)—2"/wdz.

z2n+1
c

El integrando (que denominaremos f(z)) es una funcién holomorfa en C\ {0} y el
origen es un polo de orden (2n + 1). Por teorema de los residuos, se tiene que

1 2n

= 127" Res(f,0) = 722" —— 1lim

2 2
(271)' 2—0 dz2n (Z + 1) n7

y usando el teorema del binomio obtenemos

2n
1 2n d?n 2
[=m22"——— lfm —— —
: (2n)! % (k ) 20 dz2n

y en este caso, el inico término que aporta es k = n, de donde se obtiene que

1 /2 2
[=m2=2n = (") @2n) =212 (") 1.
(2n)! \ n n



P2.- (a) (2 ptos.) Sea L >0y f:[—L, L] — R una funcién continua satisfaciendo
f(=L) = f(L), que admite un desarrollo en serie de Fourier

ap + Z[an cos(nmx /L) + b, sin(nmz/L)).

Suponga que la derivada de f existe en [—L, L] y que es una funcién continua por
trozos. Asumiendo que f’ admite un desarrollo en series de Fourier de la forma

Ay + Z[An cos(nmz /L) + By, sin(nmx/L)],

n=1

con A,, B, € R, demuestre que

Ag=0, A,=mnb,/L y B,=—mna,/L.
R: Asumiendo el desarrollo de f’, tenemos necesariamente que

Ll
A= [ £@)e = 1)~ f-1) =0

por hipotesis.

Para A,, n > 1, integrando por partes, obtenemos que

A, = %/cos(nmv/L)f’(:v)d:v
— 7 (1@ costumaym)| |+ [ sintuma /1) f(a)do)
= %(f(L) cos(nm) — f(—L) cos(nm) + mrbn>

nm
= _bn7
L

que resulta al imponer la condicién f(—L) = f(L) y la definicién de b,,. De la misma
forma

B, = %/sin(nwx/L)f’(x)dx
= %(f(x) Sin(mrx/L)‘iL — n% / Cos(mrm/L)f(x)dm>
= —Za,.

(b) (2 pto.) Sea f(z) = 2z* para x € [—L, L]. Escriba la serie de Fourier de f en
[—L, L] e indique los puntos del intervalo donde la serie coincide con el valor de la
funcién.



R: Como f es par, tenemos que todos los coeficientes asociados al seno en desarrollo
son nulos. Luego, tenemos que

1 9 L?
= — dr = —
ag 2L/x x 3

mientras que para n > 1 se tiene

0, = % /L cos(nrz/L)z2dz
_ % /L cos(nmz /L) dz
_ %(m? sin(nme/L)/(nn ) —2L/(nn) /L sin(nrz/L)ndz )
_ _% /L sin(nrz/L)zde
_ _%< — Lz cos(nmz/L) /(mr) + 2L/ (n) /L cos(nmz/L)dx )
N (%2(_1)“‘

Con esto, obtenemos que la serie de Fourier de f tiene la forma

L—2 + A f (=1)" cos(nmz/L).

3 2 n?

n=1

Notemos que f es continua en [—L, L] con derivada continua en (—L, L), y las
derivadas laterales en —L y L también existen. Notemos ademés que el valor de la
funciéon en —L y L coinciden, por lo que el teorema de convergencia de series de
Fourier nos indica que la serie converge a f en todo punto de [—L, L]. Con esto,
concluimos que para todo z € [—L, L]:

, L2 A2 X (—1)m

x :?—F - > cos(nmzx/L).

(c) (1 pto.) Usando (a) y (b), concluya el desarrollo en serie de la funcién g(z) =z
n [—L, L].

R: Notemos que las condiciones de la parte (a) se cumplen, por lo que la serie
correspondiente a g(z) = 1 f'(z) queda

Sg(z) = % > U

" sin(nmz/L).



(d) (1 pto.) Derive término a término la serie encontrada en la parte (¢) y muestre
que la serie resultante diverge en (—L, L) ;Contradice esto a la parte (a)? Justifique
su respuesta.

R: Derivando Sg(z) término a término obtenemos la serie

2 Z 1) cos(nmz/L),

y al evaluar esta serie en un punto = € (—L, L) notamos que el término general de la
serie no tiende a cero, por lo que la serie no puede converger. Esto no contradice a la
parte (a), pues en este caso la funcién g no satisface la condicién g(—L) = g(L).

P3.- Sea L > 0. Considere la ecuacién de ondas sobre una barra de largo L

U = Ugy — 2, O<zxz< L, t>0,
u(0,t) =wu(L,t) =0, t >0, @)
u(z,0) =0, O<z<L,
9u(z,0) =0, 0<z<L.

(a) (1 pto.) Comente brevemente por qué la aplicacién directa del método de
separacion de variables falla en (2).

R: Asumamos que el método se aplica directamente. Escribiendo u(z,t) = X (z)T'(t)
y reemplazando en la ecuacion diferencial, se obtiene

T")X (z) =T X" (x) — 2,
y por lo tanto, al dividir por XT' llegamos a
T")T =X"/X —2/(XT),

que no podemos separar.

(b) (2 ptos.) Suponga que u tiene la forma u(x,t) = U(z,t) + ¢ (x), con U, dos
veces derivable. Usando (2), encuentre 1) de manera que U satisfaga el problema

Uy = Uz, O<ax<L,t>0,
Uu,t) =U(L,t)=0, t>0,
U(x,0) =—¢(z), O<z<L,
L(z,0) =0, 0<z<L.

R: Al considerar u como se indica, obtenemos que U satisface la ecuacién diferencial

Utt Ua:a: + Qﬂ”( ) a (3)

con condiciones de borde

U(0,1) = u(0,t) — (0) = —1(0), (4)

(L, 1) = (L) = —¢(L).

Como v es independiente de ¢, la condicién de derivada inicial

ou ou

S0 = @0 =0,



se obtiene directamente, independiente de la forma de 2.

Luego, (3) impone que ¥ deba satisfacer la EDO )" = 2, se donde se tiene por
integracién que
U(z) = 2* + 17 + o,

para ciertas constantes ¢y, co € R. Como queremos que U cumpla condiciones de
Dirichlet nulas para z = 0, L en (4), esto implica que ¢ (0) = (L) = 0, de donde se
obtiene que

Y(z) = 2* — L.

(c) (2 ptos.) Asumiendo que conoce el desarrollo en serie de Fourier de ¢ adecuado
para resolver el problema, encuentre la solucién de (2) expresada como una serie de
Fourier.

R: Como U satisface una EDP separable, imponemos U(z,t) = X (2)T'(t) y
entonces se tiene que

") /T(t) = X"(2)/ X (z) = =A,
donde X\ € R es la constante de separacion.

Abordamos primero la ecuacién en x. Claramente se tiene que
X"(x)+ XX (z) =0, X(0)=X(L)=0,

donde las condiciones de borde se han obtenido al desechar la solucién nula U =0
como unica solucién. Si A < 0, entonces la tinica solucién para este problema

serda X = 0, por lo que el caso interesante serd cuando A > 0. En tal caso, se tiene
que la solucién general de la EDO tendra la forma

X(x) = Cy cos(VAx) + Cysin(vVx),

y al imponer las condiciones de borde obtenemos que A\ necesariamente debe tener

la forma 5 o
nem
>\n - 12 )

y con ellos se tiene que la solucion de la EDO tiene la forma

n €N, (5)

X, (z) = Cysin(nrx /L), xz € (0,L), n €N, (6)

con C,, una constante arbitraria..

Ahora abordamos la ecuacién para 7. Dado A, como en (5), de manera similar a lo
hecho anteriormente se tiene que la solucion general T para la EDO temporal tiene

la forma
T,(t) = Cy cos(nmt/L) 4+ Cysin(nnt/L),

de donde la condicion de derivada inicial nos indica que
T!(0) = Conm/L = 0,
es decir, Cy = 0, con lo que la forma general de T es
T.(t) = C,cos(nat/L), t>0, n€N, (7)

donde (), es una constante arbitraria.



Luego, usando las formas generales de X en (6) y 7" en (7) y el principio de
superposicién, tenemos que la forma general de U(z,t) es

Uz, t) = ch cos(nwt/L)sin(nwz/L), x € (0,L), t >0, (8)

n=1

donde ¢,, son constantes que se determinan mediante la aplicacién de la condicién
inicial U(z,0) = —¢(x).
(d) (1 pto.) Encuentre el desarrollo en serie de Fourier de v y escriba la solucién

de (2) encontrada en (c), explicitando sus coeficientes.
R: Como

U(z,0) = cosin(nmz/L), (9)

para imponer la condicién inicial debemos calcular la serie de Fourier de rango
medio correspondiente a senos de la funcién ¢ (z) = ? — Lz. Como la funcién z es
impar, este desarrollo coincide con la serie de Fourier encontrada en la parte (c) de
la pregunta 2, es decir

9], &= (_1)n+1

™

sin(nmx /L),

n=1
mientras que de la misma manera que en la parte (b) de la Pregunta 2, los
coeficientes del desarrollo en senos para x? serian

b, = %/sin(nﬂx/L)xzdx = 271—1:((—1)” — 1)( -1+ ﬁ)

0

Con esto, igualando la serie de Fourier resultantepara 1) con U(x,0) en (9),
obtenemos que

_27[;2 (—1T)Ln+1 B 271[7;2((_1)11 - 1)( . %)
- —2—L2(2(—1W1 14— (—1)— 1))

™m (nm)?

Cp =



