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Santiago, 13 de Diciembre de 2011. Tiempo: 3:00 hrs.

CONTROL 2: MA2002 Cálculo Avanzado y Aplicaciones

Parte 1

(Problema 1) Sea

f : C −→ C

z 7−→ f(z) =
1

1 + z + z2

(a) (1.5 ptos.) Demuestre que los polos de f están sobre la frontera (o borde) de D(0, 1).

(b) (1.5 ptos.) Demuestre que

f(z) =
1

i
√
3

(
1

z − eiπ/3
−

1

z − e−iπ/3

)

.

(c) (1.5 ptos.) Demuestre que para z ∈ D(0, 1),

f(z) =
2
√
3

(

sin

(
2π

3

)

+ sin

(
4π

3

)

z + sin

(
6π

3

)

z2 + ∙ ∙ ∙

)

.

(Indicación: Es recomendable utilizar series geométricas.)

(Problema 2) (1.5 ptos.) Si z = 2eiθ, ∀θ ∈ R demuestre que
1

|z2 − 1|
≤
1

3
. Interprete geométricamente

este resultado.
(Indicación: Recuerde que |a− b| ≥ |a| − |b|)

Parte 2

(Problema 3) Sea f : C −→ C una función holomorfa en todo C tal que:

(i) Para todo z, w ∈ C, f(z + w) = f(z)f(w).

(ii) Para todo x ∈ R, f(x) = ex.

Denotemos, como es usual, z = x+ iy y f(z) = u(x, y) + iv(x, y).

(a) (1.5 ptos.) Demuestre que f(z) = exf(iy).

(b) (1.5 ptos) Para todo y ∈ R, denote u0(y) = u(0, y) y v0(y) = v(0, y). Pruebe que u0 y v0
satisfacen el sistema de EDO siguiente:






du0

dy
= −v0,

dv0

dy
= u0



(c) (1.5 ptos) Verifique que u0(0) = 1 y que v0(0) = 0, y resuelva el sistema de EDO de la
pregunta anterior. Deduzca que f(z) = ez, ∀z ∈ C.

(Problema 4) (1.5 ptos) Sea u(x, y) = sin(x) cosh(y). Encuentre v(x, y) tal que f(z) = u(x, y)+
iv(x, y) sea holomorfa en C.

Parte 3

(Problema 5) Para un real a ∈ (0, 1) se desea calcular la integral impropia en R dada por

I =

∫ ∞

−∞

eax

1 + ex
dx. Para esto, consideremos la integral compleja

∮

Γ
f(z)dz donde f(z) =

eaz

1 + ez

y Γ es la curva formada por los lados orientados γ1, γ2, γ3 y γ4 del rectángulo que se ilustra en la
figura de mas abajo.

(a) (1 pto.) Pruebe que para todo R > 0,

∮

Γ
f(z)dz = 2π sin(aπ)− i2π cos(aπ).

(Indicación: Justifique que Γ encierra un solo polo de f . )

(b) (1 pto.) Pruebe que si R→∞, entonces
∫
γ1
f(z)dz → I.

(c) (1 pto.) Pruebe que si R→∞, entonces
∫
γ3
f(z)dz → −e2aπiI

(d) (1.5 ptos.) Pruebe que si R→∞, entonces
∫
γ2
f(z)dz → 0.

(e) (1 pto.) Pruebe que si R→∞, entonces
∫
γ4
f(z)dz → 0.

(El razonamiento no es idéntico al de la parte (d) previa).

(f) (0.5 ptos.) Utilizando los resultados anteriores, obtenga el valor de I.

Nota: Las distintas partes del control deben ser entregadas en hojas separadas.











PAUTA   Parte 1 (Problema 2)  MA2002               Prim-2011 

 
Problema 2  (1.5 puntos) 

Si , para todo , demuestre que  .  Interprete geométricamente este 

resultado.  

(Indicación: Recuerde que   ) 
 
Solución.  

(a)  Demostración de la desigualdad. 

       Si , entonces   (0.2) y por la indicación, se tiene que 

            

           ( todo ), implicando       (0.2) 

 
(b)  Interpretación geométrica. 
      Por definición de la representación polar en ,   

           el punto asociado a  en el plano complejo es un punto de , 
      (circulo centrado en 0 y radio 2),  (0.2) 

       similarmente, 

           el punto asociado a  en el plano complejo es un punto de , 
        (0.2) 

      y como el numero   representa a la distancia entre los complejos  y  , se tiene 

      que    representa a la distancia entre puntos del  y el punto ,  
        (0.2) 

      y como  el punto de  que esta a menor distancia del punto 1 es , sigue  
      que la distancia de cualquier otro punto de  al punto 1 es mayor que ,  
      i.e.,   , lo que implica la desigualdad. (0.3) 
 
Puntaje: (a) 0.6;  (b) 0.9     














