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Pauta Control 2

P1. (a) Calcule el radio de convergencia de las siguientes series:

(i) (1.0 puntos) > (3+ (—1)")" 2"
n>0
Solucién: De inmediato notamos que es una serie de potencias con a,, = (3 + (—1)")" y
zg = 0. Calculamos el radio de convergencia utilizando el criterio de la raiz n-ésima:

1 . 1/n
— = 1 n
7 fm sup lan]
= limsup|3+ (—1)"

n—oo

Claramente cuando n tiende a infinito esta sucesién tiene 2 puntos de acumulacién: 2 y 4.
Como el lim sup nos dice que tomemos el mayor, se tiene que
1 1

— =4 R = =
R = 4™

(ii) (1.0 puntos) Z (n+a™)z" cona € [l, 00)
n>0

Solucién: Para mayor simplicidad, dividimos la serie en 2:

Z(n +a")" = Z nz" + Z az"

n>0 n>0 n>0

Luego, analizamos cada uno de estos radios de convergencia por separado:

e La primera es una serie de potencias con ¢, = n y 29 = 0. Usando el criterio del
cuociente tenemos que:

1 ‘cn+1|
N
R 60 |cn]
, n+1‘
= lim
n—o00 n
1
= lim ’1+ =1
n—o00 n

Luego, el radio de convergencia de esta serie es 1.

e La segunda es una serie de potencias con ¢, = a™ y zg = 0. Usando el criterio de la
raiz n-ésima tenemos que:
1
— = lim |e,|V™
R n—00
n‘l/n

= lim |a
n—oo

= lim |a] = a
n— oo
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Esto ultimo pues a > 1. Luego, el radio de convergencia de esta serie es —.
a

Como necesitamos que ambas series convergan para que Su Suma converga, imponemos
que el radio de convergencia de la serie original debe ser igual al mas pequeno de los dos
encontrados:

1 1
R:min{l, } = |R = -
a

(iii) (1.0 puntos) Z (14 2i)7" 22"
n>0
Solucién: Primero debemos lograr expresar esta serie como una serie de potencias, ya
que inicialmente se salta todos los términos impares. Definimos:

(1+2i)7%/2 i existe algiin n para el cual k = 2n
ar =
0 si no

Y notamos que, con esto, la serie
E akzk
k>0

efectivamente es una serie de potencias centrada en zg = 0, y el valor de cada uno de sus
términos es igual al de la serie original. Calculamos el radio de convergencia utilizando el
criterio del cuociente:

1 a
— = limsup ®¥/|az,| = ,/limsup ¥/]az,| = h’msupM
R n—00 n—00 n—00 |a2n|
14 2i) !
= /limsup %
n— 00 (1 + 22)—n

Luego, el radio de convergencia es ™

(b) (3.0 puntos) Encuentre la serie de potencias de la funcién f(z) =

- en torno a zgp = 1.
—1

Solucién: Para expresar la funcién como una serie geométrica, primero debemos reducir el
grado del denominador utilizando el método de las fracciones parciales. Para esto, es necesario

notar que:
i = T2 o /2 gin/4
Luego, usamos fracciones parciales:
2 A B
2 s_enAt z 4 eim/4

Az + Ae™/4 + Bz — Bein/4
22—

Igualando ambos polinomios en el numerador planteamos el sistema:

I
o

1 1

A+ B
+ = A= AN B =

(A—B)e™* = 2 oin/4
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Luego:

2
22 —4

S =

1 1
eim/A(z — ein/h)  ein/A(z + ein/4)

Para expresar estas series en torno a zg = 1 basta adecuar los denominadores:

1 1 - 1 1 1
e”/‘l(z _ e”/‘l) o e”/‘l(z I eiﬂ'/4) ein/A | 5 _ein/d 1+ ein/4
Sl SQ
Luego, para Si:
g — 1 _ 1
VT4 1t/ (1—2)
_ 1 1
T 1 —ein/4 ’ 1—2
N 1 — eim/4
1 < 1—=2 )n
= _ pim/4 Z _ pim/4
1 — et/ = 1 — et/
(=1)"
= ———(z—=1)"
T;) (1 _ 67,7r/4)n+1 (Z )
Andlogamente, para Ss:
g, — 1 _ 1
T e A1+l 14em/i—(1-2)
_ 1 1
T 1fein/d L -z
1+ eim/4
1 1—2z "
 1tein/4 ;Z:O (1 +ei7f/4)
(-1
= — (= 1)"
2 ey )
Finalmente:
1 1 (=™ (=)™
S=—m(S51-%) = — | (e ) =Y (e 1)
i /4 i /4 _ pim/4\n+1 i /4\n+1
e/ e/t \ g (L=t = (Lkem/int
1 (=" (=1)"
eim/4 et |:(1 _ ezrr/4)n+1 (1 + eur/4)n+1 (Z )
1 (1 4 eiﬂ'/4)7l+1 _ (1 _ eiTr/4)n+1
eim/4 ;} (1 _ Z)n—l—l
6i7r/4)n+1

= Yy

n>0

(1 + 6i7r/4)n+1 _ (1 _
eiﬂ'/4(1 _ i)"+1

e

Qn
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Se concluye que la funcién expresada en serie de potencias en torno a zg = 1 es:

1 " (1 + eiw/4)n+1 _ (1 _ em/4)n+1 .
22— - Z(_l) |: eiﬂ'/4(1 _ ,L‘)n+1 (Z - 1) ||

n>0
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P2. Sea f: C — C la funcién definida por

fz) = lz—af

con @ un numero real.

(a)

(b)

(1.5 puntos) Estudie dénde f es derivable en el sentido complejo y explicite el mayor sub-
conjunto de C donde la funcién es holomorfa.

Solucién: Primero, si expresamos z = x + iy podemos expresar f en funciéon de sus campos
escalares:

flx+tiy) = g +iy—af’ = (2-a)?+y°
= u(z, y) +iv(z, y)

con u(x, y) = (x — a)? + y? y v(z, y) = 0. Imponemos las condiciones de Cauchy-Riemann
para analizar la derivabilidad:

o _ o
Ox Oy - 2(rx—a) = 0 o T = a
oy or

Luego, f so6lo es derivable en z = a. Como éste es un tnico punto, f no es holomorfa en ningiin
subconjunto de C g

(1.5 puntos) Demuestre usando fracciones parciales que para |z| = r,

1 A B
lz—al2  z—a 7r2—az

Explicite los valores de las constantes A y B.

Solucién: Utilizamos que:

1 1 1

lz—al2  (z—a)(z—a) (z—a)(z—a)

1 z

z2Z—az—az—a?> z

z

2Zz —azZz — azz — a?z
5 12 . . —
Luego, como 2Z = |z|* y en este caso |z| = r:

1 z

|z — al? r2z —az? —ar? —a?z

z

r?(z —a) —az(z —a)
(z—a)(r? —az)

A B
z—a 712—az

Ar? — Aaz + Bz — Ba
(z—a)(r? —az)
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Igualando ambos polinomios en el numerador planteamos el sistema:

B—A4a = 1 N Ba—Ad® = a

Ar2—Ba = 0 A2 —=Ba = 0
= Ar?—Ad® = a

2
a r
= A:T2_a2 A B:rz_az
Por lo tanto:
1 _ a 1 n r? 1
lz—al2  r2—a2z—-a r2-a2r2—az

En las partes siguientes encuentre el valor de

j{ dz
|z|=r |Z - CLP

(¢) (1.5 puntos) Para el caso |a| < .

Solucién: Primero notamos que las singularidades de la funcién se encuentran en los puntos
donde ésta se indetermina, en este caso z =ay z = —.
a

Luego, analizamos cudles de estas singularidades estan contenidas en la regién que limita curva
|z| = r para |a| < r:

z = a < r = z=aestd en el interior de la regién
o 2o iy r
—-r >r = z= — estd fuera de la regién ya que — > 1

a a a a

Calculemos el valor de la integral usando (b) :

% dz B ]{ Adz +j{ ﬂ
|z|=r ‘Z - a‘l2 B |z|=r z—a |z|=r r? —az

Il 12

Calculamos por separado:

A 2
I :?{ dz = 2miA = %
‘Z‘:TZ—(I re —

B
|z|=r re—az

Donde en la primera igualdad se utiliz6 la férmula de Cauchy con f(z) = A y en la segunda
que la funcién es holomorfa en la regién delimitada por la curva (no contiene a su singularidad).

Se concluye que:

é dz 2ra .
_— = _—1 ]
2 2 2
|z|=r |Z - a’| re—a

(d) (1.5 puntos) Para el caso |a| > r.
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Solucién: Andlogo a lo anterior, analizamos cuéles de las singularidades de la funcién estan
contenidas en la regién que limita curva |z| = r para |a| < r:
z = a >r = z=a estd fuera de la regién
> r’o iy r
z = — = —-r <r = z=— estd dentro de la regién ya que — < 1
a a a a

Calculemos el valor de la integral usando (b) :

% dz B ]{ Adz Jrj{ Bdz
|z|=r ‘Z - CL|2 B |z|=r z—a |z|=r r? —az

I Iy

Calculamos por separado, esta vez notando que I es la integral de una funcién holomorfa sobre
un camino cerrado (ya que z = a estd fuera de la regién encerrada por la curva) y usando la
férmula de Cauchy con f(z) = B en Io:

I, = A]{ A dz = 0
|z|=r

zZ—a

B 2
Jzzj{ S =—d: = 2B = i
|Z|=7"r —az T

Se concluye que:

dz 2rr? |
- = ——in
74 2 2 2
|z|=r |2 — @ rt—a
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P3. (a) (1.0 puntos) Sea g : C\ {p, ¢} — C una funcién holomorfa y I' C C una curva cerrada
simple y regular por trozos de modo que p esta en la region encerrada por I' y ¢ esta fuera.
Justifique, indicando los resultados que utilice, la siguiente identidad:

/ 9() 4. _ / 9) 4.
rz—»p dD(pe) # — P

donde & > 0 es suficientemente pequeno para que D(p, €) esté en la regién encerrada por I' y
dD(p,e) NT = (. Considere ambas curvas recorridas en sentido antihorario.

Hint: Puede serle 1til considerar la siguiente figura de referencia:

Solucion: Definimos
9(2)
Z—p

Veremos dos formas de resolucion utilizando esta funcién auxiliar:

e Forma 1: Sea (2; la region encerrada por la curva I'y de la figura:

Como €27 es un abierto simplemente conexo, I'; es una curva cerrada simple regular por
trozos y f es una funcién holomorfa en €2, en virtud del teorema de Cauchy-Goursat se
tiene que

f(z)dz =0
Iy

Andlogamente, si consideramos 25 la region encerrada por la curva I's de la figura:

Como 25 es un abierto simplemente conexo, I's es una curva cerrada simple regular por
trozos y f es una funciéon holomorfa en 2o, en virtud del teorema de Cauchy-Goursat se
tiene que

f(z)dz =0
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Luego, como las integrales sobre los segmentos rectos se anulan entre si, tenemos que:
0= f)dz+ ¢ f(z)dz = %f(z) dz—&—j{ f(z) dz
Iy Iy r —9D(p,e)

Lo cual implica que:

O, equivalentemente:

f{ 9() 4. _ 7{ 9() 4,
r<—>p 8D(p,e) # — P

e Forma 2: Usaremos el teorema de la curva sobre 2 un abierto simplemente conexo que
contiene a I' (y la regién que ésta encierra) pero no a ¢, como muestra la figura:

Como f es holomorfa en \ {p} se tiene directamente que:

ﬁf@ﬁk==£m%dﬂ@dz

O, equivalentemente:

[EC IR S v
r<—>p dD(p,e) # — P

1z

0= 2

Considere la curva I' =T'; U I's, donde I'y es el segmento recto y I's el arco de circunferencia
que indica la figura.

(b) (2.0 puntos) Sea

Im

Iy
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Justifcando adecuadamente, demuestre que para R > 1
s
frwa =
T e
Solucién:

Notamos que f es holomorfa en C\ {i, —i} y, como R > 1 la curva encierra a i pero por su
construccién deja a —i fuera de la regién interior. Podemos entonces basarnos en la parte (a)
y considerar p =14, ¢ = —i y:

Zeiz

z+1

éf(z) dz = f}j(_z)ldz = ?{’m(i,e) %dz

Definamos ahora un abierto conexo {2 que contenga a I' y su interior pero no a —i, como
muestra la figura:

9(z) =

con lo cual:

Im

Re

En estas condiciones, como ademds g es una funcién continua en 7, podemos utilizar la férmula
de Cauchy para concluir que:

D(i,e) # — 1

(c) (1.0 puntos) Muestre que VR > 1y Vt € R

1 < 1
R +1] = R2—1

Solucion: Presentamos dos formas de resolucién:

e Forma 1: Usando la desigualdad triangular se tiene que:
R? = |R?||e"| = |R*" +1—1| < |R%*" +1]+|—1]
Luego:
R? < |R?" +1|+1 = R?*-1 < |R%" +1]
O, equivalentemente:

1 < 1
|R2e +1] = R2—1
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e Forma 2: Usamos la desigualdad
lal = bl < Ja—?|

con a = R%" yb=1, conlo cual |a| — || = R> -1y |a—b] = |[R?" —1|. Como R > 1
se tiene ademds que ||a| — |b|| = R? — 1. Finalmente:

lla| = b]] < Ja—b] = R*-1 < |R%" —1]
Finalmente, como R > 1, se tiene que R? — 1 > 0 y:

1 _o 1
|[R2¢* —1] — R2—-1"

(d) (2.0 puntos) Usando las partes anteriores, concluya que

/ xcos(x) 0 / wsin(z) 7
1+22 1+22 e

—0o0 — 00

Hint: Piense en aprovechar todas las simetrias del problema y el hecho que

2
Ya € [0, g] , sin(a) > —a.
7r
Solucién: La idea es considerar f(z) = % y estudiar el valor de /f(z) dz cuando
z r
R — oo.
Tenemos que:
[1@d = [ @ [ fe
r I T2
Luego, por parte (b) :
/f(z)dz =0 5 T f(z)dz+ [ f(2)dz
r € € Iy Iy
11 12

Estudiaremos por separado el comportamiento de I; e Is cuando R — oc:

R i oo i
lfm / f(z)dz = lim T _dr = / T iz
Iy

R— o0 R—o0 _R1—|—$2 _001+3?2
0o 00 .
_ / xcos(z) I JrZ,/ xsm(a;) I
oo 142 oo L+

Es decir, del andlisis de esta integral se desprenden las integrales pedidas en el enunciado.
Veamos ahora I5:

Parametrizamos por v(6) = Re®® con 0 € [0, ]:

T i iRe' )
f(z2)dz / BT pici? dg
o 0

[ s de| _

— 1+R262i9
7| p2,2i6 JiRe'?
< / iR“e“"%e . 40
- ) 1+ R2e2#
B g R? iR | g
=)y 1+ Ree2i0] [
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Pero por parte (c) se tiene que VR > 1y Vt € R:

1 1 1 1
- < = - <
|R?et +1] — R%2-1 |R2e229+1| - R2-1

< TR

e
- Jo R2-1
Pero, si usamos el cambio de variables ¢ = 7w — 6:

™ w/2 T
/ efRsin(é‘) do = / efRsin(O) do +/ efRsin(H) do
0 0 /2

w/2 0
_ / efRsin(G) do 7/ efRsin(¢) d¢)
0 w/2

/2
— 2 / e—RSin(Q) d9
0

Luego:

0 <

2 T
iR(cos(9)+isin(0))’ o — R / o—Rsin(®) g9
RZ-1 J,

f(z)dz
Iz

Y ademds, por el Hint sabemos que Va € [O, g] (en particular para o = 0):

2 2 .
sin(f) > =0 = —Rsin(d) < ——RG = e fisin(0) < o—2RO/7
s T

Con lo cual se concluye que:

2R2 ﬂ‘/2 . 2R2 71'/2
0 < d < 7RSIII(9) d0 < 7/ 72R9/7r d0
= F2f(Z)Z —R2_1/0 € - R2_1 0 €

2R? e—QRG/‘n' f=m/2

< =/

T OR?-1 2R/m|,_,
2R2 —T —R

= wmoiam Y
TR

_ -R _
B R271(e 1) Rjooo

Es decir, cuando R — oo se tiene que f(z)dz — 0. Recapitulando, tenemos:
T2

T p@de+ [ )
€ r, T,

Por el desarrollo anterior sabemos que si tomamos lim a ambos lados obtenemos:

R—00
ir /Oo x cos(x) d:r—i—i/oo xsin(x) dz 4 0
e oo 1422 oo 1422

De la igualdad de nimeros complejos se concluye que:

oo o0

/ reos(x) 0 / zsin(z) w
1+22 1+22 e™

— 00 — 00




