E
f
PAauta CONTROL 2
MA2002: CALCULO AVANZADO Y APLICACIONES
DEPARTAMENTO DE INGENIERIA MATEMATICA
Facvrrap pE CIENCIAS Fisicas Y MATEMATICAS, UNIVERSIDAD DE CHILE
P1}).

a) Encuentre el dominio ) ¢ € donde la funcién

es holomorfa. Donde la rama del logaritmo que se considera es {z € C| Re(z) <0, Im(z) = 0}.

b) Demuestre que f(z) esta en el dominio de tan para todo z € Q v

tan(f(z)) =

&2

3
es decir f(z) = arctan(z).

¢) Caleule f'y determine su desarrollo en serie de potencias en torno a z = 0, explicitando el radio de convergencia.
Deduzca el desarrollo en serie para f en torno a z = 0.

Respuesta:

a) * Como sabemos el dominio donde el logaritmo es holomorfo es en todo el plano complejo menos en la rama
que se considera, luego debemos excluir los valores del plano complejo, donde w = {5 pertenece a la rama del
logaritmo.

Sea z € (U
s Claramente z # -1, dado que el denominador de la fraccién se anula.
e . También tenemos que z # i, pues si z = i w = 0, lo que esta en la rama del logaritmo.
e Veamos la parte real ¢ imaginaria de w
(1+1iz) (1-12)
wo= = o
(1-1iz) (1-1i2)
1+idz) (1+1i%)
T (1=dz) (1-41%)
% = »12
14+i(z+%) - |z
bl o [ b
14+4(z = 2) + 2]
si consideramos z = x -+ iy, obtenemos
. . L3 - 2
14 2z — |2]2 1+ 2iz — |z
w = - = =
1+2y+a?+y?  (1+y)?+a2?’
de esta forma obtenemos
; /7 1~1;3-'1,v“ 2x J
/ Real(w) = ———"—, Im(w) = ——g——s, /(0.1)
!( (w) (14+y)?+a? ( (I+y)* +a° el
il

Por lo tanto si w pertenece a la rama del logaritmo, tenemos que I'm(w) = 0 y Real(w) < 0, remplazando
obtenemos
2
=0, A pt>2l.

p
Q=C\{z € C|Real(z) =0, [Im(z)| > 1}. ( : D)
*(40)

Por lo tanto,




Jr—

o /W b) El dominio de tan, son los complejos donde cos no se anule, es decir

Dom(tan) = {z €EClzs#z = g +kw, Vk e Z},

Consideremos z € €2, el dominio de f y supongamos que f(z) ¢ Dom(tan), es decir f(z) = z; un cero de cos, es
decir
e""f(z) + e"'i‘f(z)

cos(f(2)) =0 3

& B L1 =0,

remplazando f(z), obtenemos

exp(log(%)):—-l & w=1ikE = 1,

Utilizando (0.1) obtenemos que

1—y?
r=0 A —=-1
f (1+y)?
es decir z =0 y y = —1, donde z = x + iy, es decir z = —i pero —i no esta en Q, por lo tanto

Vz €Q, f(z)€ Dom(tan). (4/ O/

Veamos tan(f(z)) = z, sea z € Q,
1 ¢f(2) _ g=if(2)

(/=) = T -
: 162 1
¢ -1) .
L2

ira 1 1—dz fill—iz)~—{~i){1 4 iz)
Fz) :‘2?11-%&( >

i
™
/«"“-\
RN

i) =

I

Lo anterior es valido siempre que el argumento usado en la serie geométrica sea menor que uno, es decir | — 22| < 1,
con lo cual el radio de convergencia es 1.




Finalmente, igualando primitivas, obtenemos

P2).

a) Estudie en qué puntos del plano complejo son derivables las siguientes funciones
g e, o o / 212
i) f(z) =€ -3, 1) f(z) = z|1 — 2°|°.

b) Calcule explicitamente

e indique el radio de convergencia.

c) Seap(z) = Z"LO ck(z — z0)* un polinomio de grado N > 1, para zg € C, y sea a > 0. Demuestre que se cumple

/ p(z)dz = —27ip'(20)a®,
|z—zp]=a

donde la curva esta recorrida en sentido anti horario. Nota: e 2)dE = j;ol S(z(t))Z'(t)dt, donde z : [tg, 1] — C
€s una parametrizacion de I,

Respuesta:

a

a) 1) Estudiemos f(z) = % — %, consideremos z = x + iy, y obtengamos la parte real e imaginaria de f, es decir
f(z) =u+iv=e —% =e%(cos(y) — isen(y)) — = + iy,

es decir,

u=-e"cos(y) —x y v=—c"sen(y) + v,
claramente u, v son de clase C'(IR?), por lo tanto, seran diferenciables en los puntos donde cumplan Cauchy-
Riemann. 5
—u=-c%cos(y)—1 = —uv=-e"cos(y)+1
or () By
‘ % T ’
——u = —c"sen(y = ——u = e"sen(y)
dy (v) oz
de la segunda igualdad obtenemos / 6> =i )
2e"sen(y) =0 % / 9

por lo tanto y = kw para k& € Z. Remplazando en la otra ecuacion, obtenemos'

2e” cos(km) = 2,
Con lo cual obtenemos que « = 0 y k es par. Por lo tanto f es diferenciable en los puntos 2, = 2in, con
ne.
11) Veamos f(z) = z|1 — 22|?,

'2]2

f(z)=utiv=z1-2°° = (x+iy)|l =2+ - 22pi]? = (@ + iy)((1 — 2 + yh)? + 42%y?),
con lo que obtenemos

u=z((1 —2® +y2)? +42%?), v=y((1 - 2*+v%)?* + 4z%?),




claramente u, v son de clase C!(IR?), por lo tanto, seran diferenciables en los puntos donde cumplan

Riemann,

Definamos g(z,y) = (1 — 22 + %)% + 42232
las ecuaciones de Cauchy-Riemann son:

%u =g+ H:E)—Eg =
2 1 g
— == P —— =
dy ay?
tenemos

9g

oxr

dg

= = 9(1-2a2

Oy (

Remplazando, obtenemos:
dr?(=1+ 2% +9%) =
dyz(l + 2% + 9%

De la segunda ecuacién obtenemos
zy(z® + 1

Observamos que si z = y = 0, es decir
esto en la primera ecuacion, obtenemos

z2(-1+z

2)

, con lo cual u(z,y) =

zg(z,y) y v(z,y) = yg(z,y), de esta forn.

d
— =g+ y—
(9:1/71 f yayg

U'“‘*?jzl
oz~ Yoz

= 2(1 — 22+ y?)(=2z) + 8zy® = dz(-1 + 2% +3?)

+9°)2y + 827y = dy(1 + 2° +3?)

(1 +2° +9°) (

—dya (=1 +2* + y?)

y?) =0,

z = 0, se cumple C-R, pero si z 0, obtenemos zy = 0, remplazando

= y3(1 +¢?),

de esta forma si z = 0, entonces y?(1+4?) = 0, lo que implica que y = 0, es decir z = 0. Pero si y = 0, entonces

z?(2? - 1)

=0, lo que implica que £ = 0 0 2 = £1. De esta manera |

s puntos donde f es diferenciable son

z=0, 2=1, z=-1 0/5

+oo

b) Consideremos f(z) = ) 77 n(n + 1)z"

, el radio de convergencia esta dado por

1 1 /
limsup, nw(n+1)%  Um,ns(n+1)% ' f (:)/ 6
|
\
Sea z € D(0,1) y consideremos g(z) = Z,t:; nz"t!, claramente ¢'(z) = f(2), y
+00 +o0
g(z) =) nz*tl =2 Z nz®
n=1 n=1
Definamos h(z) = 3212 27, la cual cumple
400
i (z) = an” L

de esta forma tenemos
o
[(z) = (W (z)) =

Por otro lado, usando la serie geométrica, obtenemos

remplazando

@0)

A B(z) = (7231—)—5

- 2(2(’:“1)? vz € D(0,1). @/ @)




¢) Tomando z = zp + ae', para 6 € [0,27), tenemos

/ plzldz = /-; p(zo + ae®)aieildp
0

27
= —m‘/ p(zo + ae®)e " do

0
N 27 7
-y T
= —ai ) ¢ (ae'®)” e™"dp
k=0 0 o
N 27 ,/ y
. : o /
= -(chkak/ ==Lt gy // C/
k=0 0 A\

pero, para k # 1,

27

2 27
/' d“*muazi/ (cos((k — 1)0) -+ isen((k — 1)8)) d0 = 0
y J;” €%%d6 = 2. Remplazando obtenemos @6)
/ p(2)dE = —aicia2n = —2ia%7p' (2 / [;a

s
|z—z0]=a / )

pues ¢; = p'(20), lo cual prueba lo pedido.

P3).
a) Calcule

e:
) ——————d=z,
%r sen(z) —2

recorrida en sentido antihorario, para la curvaT' = {z € C||z| = a}, paralos casos a =1 y a = 2.
Ind.: 1,31 < = In(2 ~ v/3) = In(2 + V/3).

b) Sea a > 1y consideremos el polinomio a coeficientes reales p(z) = 22 + 1 — 2az, donde 1y < 7o son las raices de p.

Pruebe que
1/ 2" 2" ‘
S - — ldz =717, ¥n €N,
[=1

21 z -1 z 19
. o P 2t 4 o N E PRCRE ey et
y deduzca que ;f;; ji‘]-l ;fﬂdz == Qm-r—!r—j-;,—), donde las curvas estan recorridas en sentido anti horario.

Respuesta:

a) Para poder calcular la integral, debemos determinar donde sen(z) — 2 es cero, es decir

sen(z) =2=0 & e? - ¥ =4i & ¥ —4ie'" - 1=0,
definamos w = e, de esta forma w? — 4iw — 1 = 0, resolviendo esta ecuauon,do svgundo grado, obtenemos las
raices
41 = /=16 + 4
Wy g = = == 2 V34, /
2
definamos w; = 2i + /3i = ' y wy = 2i — v/3i = ¢'*, de esta manera como estos nimeros no tienen parte real,

el angulo es 7r/2, pero como la funcién EXP es periodica, obtenemos / 3 )
e
iz10 = In(2 £ V3) + L——-}‘Qk‘l"l, Vke?Z,{ é:/

de esta forma, utilizando la indicacion tenemos que \

msz+%@ QwifQ>T+@@ f0>2



b)

Es decir, la funcién sen(z) — 2 no tiene ceros en el interior del circulo de centro cero y radio 2, por lo tanto utilizando
Cauchy-Goursat obtenemos

parac=1ya=2.

Obtengamos las raices de p(z) = 2% + 1 — 2az,

p(z) =(z—a)’+1-a?=0, & z=a+ya?-1 (//(y

por lo tanto 7y = a — va? — 1 el cual resulta ser menor que uno, es decir 0 <7y <lyro=a++va?—-1>1,de
esta forma 7, es el inico que esta en el interior del circulo unitario, luego utilizando Cauchy-Goursat obtcnemos

/fzz _72d:—0 ///W

Por otro lado, dado que ry esta en el interior del circulo unitario, usando la formula de Cauchy, tenemos

1 zn
= — dz,
27 Jz|=1 Z oy

lo que prueba

1 Z” n
— ( BN )dz::rl, Vn € N.
|=1

271 z—11 z-—T"Ty

De la ecuacién anterior, tenemos

I

= 1 e Sl 4
Ty == b oz d/«
2mi i e -7 Z—7T9

_ n ( T1—7T2 ) ds
21 511 (z —71)(z —1r9) i

pero p(z) = (z — r1)(z — 72), remplazando obtenemos

lo que prueba lo solicitado.

( ) : é
L —To w2l
A R dz, / Vi
1 271 _/|.:|=1 p(z) //
{ /

%

e ——




