FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE CHILE

MA2002 Céculo Avanzado y Aplicaciones Semestre 2015/02. Secciones 1, 4, 5y 6
Profesores: Rail Gormaz, Rodrigo Lecaros, Héctor Ramirez, Mauricio Soto.

Control 2

P1. (a) (2 pts.) Sea f una funcién holomorfa en un dominio D conexo tal que f es también holomorfa en
D. Muestre que f es constante en D.
(b) (2 pts.) Sea u(z,y) = g(x +y), para todo (z,y) € R?, donde g es una funcién real suficientemente
derivable. ;jPara cudles g la funcién u corresponde a la parte real de una funcién homomorfa f?
Identifique f para estos casos.

(c) (2 pts.) Calcule la integral [ z%zdz, donde I' corresponde a la curva cerrada definida como la
frontera de {z € C: |z| < 1, Re(z) > 0} y orientada en sentido anti-horario.

i (1j—z>n

n=1

P2. (a) (2 pts.) Muestre que la serie

converge si y sélo si Re(z) > —1/2. Calcule el valor de la serie para esa region.

Indicacién: Recuerde que Y, p™ = 1/(1—p) cuando |p| < 1y que esta serie geométrica diverge
lpl = 1.

(b) (4 pts.) Dada la funcién f(z), holomorfa en |z — a| < R, considere 0 < r < R,

i) Pruebe
2m

/f(a +re'®)et?dh = 0.
0

ii) Utilizando la formula integral para la derivada

-t [ 2

271 z—a)
8D (a,r)
concluya las siguientes identidades

2 2w

1 . . ; . .
f(a) = — /Re (fla+re®)) e ™®do, y f'(a)= % /Im (fla+re)) e dp.

™ T

0 0

Indicacién: Muestre que si g : [0,27] — C, entonces fo% g(0)do = fo%g(e)d&

P3. Calcule las siguientes integrales:

sen(mz?) + cos(mz?) cos(x)

(a) (2 pts.) /617(0,1) oG9 dz ; (b) (4 pts.) /0 md%

Para calcular la integral impropia de la parte (b) debe integrar la funcién f(z) = e¢**/(1 + 22)? sobre
la curva cerrada I'r dada por la frontera del semicirculo {z € C : |z| < R, Im(z) > 0} y orientada en
sentido anti-horario. Luego hacer R — +o0.

Tiempo: 3 horas
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FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE CHILE

MA2002 Céculo Avanzado y Aplicaciones Semestre 2015/02. Secciones 1, 4, 5y 6
Profesores: Rail Gormaz, Rodrigo Lecaros, Héctor Ramirez, Mauricio Soto.

Asignacion de Puntaje para Control 2

P1. (a) (2 pts.)

Escribir condiciones de Cauchy-Riemann para f y su conjugada f: 1 pto.
Sumar las condiciones y obtener que u es constante: 0.5 pts. (acd f = u + iv)
Usar nuevamente Cauchy-Riemann para deducir que v es constante y concluir que f también lo
es: 0.5 pts.

(b) (2 pts.)
Sean f =u+ivy u(z,y) = g(x + y), donde g es una funcién real suficientemente derivable.
Usando Cauchy-Riemann demostrar que u es armonica: 0.5 pts.
Deducir que g es una funcién lineal afin: 0.5 pts.
Deducir que u = ax +y) + By, via C-R, que v = a(y — z) + v, donde «, 3, v € R: 0.5 pts.
Concluir el ejercicio, identificando f: 0.5 pts.

(c) (2 pts.)
Parametrizar ambas I" apropiadamente: 0.5 pts

Establecer bien la definicién de integral y notar que la integral sobre I' se calcula sumando dos
integrales sobre I'; y I's: 0.5 pts.

Calculo de las integrales sobre I'; y I's, y conclusion: 1 pto.
P2. (a) (2 pts.)
Utilizando la indicacién llegar a que la regién de convergencia es Re(z) > —1/2: 1 pto.

n
Utilizando la indicacién concluir que ZZO=1 ( z ) =n: 1 pto.

1+z
(b) (4 pts)
Parte 1):
Utilizar Cauchy Goursat para justificar que [ f(z)dz = 0: 0.5 pts.

9D(a,r)
Parametrizar correctamente dD(a,r) y concluir lo requerido: 0.5 pts.

Parte ii):

Probar la indicacién: 0.5 pts.

Utilizar que w = 2(Re(w) — w), para todo w € C, en la férmula de Cauchy para la derivada, e
identificar las dos integrales a resolver en la primera identidad: 0.5 pts.

Reescribir correctamente la primera integral y deducir, a partir de la indicacién y de la parte i),
que la segunda integral es nula: 0.75 pts

Utilizar que w = 2i(Im(w) 4+ w), para todo w € C, en la férmula de Cauchy para la derivada, e
identificar las dos integrales a resolver en la segunda identidad: 0.5 pts.

Reescribir correctamente la primera integral y deducir, a partir de la indicacién y de la parte i),
que la segunda integral es nula: 0.75 pts



P3. (a)

(b)

(2 pts.)
Identificar que z = 1/2 es la tinica singularidad no evitable que encierra la curva. Esto se hace via
definicién mostrando que el limite Ly(1/2) no existe: 0.5 pts.

Justificar que z = 0 es una singularidad evitable. Esto se hace mostrando que el limite Lo(1/2)
existe: 0.5 pts.

Primera manera de proceder, via Fmla de Cauchy:

Aplicar corolario de Cauchy Goursat y reescribir la integral en la forma que requiere la férmula
de Cauchy: 0.5 pts.

Hacer el calculo y concluir el resultado correcto: 0.5 pts.

Segunda manera de proceder, via teorema de residuos:

Escribir el teorema de los residuos y justificar que z = 1/2 es un polo simple (via el célculo del
limite Ly(1/2)): 0.5 pts.

Hacer el célculo del residuo (notando que coincide con Lq(1/2)) y concluir el resultado correcto:
0.5 pts.

(4 pts.)
Notar que el integrando es par y por lo tanto [ <95E)L gy — 1 cos(@)_da: 0.5 pts.

0 (I+a2)? —oo (1+z?)?
(Denotemos I := [ %dﬂﬁ)

Siguiendo la indicacién, notar que la curva I'p = Cr U [—R, R], escribir la integral sobre I'p como

la suma de las dos integrales sobre las curvas Cr y [ R, R], y concluir que f_RR f(z)dz — I cuando
R — +00: 0.5 pts.

Probar que fCR f(2)dz — 0 cuando R — +o00: 1.5 pts., lo cual a su vez de desglosa como sigue:

Parametrizar correctamente Cr y reescribir fCR f(2)dz: 0.5 pts

Acotar | ICR f(2)dz| apropiadamente, trabajando tanto con el numerador y como con el denomi-
nador del integrando f: 0.5 pts.

Llegar a una cota superior para | fCR f(2)dz] que permita concluir: 0.5 pts.

Finalmente, calcular fFR f(2)dz se le asigna 1.5 pts., y tenemos dos maneras de proceder:
Primera manera de proceder, via Fmla de Cauchy:

Notar que z = ¢ es la tnica singularidad que encierra la curva I'g, aplicar corolario de Cauchy
Goursat y reescribir la integral en la forma que requiere la féormula de Cauchy para la derivada
de g: 1 pto. (acd g(z) :=e*/(z +1)?)

Hacer el célculo de ¢'(i) y concluir el resultado fFR f(z)dz: 0.5 pts.

Segunda manera de proceder, via teorema de residuos:

Notar que z = i es la tnica singularidad que encierra la curva ' y escribir el teorema de los
residuos para el cdlculo de an f(2)dz: 0.5 pts.

Mostrar que z = ¢ es un polo doble de f. Para esto tltimo, hacerlo por la definicién (mostrando
que Ly(i) # 0) o notando que es una raiz doble del polinomio del denominador del integrando y
que el numerador (e*) no tiene ceros: 0.5 pts.

Hacer el cédlculo del residuo (o equivalentemente de ¢’(7)) y concluir el resultado de fFR f(z)dz:
0.5 pts.



