Control 2 - MA2002 Calculo Avanzado y Aplicaciones
Escuela de Ingenieria, FCFM, U. de Chile. Semestre 2014-2

P1) (a) (i) Sean w € C and r € [0,00) tales que |w| < 1, r <1y @wr # 1. Demuestre
(w—r)(w—r)<(1—wr)(l—uwr)

y concluye

w—r
<1

1—wr

(ii) Sean w,z € C tales que |z| < 1, |[w| < 1 y wz # 1. Usando la parte interior

demuestre
T
1 — 1wz ’
(iii) Suponiendo wz # 1 demuestre
w —7z _1
1—wz
si lw| =1 o bien |z| = 1.
(2 pts.)
(b) Usando
n!
lim —— =1,
n—oo 27m(%>
determina el radio de convergencia de la serie
Z anz",
n=0
donde 3
Gy = (n) .
"~ (3n)!
(2 pts.)
(c¢) Encuentre la serie de Laurent de la funcion
sin z
f(z) = m,
donde k € N.
(2 pts.)
P2) (a) Considere la funciéon
sin 2
1) = 23(22 4224+ 2)
Encuentre los polos y residuos de la funcién f.
(2 pts.)

(b) Calcule la integral donde f es la funcion definida en (b).

Lf(z)dz

donde 7 es la cicunferencia |z—i| = 2



(¢) Considere la curva -, dada por el arco de circunferencia unitaria de 1 a i reco-
rrida en sentido antihorario. Calcule la integral

LW 1 7)d

(2 pts.)
P3) (a) Demuestre que la funcion
1e”—1
2. z z 7é Oa
=17
3y A= 0,
es holomorpha en todo el plano complejo.

(2 pts.)

(b) Sea g una curva en plano superior que consiste del segmento [—R, R] y la
semicircunferencia de radio R y centro en el origen, orientada positivamente.
Usando la parte anterior demuestre que para todo R > 0, se tiene que

1 e —1

% - dz = 0.
(2 pts.)
(¢) Tomando el limite R — oo concluye
/°° sin x de — .
oo T
(2 pts.)



Control 2 - MA2002 Calculo Avanzado y Aplicaciones
Escuela de Ingenieria, FCFM, U. de Chile. Semestre 2014-2

P1) (a) (i) Sean w € C and r € [0,00) tales que |w| < 1, r < 1y wr # 1. Demuestre
(w—=r)(w—r) < (1l—wr)(l—wr)
y concluye

w—7r
<L

1—wr

(ii) Sean w,z € C tales que |z| < 1, |[w| < 1 y wz # 1. Usando la parte interior

demuestre
w-z| 4
1—wz )
(iii) Suponiendo wz # 1 demuestre
woz|_ 1,
1—-wz
si lw| =1 o bien |z| = 1.
(2 pts.)
(b) Usando
|
fm — 1
n—oo 27”1(%)
determina el radio de convergencia de la serie
PRLE
n=0
donde "
ay, = (n!) .
(3n)!
(2 pts.)
(c) Encuentre la serie de Laurent de la funcion
sen z
f(z) = G_mnF
donde k£ € N.
(2 pts.)
Solucién:

a) (i) Veamos los términos que aparecen en la desigualdad, luego se tiene que
(w—7)@ — 1) =ww — r(w+w) +r* = |w]* - r(w+T) +r?,

ademaés
(1 —wr)(1 —wr) =1—r(w+®) + r’|w?,
asi restandolas se tiene
(1-—wr)(l—wr)—(w—r)(w—r)=
=1—7r(w+)+r?lw? - |w*+r(w+w) —r?
=1+ 7w - |w]* + —r?

=1 =71~ w?) <0, (1)



lo que prueba la desigualdad.

(0.5 pts.)
Ademés como r € R se tiene que 7 = r y luego
(=)@ 1) = (w=r)(@=7) = w1l
y de la misma forma
(1—wr)(1 —wr) = (T —wr)(1 —wr) = |1 —wrf%
es decir )
w—r w—r
— <l= — | <1,
1—wr 1—wr
lo que completa el problema.
(0.5 pts.)

(ii) En forma analoga al problema anterior, se tiene que
(w = 2)(w = 2) = [w]? + |2* — (wz +w2),

y ademas
(1 —wz2)(1 —wz) =1+ |wz|? — (wZ + Wz),

por lo tanto se tiene que restdndolos

lw— 2> — |1 —wz|> =
(1= w1~ w?) — (1w — 2w —7) =
=1+ |wz]? — (wz +w2) — |w]* — |2* + (wZ + W2)
=1+ |we]? — |w]® — |2

= (1= ) = [wf) <0, (2)

es decir )
i <1=>‘ —Zlan,
1—wz — Wz
lo que completa el problema.
(0.5 pts.)
(iii) De lo anterior notemos que
w =2 = [1 —wz* = (1= |2*) (1 = [w]?),
de donde se tiene que si |z] = 1 o bien |w| = 1, se tiene que
lw— 22 — |1 —wz|? =0,
o equivalentemente
w—z | w—z
~ 1= = =1
1—wz 1—wz
(0.5 pts.)

b) Veamos el radio de convergencia, para ello podemos utilizar el criterio de la
razon o el de la raiz. En particular si consideramos el criterior de la razoén, se
tiene que

Ap+1
Qnp

= lim
n— o0

lim
n— oo

(n+1)13  (3n)!
’ (Bn+3)  (nl)3

— Ym (n+1)3 1
Cn—ooo | (3n+3)(Bn+2)(3n 4+ 1) 27




Por lo tanto concluimos que la serie es convergente para z € C tal que |z| < 27.
(2.0 pts.)

¢) Veamos el desarrollo en serie de Taylor de la funcion seno en un entorno de
z = 7. En efecto, se tiene que si g(z) = sen z, entonces si n > 0 tenemos que

g(4")(z) =senz = f(4”)(7r) =senm =0,
g4t (2) = cosz = fU4") (1) = cosm = —1,
g(4n+2) (Z) = —senz = f(4n+2) (71-) = —senm = 0,
g(4n+3)(z) = —cosz = f(4")(7r) = —cosm = 1.
Por lo tanto
B B e3¢} (_1)n+1 Il
g(z)—senz—;m@—”) )
(1.0 pts.)
luego
_osenz o (—1)ntt 21—k
fz) = (z—m)k 7; (2n+1)!(z ) .
(1.0 pts.)



P2) (a) Considere la funcion
sen z

(z) = 23(22 4+ 224 2)°

Encuentre los polos y residuos de la funcion f.
(2 pts.)
(b) Calcule la integral donde f es la funcién definida en (b).

Lf(z)dz

donde 7 es la cicunferencia |z—i| = 2

(¢) Considere la curva v, dada por el arco de circunferencia unitaria de 1 a i reco-
rrida en sentido antihorario. Calcule la integral

/ (|2 +2) d=
(2 pts.)

Solucién

(a) Veamos los polos de la funciéon f. Los polos son z = 0 y las raices del polinomio
22 4+ 22 + 2, es decir,

—24+v4-38
z2+2z+220@z:f:—1ii.
(0.5 pts.)
Podemos ver que z = 0 es un polo de orden 2, en efecto
., L sen z _1
;1_%2 1z) = ,ll—% 2(224+224+2) 2

Luego su residuo es

d d sen z
1, el 2 — 1’ - - " —
Res(f,0) 20 dz (=°/(=) 250 dz <2(22 + 2z + 2))

lm (cosz-z(z2—|—2z+2)—senz-(322—|—4z+2)) _

Z—0 22(22 4+ 22+ 2)2

(234222 +22) — (322 + 4 2 1
lim (€952 (22 + 222 +22) —senz- (322 + 42+ 2) 1o
20 (23 + 222 + 22)? 2

(0.5 pts.)
Ademas se tiene que los otros dos polos son simples, luego se tiene que

Res(f,—1+1) lim (2+41—1) f(2)

z—(—141)
sen z sen(—1+1)
= 1, _— = _— 4
z—>(1—nll+i) <2(2+1+i)) ( (—1+14)2i ) (4)

(0.5 pts.)
y adems
Res(f, -1 —1) z—>1(i—Hll—i) (z+1414) f(2)
— lm sen z _ sen(—1—1) _ sen(—1 —1)
B z—>1(—1—i) (z(z +1- z)) ((—1 — z)(—QZ)) ( 2i(1 4 1) ) (5)
(0.5 pts.)



(b) Notemos que z = 0 esté al interior de la curva, ademaés
|—1+i—i|=1<2 y |—1—i—i|=|-1-2i|=V5>2,
por tanto sélo el polo z = —1 4 ¢ esta al interior, por lo tanto
(0.5 pts.)
/ f(z)dz = 2mi (Res(f,0) + Res(f,—1+1))
v
— o 1 n sen(—1 + z) i1y sen(—1 + z)
2 (14142 (=144
(1.5 pts.)
(0.5 pts.)

(c) La curva v la podemos parametrizar como z = ¢, desde § = 0 a 6 =

jusy
2

Luego
(1 + 671‘9) e’ do

(e}

(|z|2 +7%)dz = /5 (|6i9|2 Jrew) iedh = /

/7 0
3 i6 x .
:i/ (ew—i—l)dé’:i(e,+0)|02:ez2—1+i7rzi—1+iﬂ. (6)
0 1 2 2
(1.5 pts.)



P3) (a) Demuestre que la funcion

f(z) =

es holomorpha en todo el plano complejo.
(2 pts.)
(b) Sea yp una curva en plano superior que consiste del segmento [—R, R] y la
semicircunferencia de radio R y centro en el origen, orientada positivamente.
Usando la parte anterior demuestre que para todo R > 0, se tiene que

1 ez — 1

2i )y, 2
(2 pts.)
(¢) Tomando el limite R — oo concluye
/ senx do —
oo X
(2 pts.)

Solucion:

(a) Primero notemos que si z # 0, la funcion es homomorfa por ser cuociente de
funciones homomorfas.

(1.0 pts.)
Si z = 0, debemos probar si es derivable por definicion, es decir, debemos si el
limite 0
o £ = 10)
z—0 z

existe. En efecto, usando L’Hopital se tiene que

_ 1 1 1z 1 1 iz 1—1
g 1920y 2 (L2 i (S5
Z—0 2122

z—0 z 2—0 2z \ 21 z 2

N AN s 1
== m = 11m = — = =
0\ 2z A\ T 44

lo que muestra que el limite existe y la fucnién es derivable en todo C.
(1.0 pts.)

(b) Dado que la fucnién no tiene polos al interior de la curva y ella es una funciéon
holomorfa en todo C, se tiene que

1 e —1

21 - z

(2.0 pts.)

(¢) Notemos que la curva g tiene dos partes, una es la recta entre —Ry Ry la
otra es el arco de la semicircunferencia de radio R, que denotaremos por Cg,

es decir,
iz _ | R iz _q iz _ 1
:/ € dzz/ € dx—l—/ € dz
YR z —R X Cr z




o equivalentemente

/R eix_ldx/R (cosm—l)—i—isenxdx:/ 1 — ei? "
_R T _R x Cn 2

(0.5 pts.)

Estudiemos la integral

1— 1z
/ ¢ dz.
Cr %

En efecto, si consideramos la parametrizacion z = Re?, desde # = 0 a § = 7.
Entonces

1— iz ] iRe®® . T y - .y
/ € dz = / 67_0 iR do = Z/ (1 _ pifte 9) do — iﬂ'—i/ oiRe edG.
Crn % 0 Re 0 0

(0.5 pts.)
Estudiemos la ultima integral que aparece, en efecto veamos que si R — oo
entonces ella tiende a cero, es decir,

/ eiRew d9 = / eiR(cos 0+1isen 0)d9 — / efR(scn 0+1i cos H)do
0 0 0

luego

/ eiRei9d9’ S/
0 0

™
e—R(sen 0+ cos 0) ’ do = / |e—Rsen Gechose‘ do
0

™ 5
_ / efRsen Gdo _ 2/ 67Rsen Oda
0 0

Pero como para todo « € [0, 5], sena > 270‘, entonces tomando limite R — +oo
se tiene que

™

T~ . Bl El
0< / e’Reedﬁ‘ §2/ e’RS"n(’dGSQ/ e B dp
0 0 0
_R20 —R
e % oz e
=2 g |0 =25 ~ 255 20
Por lo tanto )
1 — e
lim ¢ dz =1im
R— o0 Cr z
(0.5 pts.)
y luego
/ (cosx )—|—zsenxd$:m
—oo x
es decir
/oo (cosz — 1) de— 0 ; /00 senz
oo x o X
(0.5 pts.)



