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P1). Consideraremos que para todo z ∈ C, z = x+iy, es decir, denotaremos por x la parte real de z y y la parte imaginaria.

(1,5) a) Dado u(x, y) = x3 − 3xy2, encuentre v : IR2 → IR tal que la función f = u + iv satisface las condiciones de Cauchy-
Riemann.

(1,5) b) Sea Ω ⊆ C un conjunto abierto conexo y f : Ω→ C una función holomorfa en Ω. Si f es también una función holomorfa
en Ω, demuestre que f es constante.

(3,0) c) Sea p(z) =
∑N
k=0 ck(z − z0)k un polinomio de grado N ≥ 1, para z0 ∈ C, y sea a > 0. Demuestre que se cumple∫

|z−z0|=a

p(z)dz = −2πip′(z0)a2,

donde la curva esta recorrida en sentido anti horario. Nota:
∫

Γ
f(z)dz =

∫ t1
t0
f(z(t))z′(t)dt, donde z : [t0, t1]→ C es una

parametrización Γ.

P2).

a) Sea f : C \ {1} → C una función que admite el desarrollo en series de potencias

f(z) =

+∞∑
n=1

nzn, ∀ z ∈ D(0, 1) = {z ∈ C : |z| < 1}.

(1,0) i) Considere la función g(z) =
+∞∑
n=1

nzn−1, z ∈ D(0, 1). Encuentre h una función holomorfa en C \ {1} tal que

h′(z) = g(z) ∀z ∈ D(0, 1).

(1,0) ii) Usando la parte anterior, encuentre una formula explícita para f en D(0, 1).
(1,0) iii) Concluya que la fórmula anterior de f se extiende a todo C \ {1} y con ella calcule la integral∫

|z+1|=1

f(z)dz, donde la curva se recorre en el sentido horario.

(3,0) b) Considere la sucesión de Fibonacci a0 = 1; a1 = 1; an+2 = an+1 + an, ∀n ≥ 0.
Determine (R) el radio de convergencia de la serie:

∑∞
n=0 anz

n, y para {z ∈ C : |z| < R} demuestre que

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n =

1

1− z − z2
.

Indicación: Asuma que el ĺım
n→+∞

an
an+1

existe y recuerde que si esto pasa R = ĺım
n→+∞

|an|
|an+1| , luego calculé su valor

utilizando la recurrencia de la sucesión.

P3). Sea f : [0, 1]→ IR una función continua.

(2,0) a) Demuestre que ∫ 2π

0

f(sen(θ))dθ =
1

i

∫
|z|=1

1

z
f

(
z2 − 1

2iz

)
dz,

donde la integral esta recorrida en sentido anti-horario.

(2,0) b) Dadas las constantes b, c ∈ C, tales que b2 6= c. Pruebe que existen z0, z1 ∈ C, tal que,∫
|z|=1

1

z2 + 2bz + c
dz =

1

z1 − z0

{∫
|z|=1

1

z − z1
dz −

∫
|z|=1

1

z − z0
dz

}
.

(2,0) c) Usando las partes anteriores, demuestre ∫ 2π

0

1

a+ sen(θ)
dθ =

2π√
a2 − 1

,

con a > 1 una constante dada.
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