Pauta P1 Control 2 MA2002 Otono 2010

A 1/2
P1. a) Encuentre la forma polar de z = (?j
—1

1—1i

AN1/2
b) Usando (a) calcule z =2 Iog(lll_)

c) Determine y grafique los conjuntos:

() D={z: F=0}; (i) D={z: [z+7|<1).
Solucion.
A\1/2 . A\1/2 1/2
a) (ﬂ) — (ﬂﬂ) :(l(l+l)2j =£(1+i)= ﬁ(ﬁeiﬂ/4j= leiﬂ'/4
1-i 1—-i 1+ 2 2 2\ 2 2
(puntaje: 2.0)
AN1/2
b) log(w) = In(lwl) + iarg(w), para w = (?j , (a) implica Iwl=% vy arg(w)= z/4,
—1

AN1/2
y para z="'2log ﬁ) , resulta log(z) =2 (In (Y2) +iz/4) = Voln (Vo) +iz/8

1-1i
2 +1 +1 +1 +1
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I-z\1-z I-zN\1-¢
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-z \1-¢ 1-(z+2)+zz

(puntaje: 1.0)

z+1 .oz +1
—=9 SsSI E—

c) (i) ze D ssi
-z 1-z

ssi 80zz—82(z+2)+80=0 ssi zz+b(z+2)+1=0, donde b = - 41/40.

Ademas, si z=x+iy, zz=x>+y> y z+z=2Re(z), implicando

zeD ssi x?+y?+2bx+1=0 ssi x*+y>+2bx+1=0 ssi (x+b)*+y> =b* -1
Por lo tanto, D es el circulo centrado en (-b,0) = (41/40,0) y radio r= \/ﬁ =9/40.

(puntaje: 1.5)
(i) Si z=x+1iy, z+z=2Re(z)=2x, yporlotanto, z€ D ssi ‘z+z‘£1 ssi 2Ixl < 1.

implicando que z€ D ssi |x| <1/2, i.e., D eslaregién del plano complejo limitada

por las rectas x=-1/2 y x=1/2.
(puntaje: 0.5)
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P2. a) Sea f:C—C funcién holomorfa tal que f=u+iv. Si U+ Vv?—2uv = cte.,

Demuestre que f es constante.
b) Sea f:C—C funciéntal que f =u +iv. Dada la funcién u determine si

existe v tal que f sea analitica (holomorfa). En tal caso, encuentre v.

Solucién.
a) Lacondicién parauy v es equivalente a: (u - v)® = cte.
ou 9
Derivando c/r a x: (1) 2(u —v)(% —ﬂj =0; Derivando c/ray: (2) 2(u —v) HM_Tl=o ;
ox Ox dy dy
ou ov
1) implica u=v 0 —=—.
(1) impli u=v P

(puntaje: 0.8)

Caso u=v. Derivandoc/ra x e y implica (3) A= o y (4) u = &
ox  Ox dy dy
ou Jv u ov
Como fes holomorfa, uyvcumplenC.C-R: (5) —= — vy (6) — =——.
ox dy dy ox
o ou ou . L ou ov
(3) y (6) implican (7) — =—— . Lasigualdades (7) y (4) implican (8) — =—-— .
ox dy ox dy
_ ou . ou . .. ov
(8) + (5) implican 2— =0 ,i.e., — =0 Yy estaigualdad en (3) implica — =0.
ox ox ox
Similarmente, 8_u=0 en (5) implica o =0; &=0 y (6) implican & =o.
ox dy ox dy

du_ du_ v ﬁ—0 implican u= v =cte, i.e., f=cte
x 9y o oy o s v=de e tece
(puntaje de este caso: 2.0)

Caso u # v. Este casoimplica (3) y (4) y el argumento del caso anterior implica f=cte,
Caso (2) es andlogo al caso (1)

(puntaje de estas dos ultimas observaciones: 0.2)

Resumiendo,

IMPORTANTE: Pauta alternativa para las respuestas a esta parte del P2 que consideraron
la condicién u? + v = cte (que fue sugerida por un P. Auxiliar).

Solucion.
Caso cte#0. Derivando u?+Vv?=cte c/ra x e y implica
ou v ou ov
1) 2+ 2 =0; 2) 2w+ =0
(1) uax vax (2) uay vay
d
Como fes holomorfa, u y v cumplen C.C-R: (3) ou = Gl y (4) o =2
ox  dy dy ox
. v av ) o 5 OV 5 du
(3) en (1) implica (5) 2u— +2v—=0; (5)'v—(2)'u implica (6) 2v-'— —2u"— =0;
dy ox ox dy
(4) en (6) implica 2(u” + v2)? =0; como u’+v> #0 resulta ? =0, y esta igualdad
X 24
aplicada a (1), (4) y (2) implican u = ou _ v = il =0, i.e.,, u=sv=cte, y f=cte.

x  dy  ox

(puntaje: 2.7)
Casocte=0. u’+Vv?=0 implica u=v=0,ie., f=0 es constante. (puntaje: 0.3)



b) (i) u(x,y) = e*[(x+3)cosy — yseny]. Claramente, por algebra de funciones, u es de clase

C'(IR?). Para determinar v de modo que f = u+iv sea holomorfa, se deben cumplir
las C.C-R.

du _ ov Ju v

a oy Yoy ox
? = ? = e*[(x+3)cosy — yseny] + e*cosy = &*[(x+4)cosy — yseny]. Integrando c/r a y:
y X

, i.e., v debe cumplir

v(x,y) = e(x+4)seny - exjysen(y)dy + g(x) = e*(x+4)seny — e*(seny — ycosy) + g(x)
i.e., v(x,y) = e[(x+3)seny + ycosy] + g(x). (puntaje: 1.0)

L . o ou v
Esta funcion v debe cumplir la otra condicion, i.e., =—

dy  ox
g—u = e[ -(x+3)seny — seny — ycosy] = - €'[ (x+4)seny + ycosy]
y
v

Py e[(x+3)seny + ycosy] + €*seny + g'(x) = €*[(x+4)seny + ycosy] + g'(x)
X
y la condicion implica g’(x) =0, i.e., g = cte.

Por lo tanto, la funcion v(x,y) = €"[(x+3)seny + ycosy] + cte, es tal que f = u+iv es
holomorfa. (puntaje: 1.0)

(i) u(x,y) =x®—y* +2xy. Lafuncién u es de clase C'(IR? (es un polinomio). La funcién v
debe ser tal que uy v cumplan las C.C-R.
dv _ du

el 3x® + 2y. Integrando c/r ay resulta v(x,y) = 3x°y + y* + g(x).
y  ox
(puntaje: 0.5)

. .., 0 dv
Ademas, para la otra condicién & =2 resulta
y ox
o _

5 -3y +2x; ? =6xy + g'(x) implicando g’(x) = 3y? - 2x -6xy, lo cual es imposible,
'y X

concluyendo que no existe v tal que f = u+iv sea holomorfa. (puntaje: 0.5)
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P3. (a) Calcule, usando residuos I=J sen(z) dz, donde y :lzl = 4.
2 2 N2
2 (2=5)"(z+20)
(b) Sea f:C—C funcién holomorfa. Suponga que f es acotada, i.e., existe M>0, tal
que [f(z)I< M, paratodo z en C. Demuestre que f es constante.

Indicacion: Calcule '(zy) usando formula de Cauchy y muestre que 1f'z))I< K/R,
Para un cierto K, y tome limite R—oo.

Solucion
(a) Por el T. de residuos: | = 27iX Res(z), para todos los polos z, def encerrados por 7.
Claramente, f tiene singularidades en z; =0, z,=-2i, y zz=5. Como 7 :lzl =4, no

encierra a z3, se consideran solamente, z; y z, para el calculo de la integral. (0.5)
Caso 2,=0. Se determina si es un polo y su orden. (limites se toman para z—0)

lim f(z)=(L"H) lim cos(2) :l, z;=0, no es reparable. (0.5)
22(z-5) (2 +20) ) +2° [z =5 (2 +20)°7

limz f(2)=(L'H) im——"& v 1 _0espolode orden 1. (0.5)
=52z +20% 250202 100

Caso z,=-2i. Como sen(2i) #0 (yaque 2i#kx, kentero), f(z) = %, donde
zZ+ 2
sen(z) . .
g(z)=——— es holomorfa en z,=-2i y, por lo tanto, z,=-2i es un polo de f de orden 2. (0.5)
ZZ (Z _ 5)2
Por propiedad, el caso z;=0 implica que Res(z;) =-1/100, (0.2)
El caso z, = -2i implica

Res(z;) = lim L1z +20)? £ ()]= lim & (")
d 7 2 >
z27(z-9)

lim cos(2)[(z (z = 5)]* - sen(2)[2z(z - 5)(2z - 5)] _

o [z(z-3)]*
lim cos(2)[(z (z = 5)] - 2sen(2)(2z = 5) _ cos(=2i)(—4 +10i) — sen(=2i)(=5 - 4i) _ atib (13)

o [Z(Z_S)]3 (_4+10l)3
Los resultados anteriores implican que | = 27z i[(-1/100)+a+ib] =27 b + i27 [(-1/100)+a].

(b) La hipétesis de f y la formula de la integral de Cauchy (para derivadas) implican

N B A CI)
fizp= yery

dz , parazoenC y ¥ :lz-zl _.R. (0.2)
’7(z—z0)2

Tomando modulo a la igualdad y aplicando la propiedad: Hg ‘Sj.|g| resulta

, 1 f(2) 1 |F (2) 1 (A 1 A
') € — |——"||dz| =— | ———=|dz] £ — |—|dz| = — —||d7] (1.4)
| 0 | 20 £ (Z_ZO)Z | | o J}:|(Z—Z0)|2 | | o '}[R2 | | 27 R2 '}[| |

donde A=sup{lf(z)l:z en y } (este supremo se alcanza en ¥ porque Ifl escontinuay ¥ es

’

compacto) (0.2). Ademas, la ultima integral corresponde al largo de ¥ (27x R), resulta ‘f '(zo)

A
S_
R

para todo z, en C y todo R >0 (0.5), y |f '(z0)| =0 si R—>wx,ie., f'(zo)zo, para todo z, en C
y por lo tanto, f es constante (0.2).



