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Control 2

P1. (a) (2 pts.) Sea f una función holomorfa en un dominio D conexo tal que f̄ es también holomorfa en
D. Muestre que f es constante en D.

(b) (2 pts.) Sea u(x, y) = g(x+ y), para todo (x, y) ∈ R2, donde g es una función real suficientemente
derivable. ¿Para cuáles g la función u corresponde a la parte real de una función homomorfa f?
Identifique f para estos casos.

(c) (2 pts.) Calcule la integral
∫

Γ
z̄2zdz, donde Γ corresponde a la curva cerrada definida como la

frontera de {z ∈ C : |z| ≤ 1, Re(z) ≥ 0} y orientada en sentido anti-horario.

P2. (a) (2 pts.) Muestre que la serie
∞∑
n=1

(
z

1 + z

)n
converge si y sólo si Re(z) > −1/2. Calcule el valor de la serie para esa región.
Indicación: Recuerde que

∑∞
n=0 ρ

n = 1/(1−ρ) cuando |ρ| < 1 y que esta serie geométrica diverge
|ρ| ≥ 1.

(b) (4 pts.) Dada la función f(z), holomorfa en |z − a| < R, considere 0 < r < R,

i) Pruebe
2π∫
0

f(a+ reiθ)eiθdθ = 0.

ii) Utilizando la formula integral para la derivada

f ′(a) =
1

2πi

∫
∂D(a,r)

f(z)
(z − a)2

dz,

concluya las siguientes identidades

f ′(a) =
1
πr

2π∫
0

Re
(
f(a+ reiθ)

)
e−iθdθ, y f ′(a) =

i

πr

2π∫
0

Im
(
f(a+ reiθ)

)
e−iθdθ.

Indicación: Muestre que si g : [0, 2π]→ C, entonces
∫ 2π

0
g(θ)dθ =

∫ 2π

0
g(θ)dθ.

P3. Calcule las siguientes integrales:

(a) (2 pts.)
∫
∂D(0,1)

sen(πz2) + cos(πz2)
(z−1 − 2)(z − 2)

dz ; (b) (4 pts.)
∫ ∞

0

cos(x)
(1 + x2)2

dx,

Para calcular la integral impropia de la parte (b) debe integrar la función f(z) = eiz/(1 + z2)2 sobre
la curva cerrada ΓR dada por la frontera del semićırculo {z ∈ C : |z| ≤ R, Im(z) ≥ 0} y orientada en
sentido anti-horario. Luego hacer R→ +∞.

Tiempo: 3 horas
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Asignación de Puntaje para Control 2

P1. (a) (2 pts.)

Escribir condiciones de Cauchy-Riemann para f y su conjugada f̄ : 1 pto.

Sumar las condiciones y obtener que u es constante: 0.5 pts. (acá f = u+ iv)

Usar nuevamente Cauchy-Riemann para deducir que v es constante y concluir que f también lo
es: 0.5 pts.

(b) (2 pts.)

Sean f = u+ iv y u(x, y) = g(x+ y), donde g es una función real suficientemente derivable.

Usando Cauchy-Riemann demostrar que u es armonica: 0.5 pts.

Deducir que g es una función lineal af́ın: 0.5 pts.

Deducir que u = α(x+ y) + β y, v́ıa C-R, que v = α(y − x) + γ, donde α, β, γ ∈ R: 0.5 pts.

Concluir el ejercicio, identificando f : 0.5 pts.

(c) (2 pts.)

Parametrizar ambas Γ apropiadamente: 0.5 pts

Establecer bien la definición de integral y notar que la integral sobre Γ se calcula sumando dos
integrales sobre Γ1 y Γ2: 0.5 pts.

Cálculo de las integrales sobre Γ1 y Γ2, y conclusión: 1 pto.

P2. (a) (2 pts.)

Utilizando la indicación llegar a que la región de convergencia es Re(z) > −1/2: 1 pto.

Utilizando la indicación concluir que
∑∞

n=1

(
z

1+z

)n
= n: 1 pto.

(b) (4 pts.)

Parte i):

Utilizar Cauchy Goursat para justificar que
∫

∂D(a,r)

f(z)dz = 0: 0.5 pts.

Parametrizar correctamente ∂D(a, r) y concluir lo requerido: 0.5 pts.

Parte ii):

Probar la indicación: 0.5 pts.

Utilizar que w = 2(Re(w) − w), para todo w ∈ C, en la fórmula de Cauchy para la derivada, e
identificar las dos integrales a resolver en la primera identidad: 0.5 pts.

Reescribir correctamente la primera integral y deducir, a partir de la indicación y de la parte i),
que la segunda integral es nula: 0.75 pts

Utilizar que w = 2i(Im(w) + w), para todo w ∈ C, en la fórmula de Cauchy para la derivada, e
identificar las dos integrales a resolver en la segunda identidad: 0.5 pts.

Reescribir correctamente la primera integral y deducir, a partir de la indicación y de la parte i),
que la segunda integral es nula: 0.75 pts
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P3. (a) (2 pts.)

Identificar que z = 1/2 es la única singularidad no evitable que encierra la curva. Esto se hace v́ıa
definición mostrando que el ĺımite L0(1/2) no existe: 0.5 pts.

Justificar que z = 0 es una singularidad evitable. Esto se hace mostrando que el ĺımite L0(1/2)
existe: 0.5 pts.

Primera manera de proceder, v́ıa Fmla de Cauchy:

Aplicar corolario de Cauchy Goursat y reescribir la integral en la forma que requiere la fórmula
de Cauchy: 0.5 pts.

Hacer el cálculo y concluir el resultado correcto: 0.5 pts.

Segunda manera de proceder, v́ıa teorema de residuos:

Escribir el teorema de los residuos y justificar que z = 1/2 es un polo simple (v́ıa el cálculo del
ĺımite L1(1/2)): 0.5 pts.

Hacer el cálculo del residuo (notando que coincide con L1(1/2)) y concluir el resultado correcto:
0.5 pts.

(b) (4 pts.)

Notar que el integrando es par y por lo tanto
∫∞

0
cos(x)

(1+x2)2 dx = 1
2

∫∞
−∞

cos(x)
(1+x2)2 dx: 0.5 pts.

(Denotemos I :=
∫∞
−∞

cos(x)
(1+x2)2 dx)

Siguiendo la indicación, notar que la curva ΓR = CR ∪ [−R,R], escribir la integral sobre ΓR como

la suma de las dos integrales sobre las curvas CR y [−R,R], y concluir que
∫ R

−R f(z)dz → I cuando
R→ +∞: 0.5 pts.

Probar que
∫
CR

f(z)dz → 0 cuando R→ +∞: 1.5 pts., lo cual a su vez de desglosa como sigue:

Parametrizar correctamente CR y reescribir
∫
CR

f(z)dz: 0.5 pts

Acotar |
∫
CR

f(z)dz| apropiadamente, trabajando tanto con el numerador y como con el denomi-
nador del integrando f : 0.5 pts.

Llegar a una cota superior para |
∫
CR

f(z)dz| que permita concluir: 0.5 pts.

Finalmente, calcular
∫

ΓR
f(z)dz se le asigna 1.5 pts., y tenemos dos maneras de proceder:

Primera manera de proceder, v́ıa Fmla de Cauchy:

Notar que z = i es la única singularidad que encierra la curva ΓR, aplicar corolario de Cauchy
Goursat y reescribir la integral en la forma que requiere la fórmula de Cauchy para la derivada
de g: 1 pto. (acá g(z) := ez/(z + i)2)

Hacer el cálculo de g′(i) y concluir el resultado
∫

ΓR
f(z)dz: 0.5 pts.

Segunda manera de proceder, v́ıa teorema de residuos:

Notar que z = i es la única singularidad que encierra la curva ΓR y escribir el teorema de los
residuos para el cálculo de

∫
ΓR
f(z)dz: 0.5 pts.

Mostrar que z = i es un polo doble de f . Para esto último, hacerlo por la definición (mostrando
que L2(i) 6= 0) o notando que es una ráız doble del polinomio del denominador del integrando y
que el numerador (ez) no tiene ceros: 0.5 pts.

Hacer el cálculo del residuo (o equivalentemente de g′(i)) y concluir el resultado de
∫

ΓR
f(z)dz:

0.5 pts.
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