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Control 2
Parte 1

(a) (1,5 puntos) Determine el mayor conjunto donde f(z) = zRe(z)2 es derivable en el sentido com-
plejo.

(b) (1,5 puntos) Encuentre campos escalares u y v tales que zα ≡ exp(α log(z)) = u(x, y) + i v(x, y)
con α ∈ R+.

(c) (1,5 puntos) Sea a ∈ R. Encuentre el radio de convergencia R de la serie de potencias
∞∑

k=0

ckz
k,

donde

ck =






a+ 1 si k es par

1 si k es impar

Compruebe que ∀z ∈ D(0, R):

∞∑

k=0

ckz
k =

a+ 1 + z

1− z2

(d) (1,5 puntos) Encuentre una expansión en series de potencias para f(z) =
z

z2 + 2
en torno a z0 = 0.

Determine el disco de convergencia.

Parte 2

(a) (3 puntos) Calcule el valor de

Ir =

∮

Cr

sen(πz2) + cos(πz2)

(z − 1)(z − 2) dz

donde Cr = {z ∈ C / |z| = r}. Analice por separado los casos 0 < r < 1, 1 < r < 2 y r > 2.

(b) Sea f(z) =
ez

z(1− e−z) .

(i) (1 punto) Encuentre todas las singularidades de f .

(ii) (1 punto) Demuestre que son todas singularidades del tipo polo y calcule el orden de cada una.

(iii) (1 punto) Calcule ∮

|z|=r
f(z) dz

para |r| < 2π.
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Parte 3

Demuestre que

∫ ∞

−∞

cosx

ex + e−x
dx =

π

eπ/2 + e−π/2

Para ello, se deberá estudiar la integral compleja
∮

Γ
f(z) dz

con f(z) =
cos z

ez + e−z
y donde Γ = γ1 + γ2 + γ3 + γ4 es el camino rectangular ilustrado en la figura

siguiente:

(a) (1 punto) Calcule
∮
Γ f(z) dz. Para esto es conveniente verificar que f tiene polos simples en cada

z =

(
k +
1

2

)
πi, k ∈ Z.

(b) (4 puntos) Estudie el comportamiento de las integrales de f(z) en cada trazo recto γj , al hacer
R −→∞.

(c) (1 punto) Deduzca, de lo anterior, el valor de la integral real solicitada.

Tiempo: 3 horas.

Y por si les es útil:

cos(z) =
1

2
(eiz + e−iz), sin(z) =

1

2i
(eiz − e−iz)

Si p es un polo de orden k de f , su residuo es:

Res(f ; p) =
1

(k − 1)! ĺımz→p
(
(z − p)k f(z)

)(k−1)




























