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P1. Sea f: D(0,1) — C dada por

(a) (3 pt.) Pruebe que

(b) (3 pt.) Deduzca que

P2.

(a) (2 pt.) Calcule el radio de convergencia de las siguientes series:

ii” (i) i(nil)n &

n=1 n=0

(b) (4 pt.) Muestre que

Indicacion: Considere la integral de la funcién f(z) = L sobre el camino de la figura siguiente:

P3.
(a) Calcule

COS
12+a2 Z2+b2)

dr, a>b>0

(b) Calcule

3

1
—_— 1
/ k + cos(6) 9, k>

(=}
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(a) Notemos primero que:

Pauta Control 2

- 27 s ;27 1
e 4T = QRe(eZ%) =2 (—5) =-1
Y ademas: /3
o 3
&% — e7iF = 2ilm(e's ) = 2@7 =iV3
Luego:
1 1 Z—e_i%ﬂ—z—l—ezs B Z\/g
z—e3 z—e3 (z—eF)(z—eF)  (z—e€F)(z—e'F)

Multiplicando término a término la expresion del denominador:

(z — e’%ﬂ)(z — e iF

3) =22 — z(e'w

2w

27

27

+ e*i%ﬁ) +es et =22 — z(—1) + =2+z+1

Asi:
1 1 i3
z—ei%ﬁ z—e_i%ﬂ—22+2+1
Y se concluye que:
1 1 1
z) = — —
/) iv3 (2—612; 2—6123)

Que es lo que queriamos probar.

(b) Alternativa (i):

Recordando la férmula para la serie geométrica, tenemos que para z € D(0, 1):

1 1 ( 1
2w om —2m
z—e'3 e's \ze '3 —
Y:
1 1 1
D) - .2 .2
2 —e % e 3 \ze'3

1 V3, o,
—<§—|—z7> kZ:O<Z€ )
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Luego:

Notando que Vk € IN:

Gracias a la parte (a), se tiene que:

2m
+1 E 2"V 3 cos( 3 k)

k=0

2T

—sin(—k) + \/gcos(?k)}
2T
2sin(—k
sin( 3 )

=) = le/ﬁ (z—ei?

Que es lo que se queria probar.

Alternativa (ii):

3

(sin(2—7r) 4+ sin(2T); 4 sin(2T)22 4 )
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Recordando que el seno es una funcion 27-periédica, tenemos que:
2 4 6 . 21 2k
Sin(?ﬂ) + sin(%)z + Sin(?ﬂ)z2 +.. = %sin(?7T + Tw)zk
0

o 2w A 67 o | sk
— kz:% sm(3)+sm(3)z+% z

x V3 V3 4
- 2 (%)

Sabemos que para |z| < 1:

z = =
— 1—23  (1—2)(14z+23)

Luego, Vz € D(0,1):

V3 1 V3
2 B3

(14 2+ 23)

V3 — V3 1 _
2 = A o

Por lo tanto, hemos probado que:

sin(=) +sin(—)z +sin(=-)2* + ... =

2T 47 o ﬁ
3 3 3 2

Multiplicando por \/lg se deduce la igualdad pedida.
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(a) (i) Por definicién, sabemos que:

1 ) 1 a1 1
— =limsup {/|—| = lim {/—=—=0
R n—00 nn n—oo | N N

De donde se obtiene que R = oc.

(ii) Nuevamente, de la definicién del radio de convergencia:

Cuando este ultimo limite existe.

Recordando que:

Tenemos que:

Y sigue que R = e.

e —1

(b) Siguiendo la indicacién, sea f(z) := y sea v la curva de la figura. Definamos
z

ademés:

e 7 : la recta que va de € a R.
e 7, : el arco de la semicircunferencia de radio R con la orientacién de la figura.
e 73 : la recta que va de —R a —e¢.

e 7, :el arco de la semicircunferencia de radio € con la orientacién de la figura.

Notemos que como f es holomorfa en C\{0}, del teorema de Cauchy-Goursat:

Lf(z)dz =0

Y entonces:

/71 f(Z)dz—i-/%f(z)dz:—[mf(z)dz—[mf(z)dz (1)

Calculemos las integrales del lado izquierdo:

R iz _ 1 R -1 R _;
/ f(z)dz :/ ‘ dz :/ Mdz—i—i/ Sm(z)dz
" . Z . 2 . z

4
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ASf(Z)dz:[Rgeizgldz = / COS(? 1dz+z/R wdz

R
R R
_ / cos(z) — dz n @/ sin(z
z
Luego, podemos reescribir (1) como:

2z/fs”1 /f dz—/f 2)

Y estudiemos ahora las integrales del lado derecho:

/ f(z)dz = WO %; Liceian — —z/w(ew@” —1)db

0

Como €* es continua en 0, dado & > 0, existe § > 0 tal que para |z| < 4 se tiene que
le”* — 1| < €. Luego, para ¢ < ¢:

/ (eisew_l)de‘ S/ elee
0 0

w—l‘d@g/ édz = e
0

Y entonces:

Por otra parte:

™ zRe“9 ™
€ i0 i R0
f(2)dz = z%ﬂde_z/ ife —1d0:i/ e dn — ir
/72 =) o Re” 0 (e ) 0
Pero:

T ™ ™ _ T ) /2 .
/ ezRede‘ < < / ’6_R51n(e)| do = / e—Rsm(@)dQ — 2/ e—Rsm(e)dQ
0 0 0 0

Y recordando que para 0 < 6 < /2, sin(0) > 260/

LA w/2 _ /2
/ ezRe gde‘ S 2/ e—Rsm(O)de < 2/ —RQG do = (1 o €_R) <
0 0 0 R

Se deduce que:
lim / f(z)dz = —
R—o0 ~2

Gracias a lo anterior, tomando limite cuando € — 0 y luego cuando R — oo en (2) se

obtiene que:
° sin(x
21 / ( >dx =im
0 x

0

=1

De donde se concluye lo pedido.
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(a) Definamos, para z € R, f(x) como:

cos(z)

flo) = (22 4+ a?) (22 + b?)

Y notemos que f es funcion par, por ser multiplicacién y divisién de funciones pares. De
este modo, queremos calcular:

I= /OOO (a2 —|—ZC;S x2 + b?) / J %/_C:, J(x)de

Notemos ademas que:

1 ! 1 1
@ +a) @2 +02) (-0 \22+02 22+ a2

R B 1 > cos(z) [ cos(z)
= 5 /oo f(x)dx a 2(0'2 - b2) (/oo 2 + dex /oo z? + a2dx)

* cos(x)
It:/oox2+t2dx, t>0

Luego:

Calculemos

Para ello, calculemos via residuos la integral de ffooo 5

x
dos polos simples: it y —it, de los cuales consideramos solo aquel en el semiplano superior.
El residuo Res(f(x),it) = lim,_,u(x — it)e™/[(x — it)(z + it)] = et /2it. Con lo cual la
integral I; es la parte real de 2im Res(e™/(x? + t%),it = me™/t

5dx. Claramente la funcion posee

Luego:
1 T, T m(ae™® — be™?)
I=—— [(Ze?— "¢ =
2(a? —v?) (be a* > 2(a3b — ab?)
(b) Definamos, para # € R, f(#) como:
1

0) = ——
U k 4 cos(0)

Gracias a que el coseno es funcién par, f también lo es. Luego, nos interesa calcular:

I:_/Oﬂk—l—cos /f /f
o—i0

Usando el cambio de variables z = ¢ y recordando que cos(f) = T tenemos que:

1 [ 1 1 1 i 1
== 0)do = — — < —dz = —— —d
2/_7rf(> 2/|z|1k:+(%)iz : 2/z|lz2—|—2kz+1 :

6
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Definamos ahora, para z € C, g(z) por:

1

9(2) = 224+ 2kz+1

Es facil ver que g tiene polos simples en z; := —k+Vk%2 —1yen z5 := —k —VEk? — 1.
Ademas, como k > 1, s6lo z; queda dentro de la circunferencia unitaria en el plano
complejo. Luego, del Teorema de los Residuos:

2 1
—— 1= / —d / g(z)dz = 2mi Res(g, z1)
|z |z|=1

i |:122+2k’z+1zz

Donde:
1 1 1
Res(g,z1) = lim (2 — 2z1)g(z) = lim = =
(g 1) Z*}Zl( 1)9( ) Z—rz1 (Z — ZQ) (Z]_ — 22) 2 k2 — 1

Y se concluye que:

1 1 s

I=——-2m- =
2 2Vk2—1  2vk2—1



