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CONTROL 2: MA2002 Calculo Avanzado y Aplicaciones

Problema 1.

a) Encuentre el radio de convergencia de la serie E <—) (z + 44)".
—~2n+1\3

b) Encuentre la serie de Taylor de f(z) = zlog(z) en torno a zy = 1 + i y determine su radio de
convergencia.

c) Sea f: C — C holomorfa tal que f”(z) =2f(z) + 1 con f(0) =1, f’(0) = 0. Encuentre la serie
de potencias de f en torno a 0 y determine su radio de convergencia.

d) Sea f holomorfa en C. Pruebe que si Re(f), Im(f), o |f| es constante, entonces f es constante.

Problema 2.

a) Calcule ——— 72, con la circunferencia |2| = 4 recorrida en sentido antihorario.
s|=1 22 senh(2)

2T

00 2
a” 1
b) Prueb E — | == 2 6)df
) Pruebe que 2 (n'> 27T/O exp(2a cos §)

2
a” 1 a" exp(az

Indicacion: Comience probando que <—|> = w
n!

27 |z|=1 n!z”“

Problema 3.

/2 1
a) Calcule / —————df con a > 0.
x/2 @+ sen? 6

b) Calcule / exp(—z?) cos(26z)dxr donde 3 > 0.
0

Indicacion: Integre f(z) = exp(—2z?) sobre el rectdngulo de vértices R, R + i3, —R,—R + i y
considere el limite R — oo probando que las integrales sobre los lados verticales tienden a cero.
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b)

d)
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> am(z 4+ 4i)™ con a, = % (%)n
n—0
R =1/limsup ¥/|ay|

'm‘

|an| = 2‘fz+1|31|n =(3)" 2n+1 = V/lan] = % ‘2n+ -5 R=3 (1.5 pts.)
f(z)=zlogz= f(z) =logz+1= f'(z) =L = f"(z) =-% = fO(2) = % .. etc
En general f(*)(z) = (—1)kE=2! Vk <2 (0.5 pts.)

zk—1
ap = f(14i)=(1+1i)log(l+1)
ap = log(l+i)+1

—1)*F (k—2)! -1k
ap = ¢ k!) (1(+i)’“)*i - k((k—)l) ' (1+i1)"*1

La serie queda
S(z) =(1+4d)log(l+4d)+[log(1+d)+1)(z—1—0)+ > k((;—:-)f) . (%(z —1—-14i)k (0.5 pts)
k=2

1+i)k—1
El radio de convergencia es:

R=1/limsup { =1/limsup »

1 _
e V2 (0.5 pts)

Alternativamente: el radio de convergencia puede calcularse como la distancia desde el punto (1+7)
al complemento del dominio donde f es holomorfo: dist(1 + 1), C\ R_) = /2.

(—1F
k(k—1) = (AFi)F

f'(2) =2f(2) +1= f"(x) = 2f'(2) = fED(2) =2f P (z)  Vk=1.
Dado que f'(0) = 0 se sigue que f*)(0) = 0 para todo k impar.
Asimismo, f”(0) =2f(0)+1 =3 = [k ( )=3-2F"1VE > 1. (0.5pts).
Con ello la serie resulta ser: S(z) =1+ E 3.2 2;),% Z anz (0.5 pts)
0 si  n impar
Gp = 1 si n=>0
k—1 .
3- %Qk)! si n=2k
El radio de convergencia es R = 1/ h’rrlllsolip Yan| = 1/limsup %/ % =1=c0. (0.5 pts)
Sea f(z) = u(z,y) + iv(z,y).
ov _ _ Ou _
e Siu(z,y) = constante = 9%~ v 0 } Cauchy-Riemann
ox — Oz
= Vv =0= v(z,y) = constante = f(z) constante (0.5 pts)
8u___+8v__0
e Siv(z,y) = constante = 9 %Y 0 (= Vu = 0= constante
By oz
= f constante (0.5 pts)
e Si|f(z)| es constante = f(x) acotada y holomorfa en C.
Luego, por Teo. de Liouville f(z) es constante. (0.5 pts)
f(z) = ﬁnh(’z) tiene un polo de orden 3 en p = 0 y polos simples en las restantes raices de
sen h(x), vale decir, py, = kmi k€ Z, k#0 (0.5 pts)



b)

La curva |z| = 4 encierra los polos 0 ,mi, —mi.

Los residuos correspondientes son:

[z

n+1l , e

N s 1 _ 1 _ 1
Res(f’ 7TZ) - zll_)Hﬂl_Z(Z 7TZ) z2senh(z) — (wi)? cosh(mi) — w2
N o 1 _ 1 1
Res(f, —7T’L) - ZEIPTH-(Z 7T’L) z2senh(z) ~ (—mi)2cosh(—mi) — 72
42
_ 3. 1
Res(f, O) - hHl 2! dz |:Z 22 senh(z):|
— o1 d? z
Zhl% 2dz2 [senhz}
_ 4+ 1 d [senhz—zcoshz
- ZI% 2 dz [ sen h2z }
- 1 d [cosh z—cosh z—zsenh 2] senh? z—[senh z—2z cosh z]2 senh z cosh z
- z% z senh? z
_ A1 —z _ [senhz—zcoshz]2cosh(z)
- Zhl% 2 |:scnhz senh? z
t senhz—zcoshz __ coshz—coshax—zsenhz __ y7. . z _ 1
Zhl% senh® z = lim 3sen h2z cosh z - ZI% 3senh zcoshz 3
_ 1 1y — 172 _ 1. (=) 1
= Res(f,0)=3[-1-2(—35)| =35 -1=5-5"=—5%
1 . 1 1 1 72 1
= | eanzdz =27 [+ 22— 5] = 27l — )
lz|=
il C?i(ff)dz = 27 Res(5=r,0) = 27i - 11 i,ddz—n
|z|=1

2 e [el=0

— 27711"104 eaz| —0
= 2mi%;
> (5= gk [ SR
|z|=1
Alternativa: usar directamente las formulas de Cauchy f
X n 1 «
1
(e = o M(an )" dz
n=0 [z|=1 n=0
exp(2)
= L [ 2RO exp(2)g,
|z|=1
_ 1 exp(a(z+1))
—  2m f z dz
|z|=1
27 0
+ i
_ ﬁ f cxp(oc(zie —i7)) et dp
0

27 ) )
# [ exp(a (e +e7))ah
0 %/_/
2 cos(0)

27

2
5= [ exp(2acos 6)do.
0

(1.0 pts)

(1.0 pts)

az

2+l

(0.5 pts)

(1.0 pts)
(0.5pts)

(1.0 pts)



P3. a) (Primera solucion)

/2 2
f a-l—slnzede = % f a+sln20d9 = % f at+ (252 1/2)2 ’ % -dz
—m/2 0 \z\:l
= d 0.5 pt
‘z‘j;14az —|z —1)? - (05 pts)
— —
a(=)
Polos: ¢(z) =4az? — (22 = 1)? =0 402’ = (22 - 1)? & 22 — 1 = +2\/az (1.0 pts)

22-2/az—-1=0 & z=+\a+t+\a+1
Z2+2/az-1=0 & z2=—yatVa+l1

Asi tenemos 4 polos simples: p1 = a++Va+1,ps = Va—+vVa+1, ps = —/a++Va+1, ps =
—Va—+va+1

Solamente po y p3 estan dentro del circulo unitario.

Residuos: (1.0 pts)
_ £ 4z 4 4 _ 4
Res(f.p2) = M (2 —p2) 35 = 7007 = Sapati—12m = 816D
_ 4 4 _ 1
o 8a—4(a+(a+1)— 2\/a a+i 1) - 8\/a(a+1) - 2\/a(a+1)
- i _ _4p 4 _ 1
Res(f,p3) = 211}]012( p3)q(z) -7 (p33) 8a—d(P3-1) ~ 2,/a(a+1)
/2
= f a+sen2 0d9 % - 27 - [Res(faPQ) + (ReS(f,pg)] - a(7:1+1) (05 ptS)
a) (Segunda solucién) sen? § = 1=cgs2¢
/2 /2 T
1 — 1 - 1 1
77{/2 mde = 77_[/2 at 1o 20 do —7_/7; at1-os2 2d$
2m 1
= 2a+170059d9
0 (1.0 pts)
= L
= | \[1 sEaTn 1%
Polos:
22-22a+1)z2+1=0 & z=2a+1)++/(2a+1)2—
< z=(2a+1) £ +v4a?+4a polos simples
El tnico polo encerrado por |z =1esp= (2a+1) — /(2a+1)%2 -1 (0.5 pts)
_ _ 1 _ 1 _ 1
Res(f,p) = ;13})(2' i) = 76 = e = 2(2a+1)—2(2a+1)+21/(2a+12)—1
_ 1 _ 1
2v4a2+4da 4\/a(a+1)
/2
:> f a-rsen d9 = %2ﬂ-i ’ - = = (0-5 pts)
—r/2 + 29 4\/a(a+1) \/a(aJrl)

b)



-R

B
0= [exp(—2?)dz = exp(—x2)d:v+/exp(—(R+iy)Q)idy—i—/exp(—(:v—i—iﬁ)?)d:v
0 R

Q
|
ZZU\:U

I, Iz I3

0
+ /exp(—(—R+iy)2)idy (1)
B

Iy
(1.0 pts)
o0 2
Rh;r{l)o L= [emde=yn (0.5 pts)
—0o0
s 2, .2 -
lim |12| = lim fe—R +y —2Rzyldy
R—o0 R—oo |
B 2 2
— 00
s 2,2 .
lim || = lim |[e B Hy +2Rivjqy
R—o0 R—oo |
B 2 2
< dim [e BT dy =0
R—o0
o0 5 5 . 5, 5 '
lim I3 = — [ e el e Bdy = —ef" [ e " [cos2uf + isen2zf]dx
R—o0 o b

—2¢8° fe’””z cos 2z 3dx
0

Reemplazando en (1)

= T =267 [ cos2afdr = [ e cos2afdr = 46_62 (0.5 pts)
0 0
b) (Segunda forma) (0.5 pts)
R B 0
2 2 Ri)? N2 0 9
0=[e*dz= /e_:” dx +/e_( ) idy + /e_:”"HB) dr  + [e ) idy (1.0 pts)
¢ 0 0 R 7
———
—>.Ofoe*’”2dw:4 -0 —— Te*m2+52*2'”5dm
9 0

Nota: la segunda integral se resuelve igual que en la primera forma.

o0 2 52 . N B 2,
= [e " e’ [cos 2z + isen2xf]de = YT — [ e idy (1.0 pts)
0 0
Igualando las partes reales obtenemos

o0

s /6_12 cos2xfdr = g

0
= /6712 cos2xfdr = ge*ﬁ
0

(0.5 pts)



