Control 2 - Calculo Avanzado y Aplicaciones, Prof: C. Conca - R. Gormaz
Escuela de Ingenieria, Universidad de Chile
Jueves 18 de Octubre, 2012, Tiempo 3:00 horas
Auziliares: Hugo Carrillo - Matias Godoy

Pregunta 1.
(a) (3 puntos) Una funcién u(x,y) de R? en R se dice arménica si
*u  0%u
—_—t — = 0
0x?  Oy?

Dada u arménica en todo el plano, se define
Y ou T ou
= —(z,t) dt — — ds.
e = [ Gratya— [ Fs0as

Pruebe que f(z) = u(z,y) + tv(z,y) es holomorfa en todo C.
Recuerdo de CVV: La derivada de
b(x) b(x) 9g
F@)= [ glatidt es F(@) = gla @)V (@)~ glwal) @)+ [ o)
a(z) a(x)

(b) (3 puntos) Considere la funcién u(x,y) = zsin(x) cosh(y) — y cos(z) sinh(y). Determine v(x,y)
tal que la funcién f(z) = u(x,y) + iv(z,y) sea holomorfa en todo C.

Pregunta 2.

(a) (4 puntos) Encuentre los discos de convergencia de las siguientes series:

2

() D _(n(n)"(z+1)"
n=2

(ii) Z n(ln(n))QZn
n=1

(b) (2 puntos) Sea f(z) = _f7, encuentre la expansion en serie de f(z) en torno al punto 2o = 0y

calcule su radio de convergencia.

Pregunta 3. Considere el polinomio p(z) = (2 + (1 + 1)) (2 + (1 —)). Se desea calcular

1 [ p/(it
PR by A GO
o oo (i)
/
. P'(z) 1 1
i) (1 punto) Compruebe que = ~ + ~.
(i) (1 punto) Comp Y 5 B S R Sy §
(ii) (2 puntos) Para la curva I'p formada por los dos arcos regulares, Lr = [—iR,iR] y la semicir-

cunferencia Sp = {z | |2| = R, Re(z) < 0} (curvas que dependen de R > 0), muestre que

P, i
ﬁR p(2) de = A,

si R es suficientemente grande.
(iii) (2 puntos) Muestre que

, dz , dz ,
lim ————— = lim —— =m.
R—oo Jg, 2+ (1 +1i) R—oo g, 2+ (1 —1)



(iv) (1 punto) Usando los resultados anteriores, calcule
L[> p'(it)

I=—
2m J o p(it)

dt.
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Pregunta 1.

(a) (3 puntos) Una funcién u(z,y) de R? en R se dice arménica si
0?u  0%u
2oyt
ox2  Oy?

Dada w arménica en todo el plano, se define

Y ou T ou
v(z,y) = —(x,t dt—/ —(s,0)ds
@) = [ e [ o)

Pruebe que f(z) = u(z,y) + iv(x,y) es holomorfa en todo C.
Recuerdo de CVV: La derivada de

b(x)
F<x>=/a(m> g(z,t)dt es F(m)=g<x,b<x>>b<x>—g(w,a@))a(ﬂ“)*/a(w) du

b(z)

do C.

Solucién: Notemos que como u es arménica, entonces u € C1(R?), mas aun:

v(m,y):/O Ozu(z, t)dt /8u30

es, al menos, diferenciable gracias al Teorema fundamental del célculo. Luego, si 0,v y 0yv son continuas
(cosa que aun no podemos asegurar), entonces se tendra la equivalencia siguiente:

f € H(C) & u,v satisfacen las condiciones de CR V(z,y) € R?

Hagamos el calculo de las derivadas de v:
yv(z,y) (/ Oyu(z,t) dt) </ %u(s,())ds) = Oyu(z,y)
0

gracias a la regla de derivacién de CVV, el segundo término es 0 pues no depende de y. y se tiene entonces
que:

ayv(fa y) = 823“(1:7 y)

Notar que esto en particular nos dice que dyv(z,y) es continua.

Hagamos ahora el calculo de d,v(x,y)

.0 </8ufct ) </8us0 ) /Omumt _ d,u(x,0)

Como u es arménica, entonces Oypu(x,y) = —0yu(z,y), V(z,y) € R?, luego:
Ov(z,y) / Oyyu(z, t)dt — Oyu(z,0) / Oy (Oyu(x,t))dt — Oyu(z,0)

= —0dyu(z,y) + Oyu(x,0) — Oyu(z,0) = —dyu(z,y)
en esto dltimo se ha usado el Teorema Fundamental del Célculo notando que estamos integrando (en y)
la derivada (en y) de la funcién dyu(x,y), y entonces se tiene que:

_a:pv(xa y) = ay“(% y) \V/(l', y) € RQ



lo que en particular nos dice que d,v(x,y) es continua.
Asi, hemos probado que u y v satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann para todo (x,%) € R?, como
ademds u y v son de clase C! en R?, se concluye que f(z) = u(z,y) + iv(x,y) es holomorfa en C.

(b) (3 puntos) Considere la funcién u(x,y) = zsin(x) cosh(y) — y cos(z) sinh(y). Determine v(zx,y)
tal que la funcién f(z) = u(z,y) + iv(z,y) sea holomorfa en todo C.

Solucién: Es claro que u € C*°(R?) pues es composicién de funciones de esta clase. Asi, debemos primero
ver que u es una funcién armoénica, y en funcidon de esto podremos usar la parte anterior para calcular
explicitamente v(x,y) tal que f(z) = u(z,y) + iv(x,y) resulte holomorfa en C.

Veamos pues, que u es armoénica, calculemos sus derivadas:

O,u = sinxcoshy + zcoszcoshy + ysinzsinh y

Oyu = xsinzsinhy — coszsinhy — ycosz coshy
Opzt = coszcoshy + cosxcoshy — xsinz coshy + ycosxsinhy
Oyyy = wsinxzcoshy — coszcoshy — cosxzcoshy — ycoswsinhy

Luego, se tiene:
Opatt + Oy = 0
por lo tanto u es efectivamente arménica. Calculemos ahora v(z,y) dada por la férmula de la parte
anterior, para ello notemos que dyu(z,y) ya lo tenemos calculado, y dyu(z, y) debe ser evaluado en y = 0,
lo que nos da:
Oyu(x,0) =0
y por lo tanto:

y x y
v(z,y) = / Oru(x, t)dt — / Oyu(s,0)ds = / sin z cosh t 4+ z cos z cosh t + ¢ sin z sinh tdt — 0
0 0 0
y y
= (sinz + xcosx) / cosh tdt + sin 1:/ t sinh tdt
0 0

y
= (sinz + xcosx)sinhy + sinx / t sinh tdt
0

para calcular f(;“' tsinh tdt se integra por partes como sigue:

Y y Yy
/ tsinhtdt = t cosht|f — / 1-coshtdt = ycoshy — / cosh tdt = ycoshy — sinhy
0 0 0

de donde se concluye finalmente que:

v(z,y) = (sinz + x cos ) sinh y + sin x(y cosh y — sinh y) =  cos z sinh y + y sinx cosh y

Asignacién de Puntajes:

(a) Se deben probar ambas ecuaciones de CR.

Para el cdlculo de 9yv es sencillo. Al aplicar la férmula de la indicacién de CVV, el segundo término
muere pues no depende de y y el primero arroja inmediatamente d,u (1 punto)

Para el célculo de 0 v:

(0.5 puntos) Aplicar férmula de CVV (dejando [ Oyzu(z,t)dt — dyu(zx,0))

(0.5 puntos) Aplicar v arménica y cambiar derivadas ¢/r a x por derivadas c¢/r a y.
(0.5 puntos) Aplicar TFC y llegar a la segunda condicién de CR

Por dltimo (0.5 puntos) Aplicar el resultado que dice: Si (i) CR se cumple en un dominio y (ii) w,v



son C! o u,v tienen las derivadas parciales C', entonces f holomorfa en el dominio (en este caso en todo
C) (Si solo justifican/mencionan una de estas 2 condiciones, el puntaje solo es 0.3 puntos)

(b) El célculo de las derivadas de u tiene 1 punto. Deducir que u es arménica tiene 0.5 puntos.
El célculo explicito de v(x, y) posee los 1.5 puntos restantes (Si se calcula la primitiva sin evaluar dyu(z, y)
en y = 0 dar solo 0.5).
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Pregunta 2.

(a) (4 puntos) Encuentre los discos de convergencia de las siguientes series:

(1) Y (n(n)"(z +1)"
n=2
(ii) i p(n(m)? yn
n=1

(b) (2 puntos) Sea f(z) = 77,
calcule su radio de convergencia.

encuentre la expansion en serie de f(z) en torno al punto zg = 0y
Solucién:

(a)(i) Antes de intentar calcular el radio de convergencia es necesario escribir la serie de la forma:

Z an(z+1)"

n>0
de donde se desprende que ap = a; = 0 y en general:

(z_{m¢mﬁ/$n:W$ENﬁ>1
"o

si no
naturalmente, debido a como estd definido a,, no es posible usar el criterio del cuociente, por lo que se

debe acudir al criterio de la raiz n-ésima para determinar el radio de convergencia, primero notemos que:
1
wﬂ_{1m@ﬁ=mwmﬁ
ol =
0

sin=k>keNk>1
de donde se concluye que:

si no

1
limsup {/|a,| = lim (In/n) V7
n—00 n—o0

tal caso:

Para calcular este limite, aprovechemos que la funcién logaritmo es continua e inyectiva en R, pues en

1 1
lim In((In /n) v#) = In(lim(Iln /n) v#)
n n
y gracias a la inyectividad podremos conocer el valor del limite sin ambiguedad. Se tiene entonces:

n In(l In(In k
1gmmm¢mﬁﬁ—g?nggm)—%nm;)

y este ultimo limite se puede calcular con la regla de L'Hopital (es de la forma oo/oc0) como:
h,lgn In(In k)

REE 1
= lim 2 =1i =0
k o1 F klnk
lo que, por inyectividad del logaritmo implica que:
1
lim (Iny/n)ve =1
n—oo



luego el radio de convergencia R = 1/1 = 1 y por lo tanto el disco de convergencia es:
D=D(-1,1)={zeC||z+1| <1}

(a)(ii) En este caso es directo que:

B o B (In(n))?
limsup {/|a,| = lim VnW@)? = lim n~ =
n—oo

n—o00 n—00

Al igual que en el caso anterior, utilizaremos la funcién logaritmo para simplificar el calculo del limite,
notar que:
In(n))3
o) — ()
n

y para calcular el limite de esta ultima expresién, basta aplicar la regla de L’Hopital repetidas veces:
3 . 2. . 2 . .
I (In(n)) — lm 3-(In(n))*-1/n — lm 3 (In(n)) — m 6-(In(n))-1/n

ln(n%) = 7(111(”))2 -1

n n n 1 n n n 1
- 1
YRR () B PR A VA VN S
n n n 1 n n

y por lo tanto:
limsup v/|a,| =1
n—oo
por lo que R =1/1 =1, de donde se concluye que el disco de convergencia es:

D=D(0,1)={2z€C| |z| <1}

(b) Para este problema basta reconocer una suma geométrica (que serd valida si | — z| < 1):

o 1 1 i > R
=z -z = . 2\ = _1nzn+1: _1n—12n
Rt DI EES S S 3

asi, hemos encontrado la serie de potencias alrededor de zg = 0. Para el radio de convergencia basta ver
que:

1i A = lim {/|(-1)""1 = lim V1=1

fmsup loal = li, (-1 =l V1
de donde se concluye que R = 1.

Asignacién de Puntajes: Para cada serie de (a) los 2 puntos se reparten:
0.5 puntos Explicitar cual es el limite (o limsup) que se debe calcular

1.0 puntos por el calculo

0.5 puntos por explicitar el disco de convergencia (Radio y centro)

Para (b):

1.0 puntos por formar la serie, haciendo aparecer la suma de una serie geométrica (si se equivocan con el
signo, es decir, ponen z™ en lugar de (—z)", solo 0.5 puntos).

1.0 puntos por radio de convergencia. Pueden calcularlo con la férmula, o bien indicar que para la serie
geométrica el radio es 1.
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Pregunta 3. Considere el polinomio p(z) = (2 + (1 + 1)) (2 + (1 —)). Se desea calcular
21 o plit)
. P'(2) 1 1
1 to) C b = .
(i) (1 punto) Compruebe que P P Ry ¢ + Py
(ii) (2 puntos) Para la curva I'p formada por los dos arcos regulares, Lr = [—iR,iR] y la semicir-
cunferencia Sp = {z | |2| = R, Re(z) < 0} (curvas que dependen de R > 0), muestre que

/
7{ P(z) dz = 4mi,
'r

p(2)

I

si R es suficientemente grande.
(iii) (2 puntos) Muestre que
, dz , dz )
lim —————— = lim — =,
R—oo Jg. 2+ (1+14) R—oo g, 2+ (1 —1)

(iv) (1 punto) Usando los resultados anteriores, calcule

1 [ p/(it
=L [T,
2m J o p(it)
Solucién: Por simplicidad notacional denotaremos a lo largo de esta pregunta p; = —(1+14) y pa =

—(1 — i), notar que en tal caso:
P(z) = (2 —p1)(z — p2)
(i) Basta notar que P'(2) =1-(z —p2)+ (2 —p1) -1 = (2 — p1) + (2 — p2) luego:
P'(z)  (z—p1)+ (2 —p2) 1 1

Pz (e—p)—p) z-m  z-p

y se concluye lo pedido.

(ii) Notemos, de la parte anterior, que podemos escribir

P'(2) 1 1

PR r-m zop O TRED
con fi € HC\ {p}) y fo € H(C\ {p2}). Asi, si R es suficientemente grande (especificamente si
R > r = |p1| = |p2|, pero basta decir que R debe ser suficientemente grande para encerrar a los puntos)

se tiene que I'g encierra a p; y po, luego, en virtud del ‘Teorema de la curva’, se tiene que VR > r:

Py, b 5+ R = § AGE+ § )

Tk P(z)
:f ﬁ@@+% fo(z)dz
dD(p1,¢) 9D(p2,¢)

siempre que ¢ > 0 sea suficiemente pequeno tal que D(p;,e) U D(p2,e) C Regién encerrada por I'r
Finalmente, como estas ultimas integrales son sobre circunferencias, se puede explicitar su valor en virtud
de la férmula integral de Cauchy, reconociendo en cada integral f(z) =1 € H(C), y por lo tanto:

1
]{ fl(Z)dZ:% dz:f /z) dz = 2mi- f(p1) = 2mi
0D (p1,¢) dD(p1,e) # — P1 dD(p1,e) # — D1




analogamente:

7{ f2(2)dz = jg ! dz = % /(z) dz = 2mi - f(p2) = 2mi
0D(p2,€) dD(pae) # — P2 dD(p2,e) # — P2

y por lo tanto:

P'(z)
rr P (2)
Observacion: Es posible también que hayan identificado:

P'(z) 7{ 1 % 1 ‘ '
dz = dz + dz = 2milnd 4+ 2rilnd
ﬁ:R P(Z) Iy 2 — D1 Tp 2 — D2 FR(pl) FR(pl)

y luego, si R es suficientemente grande, entonces Indr,(p1) = Indr,(p1) = 1 de donde se concluye.

dz = 2mi + 2wt = 4mi

(iii) Veamos el primer limite, es decir, probemos que:

, dz .
lim =i
R—o00 Sk Z— D1
Dado R > r, explicitemos la integral, notar que una parametrizacién para Sg es: v(t) = Re® con

t € [7/2,37/2], luego 7/ (t) = iRe®, y por lo tanto:

/ dz /3%/2 iReit
= z’tidt
Sk Z— D1 =2 Re' —pi

la idea serd reacomodar los términos de la integral de modo de que obtengamos la cantidad ¢7w y otra
integral, la cual probaremos que converge a 0 si R — oo, para ello, notemos que:

[ R R iR
x2  Re —pp /2 Re't — py w2 Re'—pi  Re —py

dt

3m/2 i 3m/2
. D1 . . 4!
= 'L-F.dt—'b'ﬂ’-‘r@/ ———dt
/71'/2 Re' — Y41 /2 Rett — D1

, , 3m/2
asi, basta probar que limpg_, fﬂ/ﬂQ/ Reﬁipl

dt = 0 para concluir.
Para probar esto, notemos primero que:

/ B TR / e el
a2 Ret—p1 | T Jrn o |Ret —p|

ahora, recordando que de la desigualdad triangular se puede probar que:

||21‘ — ’Z2|| < |21 — 22| VZl,ZQ eC

entonces se tiene que:
1 1
it = it -
[Ret* —pi| = [[Re”[ — [pal] R —|pal

|1Re"| = |pal] < |Re™ —p1] =

esto dltimo pues R > r, y luego:

/3ﬂ/2‘.p1 dt</37r/2 il il
a2 [Re —pi| 7 Jrp R—|pi R~ |p1]

no depende de ¢, por lo tanto tenemos:

/37T/2 PL |1 V2
w/2 Rett —P1

lp1]
R—|p1|

pues la cantidad

< T = ———
~ R—p R—V2




luego, como limpg_ o Rfi?/i = 0 se deduce:

37/2
lfm / Pyl =o
R—o00 /2 Re't — py
y por lo tanto:
dz 3r/2
Ifm —ir + lfm P gt —ir+0=ir
R—o0 Sg 2 — D1 R—o0 /2 Re*t — P1

que era lo deseado. Notemos que para ps el procedimiento es andlogo, pues solo requeria que p sea

constante. Por lo tanto:
dz dz

lim = lim
R—o0 Jg, 2 — D1 R—o0 Jg, 2 — D2

1 [ P'(it
I=— / () gy
21 J_o P(it)
Notemos que en (ii) probamos que, para R suficientemente grande se tiene:

PG [ PO, [ P,
P /L P s, P2

pero, notemos que una parametrizacién de Lr es y(t) = it con t € [—R, R], luego v/ (t) = i, y por lo tanto:

Plz)y,  [F P’(z’t)i . R pr(it)
/LR Pla) = /_R Pir) = /_R Pin) "

por otro lado, en (iii) vimos que:

=T

(iv) Queremos calcular

, dz , dz )
lim = lim =7
R—oo Jg, 2 — D1 R—oo Jg, 2 — D2
asi, entonces:
P P’ P
lim (%) 42 — i = 1m () 42 + 1im (2),
R—o0 Tr P(Z) R—o00 Ly P(Z) R—o0 Sk P(Z)
R /(s
P'(it d d
— lim z/ @) gt 4 1m / 4 lim :
R—oo J_p P(it) R—oo Jg. 2 —p1  R—oo Jg, 2 — D2

R pr(: 0o DI
: P'(it) . . P'(it) .
=l dt+2 2mi = dt +4
Rglgoz/R Pit) + 27i + 2mi z/oo Pit) + 4mi

de donde despejando, se obtiene:
1 [ P'(it)

- -1
P

2
que es lo buscado.

Asignacién de Puntajes: Para (i) 1 punto por el célculo (que es directo)

(ii) Decir que para R grande ambas singularidades quedan enceradas por la curva tiene 1 punto
Aplicar la Férmula integral de Cauchy para cada integral y en cada caso obtener 27i tiene 0.5 4+ 0.5
puntos

(iii) Parametrizar la semicircunferencia (con t de m/2 a 37/2 por ejemplo) y escribir claramente lo que
se debe probar que converge a 7% tiene 0.5 puntos

Argumentar que el integrando converge a 7i si R — oo sin mayor detalle tiene solo 0.5 puntos (por
ejemplo, se divide numerador y denominador por Re)

Probar que converge, acotando las integrales y viendo en detalle la convergencia tiene 1.5 puntos

(iv) Escribir la ecuacién que se cumple para cada R (grande) parametrizando el tramo Lg tiene 0.5



puntos
Finalmente, tomar limites, usando los resultados previos y obtener lo pedido tiene los 0.5 puntos restantes.



