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[TVI o Bolzano] Sea f : [a,b] = R una funcién con-
tinua tal que f(a)f(b) < 0. Entonces existe T € [a, b
tal que f(Z) = 0.

[TVI-Generalizado] Sea f : [a,b] — R una funcién
continua. Si ¢,d € f([a,b]). Entonces Vzq € [¢,d], 3T €
[a,b] tal que f(T) = xq

[Teorema de Weierstras]

Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Entonces f es
acotada y alcanza su minimo y su méximo en [a, b].

Sea f: I CR — R continua y estrictamente monétona
(creciente o decreciente) con I un intervalo. Entonces
J = f(I) es un intervalo y la inversa f=1 : J — I es
continua.

» [Continuidad Uniforme]

Una funciéon f : A € R — R se dice uniformemente
continua si Ve > 0,35 = §(e) > 0 tal que

(Vo,ye A) |z —yl<d=|[f(z)— fly)| <e

Es decir, f serd uniformemente continua si 0 iinicamen-
te depende de € y no del eventual T que puedo estudiar.

» Toda funcién uniformemente continua es continua.

s Sea f: ACR — R con A cerrado y acotado. Entonces

f es uniformemente continua si y sélo si es continua en
todo punto T € A

P1. [P2.a) C1 2012-2]

Considere la familia de polinomios g, (z) = 2" +x — 1.

a) Probar que Vn > 1, g,(z) tiene una raiz r, positiva

b) Demuestre que la sucesion de raices (ry,),>1 tiene una subsucesién convergente.

P2.

P3.

a)

b)

Considere f : [0,1] — [0,1] tal que f es continua. Demuestre que f tiene un punto fijo, es decir

Jzel0,1], f(z)==

Sea f : [a,b] — R continua. Pruebe que 3¢, d € R tal que f([a,b]) = [c,d]

Demuestre que si f :

f(zo) =

2

[a,b] — R es una funcién continua, entonces 3z € [a, b] tal que

fla) + f(b)

Sea la funcién f(x) = z!3 + 72® — 5. Demuestre que es continua y que existe un tnico real

xo € R tal que f(z9) =0.

Demuestre que la ecuacién 23 = 2% tiene solucién.

P4. Una funcién se denomina funcién de Lipschitz, si cumple con:

AL >0, Va,y € Dom(f), |f(x) — f(y)| < Llz —y|

Demuestre que si f es Lipschitz, entonces es uniformemente continua
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P5. [P1 a) Control 1 - 2011]
Estudie la continuidad uniforme en (0, 1) de las siguientes funciones:

a) xsin(1l/x) b) f(x) = e®cos(2)
P6. (%) Sea f :[0,400) — R una funcién continua en todo su dominio y es tal que lim f(z) = L con
x [0.9]
L € R. El objetivo de esta pregunta es probar que f es uniformemente continua, para eso siga los
siguientes pasos:

a) Demuestre que f es uniforme continua en el intervalo [Ng,+00) donde N es un valor que
depende de ¢ dado por lim f(z)=1L
T—r 00
b) Pruebe que f es uniformemente continua en el intervalo [0, N;]
¢) Estudie el caso faltante y concluya
d) [Propuesto] Si ahora Dom(f) =R y cumple que Erﬂ‘? f(z) = L. Demuestre que f es unifor-
x o0

memente continua en todo R.
Propuestos

P7. Considere la familia de funciones (fy,)nen definida para cada n € N por f,(z) = cos™(z),Vr € R

a) Pruebe que f,, tiene al menos un punto fijo.

b) Sea (x,)nen una sucesion tal que z, es un punto fijo de f,,. Pruebe que (z,)nen tiene al menos
una subsucesiéon convergente.

P8. Sean f,g : [0,1] — [0, 1] dos funciones continuas tal que f es sobreyectiva. Demuestre que existe
c € [0,1] tal que f(c) = g(c).

P9. [P3 c¢) Control 1 - 2016 - otoiio]
Demuestre que al calentar un aro siempre existen dos puntos diametralmente opuestos a la misma
temperatura.
Ind: Sea T(«) la temperatura en funcion del dngulo en radianes. Considere la funcion auziliar

fla)=T(a) = T(ax+ ).

P10. Definimos la funcién en R.

x x

e’ —e

et +e %

tanh(x) =

a) Verifique que tanh es continua en todo R, que tanh(0) = 0 y que satisface —1 < tanh(z) < 1,
Vr € R

b) Pruebe que si n — oo, entonces tanh(n) — 1 y que tanh(—n) — —1.

¢) Usando el T.V.I. demuestre que Vy € (—1,1),3x € R tal que tanh(z) = y.
Ind: analice y > 0,y =0,y <0

d) Demuestre que la ecuacién tanh(z) = cos(x) tiene infinitas soluciones en R

P11. (%) Sea f : R — R una funcién continua y periédica, de periodo p > 0. Pruebe que f es uniformemente
continua.
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P12. (x) [Algebra de funciones uniformemente continuas
Sean f,g: A — R uniformemente continuas, demuestre que

a) f+gy Af con A€ R tambien lo son.

b) Demuestre que la funcién 22 no es uniformemente continua.

¢) Demuestre que no necesariamente f - g serd uniformemente continua.

d) Suponga ahora que g : S — R es continua uniforme y f : T — R continua uniforme, con

g(S) € T. Pruebe que f o g es uniformemente continua.

P13. [P2 a) Control 1, Afio 2016]
Sean f, g, h las funciones definidas por:

fl@) =a—lz], g(x) =sin(xf(z)), h(x)=cos(nf(z))

a) Estudie la continuidad y continuidad uniforme de g(z) y h(x) en R.
b) Estudie la continuidad y continuidad uniforme de g(x) y h(x) en [0,1).
¢) [Propuesto] Sea # el conjunto de puntos de discontinuidad de f. Muestre que |H| = |N]

P14. (%) Sea f:[0,400) — R uniformemente continua. Muestre que existen constantes a,b > 0 tales que

|f(2x)] <ax+b, Yz >0



