Facultad de Cs. Fisicas y Matematicas Universidad De Chile

Pauta Auxiliar N° 10 Aplicaciones de la Integral I
Viernes 1 de Junio de 2012

P1.- (P1 Examen Adicional 1-2011) Sea A la region delimitada por las rectas
y=z, y=ar, y=1—az, a>1

a) Calcule el 4rea de A y el volumen del solido R al rotar A en torno al eje X.
b) Calcule valores de a para las cuales el drea de A es maxima.

Solucion:
a)Seay; =z, y2=azx, y3=1—azr,lainterseccion de ys e y3 es x = %, ademas la interseccion
dey, eysesz = El érea es:

14+a"
1 1
2a a+1
A= yg—y1d$+/1 ys — y1dx
0 L
1

1
2a afT
A:/ cwc—acdx—i—/ 1—ax — zdx
0

1

2a

Después de un poco de algebra:

Para el volumen, las integrales son:

1
2a a+1
V:’/T/ y%—y%dw—f—ﬂ/l y%—y%dm
0 L1

2a

1

2a T
V=m a’x? — 2%dx + 7r/ (1 —ax)? — 2?%dx
0 2a
ER 1 1 1 1
V=n@®-1) " 2% —_— =) - -
et [t (- ) - (G - )
V= 7(a® + 2a — 3)
~ 12a(a +1)2
b) De la parte anterior:
1 1
Alg) = —— — —
(a) 2(a+1) 4a
Derivando e igualando a 0, con la condicién a > 1:
!/ 1 1 *
Ala)=—s———5+-—=0=a"=V2+1

20a+1)2  4a?
Sil<a<a*=A(a) >0y a>a* = A(a) <0, luego a* es minimo.

P2.- (P3 a) Control 3 2-2011) Dadas las curvas y = mz, > 0 y y = x'/2, considere la region
delimitada por ellas en el primer cuadrante y encuentre el valor de m para que los volamenes gene-
rados por esta regién, al girar en torno al eje OX y al eje OY, sean iguales.

Solucién:
El punto de interseccion es z = 1/m? al igualar ambas curvas:

1
m2
Vox =m i (Vz)?* — (max)?dr = (;TW
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1

Voy = 2#/0? z(vVx — (mz))dzr = 2n

~ 15mb
Tgualando Vo x = Voy = m = %.
P3.- (P1 b) Examen Adicional 2006) Encuentre el valor de o € (0,1) que maximiza el area de
la region R encerrada entre la curva y = z¢ el eje OY; la recta x = 1 y la recta tangente a la curva

por z = 1. Verifique que el punto encontrado es realmente un punto de area maxima.

Solucién:
Calculamos la pendiente de la recta tangente en z = 1 es y'(z) = ax® ! = /(1) = a, la recta
tangente es y = a(x — 1) + 1, luego el area es:

A(Oé)_/l(l—ka(x—l))—xadx——1_O‘+1
~Jo T oa+1 2

Derivando e igualando a 0:

1 1
A)=—" — — = =21
(O[) (a+1)2 5 0=« \[
A”(oz):—L < 0= " es maximo

(a+1)3

P4.- (P2 Examen 1-2011) Cousidere las funciones f(z) =z y g(z) = 2* a > 1 y sea A la region
(acotada) limitada por los graficos de f y g.

a) Calcule los voltimenes de los solidos obtenidos al rotar en torno a los ejes OX y OY.

b) Determine si existe tal que los volimenes anteriores sean: iguales o uno el doble del otro.

Solucién:
a) Los puntos de interseccion son x = 0y « = 1, los voltmenes son (recordar z* < x si a > 1):

1
2m (f aa—1
V —_ 2 2ad:
ox 7T/O:C v 3<2a+1>

1
2m [ —1
VOYZQF/O xQ—x“+1dx:3<a+2>

b) Veamos si los volumenes son iguales Vox = Voy = a = 1 no puede ser puesto que a > 1.
Vox = 2Voy = « no existe.
2Vox = Voy = a = 0 no puede ser puesto que o > 1

P5.- Demostrar que el area del arco parabélico es igual a % del producto de la base b por la al-
tura h. Calcule el volumen generado al rotar el arco parabélico en torno al eje OX en funcién de by h.

Solucién: 5
Para conseguir una parabola de base b y altura h, ésta debe pasar por (_7,0), (5, 0) y por (0,h),
luego la parédbola es: y = —%xz + h. Luego el area viene dada por:
A—/g( An 24 h)d —2/3( An 24 h)de = 2
= » P r = ; P T =3
Para el volimen tenemos que calcular:
: o 4n : _dh 8
_ 2 27 - 2 27 2
V—ﬂ/g(—bQJC +h) dx_27r/0 (bTJC + h)*dx = Eﬂ'bh
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P6.- Hallar el volumen del cuerpo formado por la rotacién en torno a la recta y = —1, de la region
acotada por y =4 — 22 e y = 3.

Solucién:
Desplazando hacia arriba el problema, las curvas son y; = 5 — z° e y» = 4, las que se cortan en
x = 1, aplicando simetria (factor 2)y la formula para calcular el volumen tenemos:

2

! ! 1767
V, = 27r/ y? — yide = 27r/ (5 —2?)? — 4%dx = 5~ 36,86135
0 0

P7.- Calcular para que valor de A > 0 la curva y = Acos(z) divide en dos partes de igual area la
region limitada por la curva y = sen(z) y el eje de las abscisas cuando = € [0, T].

Solucién:
Vemos primero que el area entre 0 y 7 de la funcién sen(x) es:

z x
A= / sen(x)dz = [— cos(@))F = 1
0
Ahora sea a el punto de interseccion entre y; = Acos(z) y y2 = sen(x) luego
tan(a) = A

lo que implica que
A 1

] Ccos(a) = ——
VAZ+1 A2 1

sen(a) =

Luego:
a % A

/ sen(z)dx +/ Acos(z)dr = = = =

0 a 2 2
1
2

1 — cos(a) + A(1 —sen(a)) =

Dejando la ecuaciéon en funcién A se tiene:

A2 +1=2\+1
Lo que al resolver la ecuacion:
A=-—

P8.- Considere la curva cuyos puntos (z,y) satisfacen:
(1+22)y? = 22(1 - a?)

a) Calcule el area encerrada por la curva.
b) Calcule el volumen de revolucién generado por la rotacion de esta curva en torno al eje OX.

Solucién:
a) El area esta determinada por:

_ o / xmdaﬁ
1+ a:2
va que se ha utilizado la simetria de la curva. Para calcular esta integral se realizan dos cambios de
variables, el primero es u = 22 — du = 2xdz luego se multiplica y divide por /1 + u, y luego queda

17
= [arcsenu—i— 1—u2} =——1
0

A:/o(b%ju/m/m 2
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b) El volamen estd dado por:

1,201 _ 2 1 (2 — ) —
Vom:27r/ x?(1 x)dx:27r/ (z* 4+ 1)(2 — %) 2al:E:7T E,W
0 1+.’L’2 0 1+fl)2 3

cabe destacar que se hizo divisién de polinomios, luego para calcular esta integral se separa en dos,
el factor 2 esta incluido por simetria.

P9.- (P2 Control 3 Verano 2010)
a) Considere la curva en R? llamada Astroide cuya ecuacién es

223 123 = @23 a0

Calcule el volumen de revolucién generado al rotar la rama de la Astroide del primer cuadrante en
torno al eje OX.

b) Dadas las curvas y = mx e y = 2. Considere la regién R limitada por ambas curvas para z > 0.
Encuentre el valor de m > 0 tal que los volimenes de los sélidos de revolucién obtenidos al rotar R
en torno al eje OX y OY sean iguales.

Solucién:
a) Despejando y se tiene f(z) = (a*/? — 22/3)

Vox = 7r/ [f(2))?dx = 71'/ (a3 — /33 dg
0 0
1/3

Hacemos el cambio de variables 3 =2 = 3uldu=dr,2=0—2u=0yzx=a = u=a'/>

3/2 con x € [0,a], el volumen esta dado por:

al/3

Vox = 7r/ (a®/3 —u?)® - 3uldu
0

1/3

a
Vox = 37‘(‘/ a?u? — 3a?Put + 3a%3u® — uBdu
0

1 1 1 3
Vox371’a3(3+3) bra

3 5 7 9 105
b) Al igualar las curvas, obtenemos que se intersectan en x =0y =z = m:

m 5 5 2 5
Vox=7r/ (mx)Q—:v‘*d:v:w(m—m): T
0

3 5 15
m 4 4 4
R R

Igualando Vo x = Voy = m = %

P10.-

a) Bosqueje la curva de ecuacién /x4 ,/y = y/a con a > 0, justificando debidamente (en particular
indique dominio, intersecciéon con los ejes, crecimiento, concavidades).

b) Calcule el area de la region R encerrada entre las curvas C1 : o + /gy =Vay Ca:x+y =a.
c¢) Calcule el volumen del sélido de revolucion generado por la rotacion de la region R en torno al
eje OX.

Solucién:
a) Para la curva C1: Dom(C1) = [0,a] y1 = a + z — 2y/az,

Va

yizl——a<0 Vz € [0, al

Jz
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Luego y; es decreciente
7 \/a'
v 2wt
Luego y; es convexa. La curva intersecta el eje X en el punto (a,0) y el eje Y en el punto (0,a).
Para la curva Cy: Dom(C4) = [0,00) y2 = a — x es claro que yo es decreciente. La curva intersecta
el eje X en el punto (a,0) y el eje Y en el punto (0,a).

b) El area es

a 2
A:/ a—1z—(Va—+z)ide = %
0
¢) El volumen es
- 4rad

Ve [l - (va - VB e = 2

P11.- Hallar el volumen del sélido cuya base estd acotada por el circulo 2 + y2 = R? con las
secciones perpendiculares al eje X:

a) Cuadrados b) Tridngulos Equilateros ¢) Parabola de altura h d) Semicirculos e) Tridngulos Rec-
tangulos Isosceles.

Solucién:
a) Como el cuadrado posee lado 2y, su 4rea es: A = 4y?, integrando en funcién de x:

R R 3

16R
Va:/ 4y2d$:8/ R? — 2?de = ——
-R 0 3

b) Como el triangulo equilatero posee lado 2y, su area es: A = y%+/3, integrando en funcién de z:

R R 3
4
V(,:/ \/§y2dx:2\/§/ R? — 2%dx = \/?:R
-R 0

c) La parabola que pasa por (—y,0), (y,0) y (0,h) en el plano yz es z = —hy—ﬂz + h, el area de la
parabola es entonces: '

ha? Ayh |
A= ffy zdy = ffy—y% + hdy = =4
El volumen es:

R R
Vzﬁ/ ydx:%/ vV R? — 22dx
R -R

3

v — 8h wR?  2hR?
3 4 3
La altima integral corresponde al area de un cuarto de circulo.
my?
2

R R 3
Vd:/ Zy2da:=7r/ R2—a:2dac=ﬂ
R 2 0 3

d) Como el semicirculo posee radio y, su area es: A = integrando en funcién de z:

e) Como el triangulo isésceles rectdngulo de hipotenusa 2y, su 4rea es: A = y?, integrando en funcién

de z: " " s
4R

Ve:/ dem:2/ R? — 22dx = —

_R 0 3

P12.- El sector A(26) de un circulo de radio r y centro (0,a) se hace rotar en torno al eje OX
generando un volamen V' (26).
a) Calcule V() para 6 € [0, T].

MA1002-02 Calculo Diferencial E Integral 01/2012 5
Profesor: Raul Uribe S. Auxiliar: Carlos Duarte Conte



Facultad de Cs. Fisicas y Matematicas Universidad De Chile

b) Probar que los angulos para los cuales V(0) es igual a la mitad del volumen del toro (Vipro =

2m%r%a) son las soluciones de la ecuacién 6 = f(6) donde f(0) = 5 — 2= sin(6).

c) Probar que f : [0, 5] — [0, ] es contractante y deducir la ex1sten(31a de un tnico 6 solucion de la
ecuacion 0 = f(0) que es ademas el limite de la sucesion 0y = 0, 6,1 = f(0,).

Solucién:
a) Es claro que r < a puesto que debe existir una separacion entre el origen del sector y el eje OX.

Las funciones que se deben integrar son: y; = v/r2 — 22 + a que es el arco e yo = cot(8)z + a que es
el segmento recto. Luego el volumen es (el factor 2 es por simetria):

rsin(0)
Vo) =2x [ -
Reemplazando las funciones se tiene que:
V(0)=2rm /Orsm(a) r? — 2a/r? — 22 — 2a cot(0)z — cosec? (0)z>dx
Calculando las integrales se obtiene:
V() = r3sin(0) + ar?(6 + sin(0) cos(0)) — ar? sin(0) cos(h) — %r?’ sin(0)
Haciendo un poco de algebra conseguimos que:

V(0) = 27r7“2(§r sin(0) +af) 6 €0, g]

b) Igualando la mitad del Vi, con V(6) tenemos:
2
27TT2(§7' sin(0) + af) = w*r?a

y despejando 6 se tiene:

T 2r .
0 = 5 — 370, Sln(e)
¢) Como
, 2r s
= — < —
) = feos(@) <1 00, 7]

Luego f es contractante. Eso implica que la sucesion es de Cauchy luego convergente, por definicién
este limite es inico. Asi este limite necesariamente es la solucién a la ecuacién. Otra forma de verlo es
definir g(0) = 0 — f(6) que es continua, ademés g(0)g(5) < 0 por Bolzano 3 un 6* tal que g(6*) = 0
y como ¢ es estrictamente decreciente §* es unico. Asi 0* = f(6*).

P13.- (Control 8 P3 2-2009) El solido de la figura, de base cuadrada, se construye de modo que
cada plano paralelo a la base corta al solido en una seccion cuadrada cuyos vértices se apoyan en los
arcos de circunferencia AV BV CV DV. Cada arco corresponde a un cuadrante de circunferencia
de radio R (Ver esquema). Calcule el volumen del so6lido ABCDV'.

Solucién:

En el corte segtun la diagonal AC del cuadrado base, se ven los arcos de cuartos de circunferencia
AV y CV . La ecuacién del arco CV serd (z — R)? + (y — R)? = R?. Ademas A’C’ es la diago-
nal del cuadrado de la figura y A’C’ = 2z. Entonces, si a denota el lado del cuadrado, entonces
av?2 = 2z = a = v/2z. Area Cuadrado = a? = 222.

Por otra parte, de la ecuacion del arco, se tiene que z(y) = R—+/R? — (y — R)?. Entonces el volumen

pedido seré:
R
V= / A(y)dy
0
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Figura 1: Problema 12

Figura 2: Problema 13
donde A(y) = 2[z(y)]?. Sigue que:

V= 2/R<R VEE (g ~RP)dy
0

R
sz/ R? —2R\/R? — (y— R)2+ R* — (y — R)*dy

0

R
sz/ R? —2R\/R? — (y — R)2 + R? — y® + 2yR — R%dy
0
R R
V:2/ RQ—y2+2dey—4R/ VR?2 — (y — R)2dy
0 0

Sustitucion y — R = Rsent, dy = Rcostdt, y=0=t=—7/2,y=R=1t=0

10R? 0
V= —4R? / cos?(t)dt
3 —7/2

10R3 0 10
= - 233/ 1+ cos(2t)dt = R? (3 - 77)

e
3 —m/2
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