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MA1002-6 Calculo Diferencial e Integral
Profesor: Leonardo Sanchez C.
Auxiliar: Marcelo Navarro

Guia Control 1

P1. (x) Usando la caracterizacién € — § demuestre que

1, .
xsen(—) sixz#0 ]
a) f(z)= x es continua en 0.
0 siz=0
b) g(x) = 2 es continua en T € R
¢) h(x) =+/z es continua en a € R

d) f(z) = 2?45 es continua en x = 3
P2. Pruebe que f(z) = |x] no es continua en Z

P3. (%) Sea f la funcién definida por

22 <
stz <a

flx) = r+a
20— €7 sixz>a

a) Calcule los limites laterales cuando = — a* en términos de a y pruebe que f es continua si y
solosia=1
b) A partir de ahora considere a = 1. Establezca el dominio de f y el conjunto de puntos de los

cuales es continua

¢) Pruebe que f es anula en algtin punto de [1, 00)
P4. Demuestre que si f : A — R es continua e inyectiva entonces es estrictamente mondtona

P5. (%) Sea la funcién f(z) definida por

six £ kmw, k€Z

c siz=0
a) Se pide determinar el valor de ¢ de modo que f sea continua z =0
b) Usando la definicién de derivada, calcule f/(0)

P6. (x) Muestre que la ecuacién z° + 4z = 1 tiene solucién en R y luego mediante dos formas distintas
pruebe que esta solucién es tnica. (hint: puede usar crecimiento, tvm, contradiccién, etc)

P7. Muestre que f(x) = ° 4+ 10x + 3 tiene una tinica rafz real.

P8. Probar que % + Tz2 + ;—_63 = 0 tiene una raiz entre 1 y 2 y otra entre 2 y 3

2

P9. Demuestre que la ecuacién sen(z) + cos(x) = x° — x tiene solucién en el intervalo [0, 7]
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P1o0.

P11.

P12.

P13.

P14.

P15.

P16.

P17.

P18.

P19.

P20.

Demuestre que existe un tnico g € (1,2) que es solucién de la ecuacion

5 3
\/:L'—l—l—\/x—l:m

Demuestre que si f : R — R es diferenciable en R y su derivada es acotada en R entonces f es
continua uniforme.

*) Demuestre que f(x) = % no es uniformemente continua en D = (0, 00) pero si lo es en D>g =
a,00) para a > 0

(
(
(x) Demuestre que f(z) = 2% + 22 — 9 es uniformemente continua en (a,b) con a,b € R
(x) [2016-ii - C1]

a) Sea f: (a,b) — R derivable en (a,b). Pruebe que si f tiene dos puntos fijos distintos, entonces
¢ € (a,b) tal que f'(&§) =1
b) Sea f:[a,b] — [a,b] continua en [a,b] y derivable en (a,b) tal que

Jk € (0’ 1),\756,3/ € [avb]v ’f(x) - f(y)’ < k|x - y|

1) Pruebe que f'(z) <1, Va € (a,b)
2) Concluya que f tiene un unico punto fijo.

) x2n -1
[1996 - C4] Sea, f(%') = nh—>n<§o x2n +1

a) Determine los valores de = para los cuales f(z) existe y calcule su valor.

b) Estudie la continuidad y la diferenciabilidad de f, en los puntos donde f(x) existe
[1996 - C4] Considere la funcién f(z) = V1 — xz%"(x) definida sobre [—1,1] \ {0}
a) Defina f en 0 de modo que resulte continua en dicho punto (no utilice la regla de L'Hopital)

b) Pruebe que la funcion resultante, definida en [—1, 1] es uniformemente continua

Pruebe que Vz,y € R se tiene que
sen(z) — sen(y)| < |z —yl, |cos(z) — cos(y)| < |z -y

1

(x) Sea @ > b > 0y sea n un entero mayor o igual que 2. Demuestre que ar — b < (a—"b)n.
Hint: Use TVM adecuadamente sobre f(x) = zn — (x — 1)% en el intervalo [1, 0(a,b)| donde o(a,b)
es una expresion de a y b

Demuestre las siguientes desigualdades usando TVM

a) Ve > 0,1+ 2z <e® <14 ze”
b) Ve >0,YneN: (14+z)" > 1+ nx
arctan(z) V1—¢&2

(%) Demuestre que Vz € (0,1),3¢ € (0,z) tal que T arceos(a) =1 e
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P21. (%) [2005 - P1 i-ii-iii) - C4] Se define la funcién

g@)
f(z) =1 senh(z) stz 70
a siz=20

a) Sabiendo que f es diferenciable en 0 y g es dos veces diferenciable en 0. Se pide determinar,
justificando, el valor de g(0), y los valores de a y f’(0) en funcién de ¢’(0) y ¢”(0)

b) y = f(x) esta definida implicitamente por x? +2zy %% —3 = 0. Demuestre que el punto P(1, —2)

es un minimo local de f

1=
¢) Verifique que la derivada de f(x) = arcsen(2z — 1) + 2arctan(y/ J) es nula en el intervalo
x
[0,1)

P22. Dada f(r) = 31", (o; — x)? encuentre su mfnimo con a; € R con i = 1,...,n y demuestre que

n 2 n
<Z ai> < nZa?
i=1

P23. () Se dice que una funcién f : [a,b] — R es de variacién acotada sobre [a, b] si existe una constante
k> 0 tal que Y ;v |f(t;) — f(ti—1)| < k. Cualquiera sea el conjunto de puntos t; tal que a = ty <
t; <ty <...<ty,=">0. Demostrar que si f es derivable en [a,b] (suponga que existe derivada en la
frontera) tal que f’ es acotada en (a,b) entonces es de variacién acotada en [a, b].

Indicacién: use TVM

P24. [2006 - C4 - P1 a)]

a) Considere n reales distintos entre si, denotados por aq, ..., a,. Se definen las funciones de P y
f por
Plz)=(z—a1)(x—a2) - (r —ay)
1 1 1
T —a xr — as T — an

Denotamos por A = {z € R: P(z) # 0}
1) Probar que Vz € A se cumple f'(x) <0

2) Probar que Vz € A se cumple ];(( )) = f(z) y que P(z)P"(z) < (P'(z))?

b) Considere n reales estrictamente positivos, denotados por by, ..., b,. Demuestre que si Va €
R se cumple que b7 4+ b5 + --- + b> > n entonces necesariamente bibs - -- b, = 1 Indicacién:
Estudie si = 0 es 0 no un punto critico de f(z) = b{ + b3 +--- + b},

P25. (x) [2006 - C4 - P2]

Se dispone de un alambre de largo 3a (a > 0), a
con el cual se desea formar un trapecio isosceles
con 3 lados iguales de largo « y el cuarto de largo
x. Determine el valor de = para el cual el area del
trapecio es maxima. Justifique su respuesta.
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P26.

P27.

P28.

P29.

[1997 - C4]
Determine el mayor volumen de un cilindro de L
radio r y altura h. Donde P = (h,r) recorre la b -
recta L :ay+br=ab, a,b>0ya+b=1. \x
Analizar para que valor(es) de a este mayor vo- | h > P=(hr)
lumen se maximiza. / /0

/ [or

(x) [2017-1 - C1 - P2.a)] Entre todos los tridngulos rectdngulos de perimetro 2p, determine las
dimensiones del que tiene area maxima.

Para un planeta orbitando en torno a una estrella se define el potencial efectivo como:

1 M
U*(r,w) = §m7“2w2 ¢ rm

Donde m, M son las masas del planeta y la estrella respectivamente, w es la velocidad angular del
planeta y G es la constante de Gravitacién Universal.

Por tratarse de un proble de fuerzas centrales, el momento angular | = mr2w se mantiene constante

durante todo el movimiento. Se sabe ademés que el planeta orbita en aquel punto donde el potencial
alcanza un minimo
a) Tomando el momento angular [ como conocido, encuentre el radio orbital del planeta.

b) Si la 6rbita es circunferencial, entonces la velocidad angular es constante y vale w = 2% Donde
T es el periodo orbital. Deduzca la tercera Ley de Kepler.

r+1

(x) [2006 - C4 - P3| Considere la funcién f(z) = (z + 1)in <

D, definida en R\ {—1,0}

a) Encuentre ceros y signos de f

b) Estudie las asintotas horizontales de f. Encuentre los limites laterales cuando z — 0% y x —
—1% y ya sea, repare la funcién para que ea continua, o biem, detecte si hay asintotas verticales.

¢) Use el teorema de valor medio en la funcién auxiliar g(x) = In(|x|) en el intervalo [z, x + 1] para

probar que
1 1 1
<ln<$+ ><, Vo € (—oo,—1) U (0,00)
z+1 x T

d) Calcule la primera derivada de f. Use el resultado de la parte anterior para concluir sobre el
crecimiento de f en (—oo,—1) y en (0, c0)

e) Calcule f”(z) e indique los intervalos donde f es concava y donde es convexa

f) Estudie los limites de f’(x) cuando  — —17 y cuando = — 0~!. Usando el signo de la segunda
derivada en (—1,0) concluya sobre la monotonia de f’ en dicho intervalo y pruebe que existe
un tnico punto donde f’'(z) = 0. Bosqueje el grafico de f
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P30. [2004 - C4] Estudiar completamente la funcién definida por

fla) =z 41— 2 3in(z)

xT

Para esto:

a) Establezca el dominio y encuentre por inspeccién un cero de f

b
c

)
)
)
d)
)
)

Estudie asintotas verticales y horizontales
Estudie asintotas oblicuas
Calcule f’ y determine sus ceros por inspeccién. Estudie crecimientos, maximos y minimos

e) Calcule f”. Estudie convexidades y encuentre puntos de inflexién
f

P31. () Encuentre un desarrollo limitado para ¢(x) = sen(x) + cos(x) en torno a T = 0, cuyo error
méximo de aproximacién en el intervalo (—%, %) sea inferior a 1073

Haga un bosquejo del grafico de f. Indique el recorrido de f

P32. (%) [2005 - C4] Considere la funcién definida por f(z) = eV2sen(@)

a) Encuentre el polinomio de Taylor de orden 2 para f(z) en torno a z¢ = 0. (Sin resto).
b) Estudiar completamente f(x). Se pide

1) Dominio, ceros (si existen), signos de f, continuidad y periodicidad.

2) Célculo de f’(z), crecimiento y valores extremos relativos y absolutos.

3) Célculo de f”, concavidad (convexidad) y puntos de inflexién
)

4) Tabla de valor principales, recorrido y grafico aproximado

P33. [2005 - C4]

a) Una planta productora de cobre con capacidad instalada maxima de 9ton/dia,puede producir =

toneladas de cobre corriente e y toneladas de cobre fino diarias. Si se sabe que las producciones
40 — 5z

10—z
cobre fino es 3,6 veces el precio del cobre corriente, se pide determinar cual es la producciéon

diaria que proporciona un ingreso maximo.

diarias de cobre fino y corriente cumplen la relacién y = y que el precio de venta del

b) Sea f(x) continua en [0, 00), diferenciable en (0,00) y tal que f(0) =0y f'(z) es creciente en

RT.
Use el teorema de Valor Medio para probar que f'(z) > @ en Ry y deduzca que la funcién
g(x) = @ es creciente en RT

In(e™™ +ze™™)
2

¢) Calcule lim
z—0 x

P34. [2004 - C4]

a) Considere la funcién definida por f(z) = —

)
YIn <W> —Vva?2—2%2cona>0

a—+va?—2z2

Va2 — 2
1) Demuestre que f'(x) =
T
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2) La tangente trazada a la curva definida por y = f(x) en un punto P(zg,y0) cualquie-
ra de ella, corta al eje OY en un punto T. Pruebe que la longitud de PT es constante
(independiente de P(xq,yo)

P35. (x) [1996 - C5] Utilice un desarrollo de Taylor de orden 2 para aproximar /3, con al menos dos
decimales exactos.

P36. (x) [1996 - C4] Sea g : R — R dos veces derivable con ¢'(z) # 0 en todo Ry f: R — R definida
por

f(x) = cos(kg(x))
a) Muestre que f, ', f”,g,9 v ¢" satisfacen la siguiente ecuacion

g//
= f'? +(kg')*f =0
b) Calcule f(™(0) para g(z) =z
P37. [1996 - C4] Sea b >0, a €] —b,b[y f: [~b,b] — R dada por f(z) = (b*> — 2%)(a — )
a) Muestre que Vo € [—b,b] y Vh € [-b—x,b — 2]

f(x) — f(x +h) = —h(32® — 2za — b* + h® + 3zh — ah) (1)

b) Muestre que f admite sélo un minimo global y sélo un maximo global en [—b, b]
Indicacién: Puede procedes como sigue. Determine los candidatos extremos y utilice la ecuacion
(1) para probar que efectivamente son extremos

¢) Muestre que la diferencia entre el valor maximo y el valor minimo de f en [—b, b] es 2% (Va2 + 3b2)3
y calcule el valor de a que hace minima esta diferencia.

P38. [1998 - C4] Sea f : R — R una funcién 2 veces derivable con segunda derivada continua. Dado un
punto zg € R, fijo, y un real h > 0 se pide:

a) Demostrar que los coeficientes ap, by, vy ¢ de la pardbola
y = cp + bp(x — x0) + ap(x — x0)>

que coinciden con el grafo de f en los puntos (zo, f(z0)), (zo+h, f(zo+h)), (xo+2h, f(xo+2h)),
son

_ f(xo) + f(zo +2h) — 2f(xo + h) b _ —3f(x0) +4f(xo + h) — f(xo + 2h)
= 2h2 G 2h

y  cn= f(zo)
b) Definamos a = limp_,gap, b = limp_,obp, y ¢ = limy_cp. Demostrar, usando la regla de
L’hopital, que a = 5 f"(z0), b= f'(x0) y ¢ = f(x0)
¢) Calculas los coeficientes a,b y ¢ definidos en la parte (b) para la funcién definida en R por
f(z) = 2°In(1 + 2?) y el punto zg = 1
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P39.

P40.

P41.

P42.

P43.

P44.

(%) [1997 - C4] Considere

x - In(x)

flay={ a1

« siz=1

sizx>0yax#1

S

Determine el valor de o para que f sea continua en R7 .

=

Analice la existencia de f’(x) para x > 0. En caso de existir, calctilela.

o

Determine los puntos de continuidad de f’ en ]0, ool.

QL
PN N N

Asuma que (") existe para n > 2 y que es continua en 1. Calcule una recurrencia para f (”)(1),
utilizando la formula de Leibnitz para (z — 1) f(x)

e) Encuentre un polinomio de Taylor de orden 3 para f en torno a 1

1
[1997 - C4] Analice completamente f(z) = e (dominio,paridad,periodicidad, recorrido, asintotas
de todo tipo, derivada, crecimiento , minimo y méximos, derivada segunda, concavidad, puntos de
inflexién, gréfico)

sen(z)

(x) [1997 - C4] Calcule el limite lin% z2In(
Tr—

)

[1997 - C4] Sean 0 < a < b. Sea f : [a,b] — R continua en [a,b], derivable en (a,b), con f(a) =
f(b) =0y f'(a) = 0. Demuestre que existe ¢ € (a,b) de modo que la tangente a f en el punto ¢ pasa
por el origen. Analice que pasa si a =0

[2003 - C4] Considere la funcién f: (—1,1) \ {0} — R definida por f(z) = -3

a) Calcule lim f(x) cuando x — —1" y 2 — 17!

b) Pruebe que el valor f(0) = —1 repara la continuidad de f en x =0
c¢) Calcule f’ para x # 0
d) Calcule por definicién f/(0)

e) Pruebe que f es decreciente. Indicacién: use que In(z) > 1 — % para z > 0

~— ~— — —

[2003 - C4] Un envase TetraPak se fabrica plegando un rectangulo de cartén como indica la figura
(las regiones achuradas corresponden a los pliegues de las esquinas)

////"
G
"/_’//_’./44________

7
g, 2
7 4: $ a/?2

Se desean determinar las dimensiones Optimas a,x,y que minimicen la superficie del rectangulo

original para un volumen total de 1000 (un litro)
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(1) Encuentre una expresién de la superficie s6lo en términos de las cantidad a, x

(1) Tomando a como parametro conocido, demuestre que el valor z = z(a) que minimiza dicha
. 1000 . o
superficie es x = 1/ ——. Justifique que se trata de un minimo
a

(111) Use (i7) para obtener una expresién S(a) para la superficie en funcién solamente de a y luego
determine el valor minimo de esta funcién (justifique por qué es minimo). Explicite los valores
optimos de a, x,y



