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Continuidad vs Continuidad Uniforme en z

1. Objetivo

Entender la diferencia entre continuidad y continuidad uniforme, mediante el ejemplo de
f(z) = 2* que es continua en todo R pero no es uniformemente continua.

Antes de leer todo esto les recomiendo ver las siguientes discusiones sobre el tema de conti-
nuidad uniforme, en particular ver las dos primeras respuestas de cada pregunta

» |Cual es la diferencia geometrica entre continuidad y continuidad unitforme?

s Continuidad uniforme en —
T

2. Continuidad

Veamos primero que f(z) = x? es continua en 1, para luego generalizar sobre un T € R
cualquiera.

2.1. Continuidad en 1

Debemos demostrar que f(z) = 22 es continua en 1, notando que f(1) = 1% = 1.
La proposicion, en su forma general, que queremos estudiar es la siguiente

Ve>0,30>0,Vz eR,|x —Z| <d=|f(z) — f(T)| < e

Donde se tiene que T es el punto donde estudiaremos la continuidad, en este caso T = 1. Para
trabajar mejor todo esto, empezaremos a buscar en la tesis de la implicancia candidatos o posibles
valores para 9.

Empezemos:

PDQ: f: R — R, f(x)=2? es continua en 1. Es decir...
PDQ: Ve > 0,30 >0,Vx e R, |z — 1| <d= |22 - 1| <¢

[Idea] Sea € > 0 arbitario (con esto cubrimos Ve > 0 de lo que debemos probar).
Notemos que

2% — 1] = |(z = 1)(z + 1)|


https://math.stackexchange.com/questions/1249552/what-is-the-geometrical-difference-between-continuity-and-uniform-continuity
https://math.stackexchange.com/questions/2283008/uniform-continuity-of-function
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Lo que queremos es encontrar cotas para llegar a decir

2 — N
|£E—1|—|(1L’ 1)(x+1)|§\/§\/< \5/

cota cota objetivo

Esto lo podemos lograr con ayuda de que eventualmente nosotros sabremos que hay un § > 0
tal que |z — 1] < §, por lo que podremos usar esto como informacién anticipada (pues nosotros
queremos encontrar el 4, no ocuparlo) para generar cotas.

Sigamos ahora con las dos etapas que hemos mencionado hasta ahora.

» Etapa 1): La idea expresar |22 — 1| = |z — 1] - g(x) donde |z — 1] es la expresién que sale en
la hipotesis de la implicancia a demostrar (|]z — 1| < §). Para luego usando cotas, eliminar
de la expresién el valor de g(x) usando algtin valor ¢; € R tal que |z — 1| < § < ¢;.

» Etapa 2): La idea es continuar acotando. Por la etapa 1, nosotros esperamos lograr que
|22 — 1] = |z — 1]g(z) < |z — 1| - ¢, donde ¢ es una constante que nos sirvio para acotar.
luego de aqui decir que § = =y finalmente concluir con § = min{c;, é}

Notar que a lo largo de todo esto x € R es arbitrario, pues no ocupamos ninguna particularidad
de él, solo que |z — 1| < §

Apliquemos esto de manera formal. Volvamos al principio y empezemos todo de nuevo ahora
que ya tenemos un poco mas claro todo.

PDQ: Ve > 0,30 >0,Vz eR, |z — 1| <d = |22 — 1| <e

Demostracion. En efecto, sea € > 0 arbitario, notemos que
j2* =1 = |(z = )(z + )| = [z = 1] |z + 1] (1)
——
g(z)

Luego, si 6 <1 (a mi me dio la gana poner este 1 de aca, perfectamente pueden elegir otro).
Tenemos que |x — 1| < 1 entonces se tiene que

lzr—1 <1< -1<z-1<1 /+2
= (-)+2<(z—-1)+2<(1)+2
—1<r+1<3
= |z +1] <3

Luego encontramos una cota fija para |z + 1| por lo que volviendo a (1) se tendra:

@ =1 =@ - D@+ =]z -1z +1] <]z —-1]-3 (2)

(recuerdo: queriamos que |z — 1| fuera menor que epsilon)
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€
Ahora bien, si |z — 1] < 3 se tendra que

22 = 1=z -D@+D)|=lr—1|lz+1|<|z—-1]-3<--3= ¢ (3)

~—
objetivo v~

M

£
Finalmente f(z) = 2% es continua en 1, ya que, dado € > 0 basta tomar § = min{1, 5}
O

Si quedaron dudas, revisen lo siguiente ;como muestro que f(z) = x* es continua en 17

2.2. Continuidad en cualquier punto

Ahora probemos que f(z) = x? es continua en un T € R arbitrario.

PDQ: Sea T € R arbitrario. Demostrar que f(z) = 2% es continua en Z € R. Es decir, probar
que Ve > 0,30 > 0,Vz € R, |z — 7| < d = |22 — 72| < ¢

Demostracion. Sigamos la misma idea anterior. En efecto, sea € > 0 arbitrario. Notemos que
|2 — 7| = |z — 7| - |2 + 7|

Si§ <1y notando que |z+7| = |(z—7)+27| < |z — Z| +|27| lo que implica que |z+7| < 14 2[7|.
———

<5
Volviendo atras.

|2 =2 =z —7| |z +7| < |v — 7| - (1 +2[7])

Si tomamos que |z — | < | se tiene que

_c
+ 2|7
9
22 =7 =z -7 |z +7| <]z -7 - 1 +27) < —= - (A1+27]) =¢
142177

2

Finalmente f(z) = 2* es continua en cualquier punto Z € R, ya que, dado £ > 0 basta tomar

£
ming ’1+2[T|}
[

Notar que 0 depende del T y del €. Esto hace pensar que la fuerza de la continuidad de
f(x) = 2* depende netamente del punto T, esto jamas pasa cuando una funcién es continuamente
uniforme.


https://math.stackexchange.com/questions/209440/how-to-show-that-fx-x2-is-continuous-at-x-1

Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas Universidad de Chile

2.3. Continuidad Uniforme

Debemos probar que no se cumple que
Ve >0,30 > 0,Vr,y e R, Jx —y| <d = |f(x) — f(y)| <e

Es decir, la gran diferencia con la continuidad normal es que ¢ en la continuidad uniforme NO
DEPENDE DE DONDE ESTOY PARADO, es decir, NO DEPENDE NI DE z NI DE y.

Pueden notar que cuando uno habla de continuidad uniforme debe ser sobre un conjunto!
(esto lo indica Vz,y € R) a diferencia de la simple continuidad que puede ser sobre un punto.

Otra cosa que es posible notar, es que en la seccién 2.2 la continuidad en T tenia ligado un
§ que dependia de € y en particular de 7. por lo que la intuicién nos dice que f(r) = z? no es
uniformemente continua.

Dicho todo esto, probemos que no se cumple la continuidad uniforme, es decir debemos probar
que

Je>0,¥0 > 0,3z, y e R, |z —y| <A |f(x) — f(y)| > e

o bien debemos realizar una contradiccion con

Demostracién. Supongamos en busca de una contradicciéon que f(z) = x? es uniformemente con-
tinua, es decir nuestra informacién es que

Luego, como sirve para todo e, podemos tomar ¢ = 1, como tomamos un valor de € y
supusimos que la proposicién es cierta, entonces debe existir § > 0 (en este momento ¢ es un valor
que podemos manejar) tal que para todo z € R, y € R tal que |[x —y| <§ = [2? —¢?| < 1.

En particular, para y = = + 0 tenemos que |z% — (z + 0)?| = |2zd + 6%| < 1 para todo valor
de x en R. esto es una contradicciéon pues podemos tomar x enorme y la cota de < 1 no serviria.

. 6610 5
por ejemplo podemos tomar x = 5
ad+ 3| = 2 (S = 0y 54 8
) 2
eel() 5 ,
=2 —F—2 20+
go 2 22
=[2-¢" — 6"+
:‘2.661°|
£ 1

Por lo tanto, encontramos una contradicciéon y con ello 22 no es uniformemente continua

]
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Actualizacidn: revisar ;Hay alguna otra forma de demostrar continuidad uniforme?
Ahora demostremos de otra forma que x* no es uniformente continua, usando sucesiones.
para esto veamos lo siguiente

Lema 1. (Caract. continuidad uniforme)
Sea f: ACR — R una funcion. Entonces [ es uniformemente continua en A si y solo si

V(@n), (Yn) € A0 — yn| = 0 = [f(20) = f(ya)] = 0
Donde (x,) y (yn) son sucesiones no necesariamente convergentes en A

Demostracion. ver Equivalent forms of uniform continuity for a real function O

Probemos que 22 no es uniformemente continua usando la caracterizacién por sucesiones.

PDQ: Demostrar que f(z) = x? no es continua en R.

Demostracion. En efecto, sea z, = vn + 1, y, = v/n luego

0 < |zn —yn| = |Vn + _\/ﬁ’:(\/n—i_ _ﬁ>\/z—iiig:’\/n—+i+\/ﬁ|

y concluyendo por teorema del sindwich se tiene que

% = Y| — 0 (4)

Por otro lado

f(x2) = flyn) = |[Vn+ T =i’ =|n+1—n|=1|=1 (5)

De esta forma |f(z,) = f(yn)] 7+ 0 ya que |f(2n) = f(yn)] = 1
Por lo que probamos la existencia de dos sucesiones (x,), (y,) en R tales que |z, — yn| — 0

y | f(zn) — f(yn)| # 0. Es decir
I(@n), (Yn) C R, |20 — Yl = OA [ f(20) — f(yn)| £ 0

que es justamente la negacién de ser uniforme continuo. Por lo tanto f(z) = 2% no es unifor-
memente continua. []


https://www.u-cursos.cl/ingenieria/2017/2/MA1002/6/foro/o/22427889
https://math.stackexchange.com/questions/1153985/equivalent-forms-of-uniform-continuity-for-a-real-function?rq=1
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