Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas Universidad de Chile

.

MA1002-6 Introduccién al Algebra
Profesor: Leonardo Sanchez C.
Auxiliar: Marcelo Navarro
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= Una sucesién es una funcion = Funcién continua en un punto
Sea f: ACR — RyT € A. Diremos que f es
s:N—=R una funcién continua en T si
n— s(n) = s,
V(zy) C Ay, > T = f(zn) = f(T)

w5, >4 <= Ve >0,3Ing € N,Vn >ng,|s, — ¥ <e
= Caracerizacién ¢ — ¢

Sea f: ACR—->RyZe A. fescontinua en T si
» Sea (sp,) una sucesién y sea ¢ : N — N una fun- y solo si se cumple que Ve > 0,36 > 0,Vz € A

cion estrictamente creciente. Se llama subsuce-

sién de s, generada por @, a la sucesion s {le—z[ <6 =|f(z) - f(@)| <}

» (s,) se dird acotada si IM > 0,Vn € N, |s,| < M

e(n)

= Sea (s;,) una sucesion y sea ¢ € R. Entonces = Algebra de funciones continuas

Sean f: ACR — R g: BCR — R continuas en
T € ANDB. Luego fg,A\f con A€ R, f-g, 5 con
9(T) # 0. Ademas la composicién de continuas es

sp — € <= Todas las subsucesiones de (sy)

convergen a £

continua

= Teorema de Bolzano - Weiestrass

Toda sucesion acotada tiene al menos una subsu- m Sea f: ACR — R.Sif es continua Vi € A,

cesion convergete diremos que f es continua.
P1. Calcule los siguientes limites

) 3’ b) lim ((n+ 1))
a) lim (1 + > it
n—00 n2 +1

P2. Pruebe que las siguientes sucesiones no convergen:

a) u, = sen (T) b) v, = (—14—711)”

P3. Considere una funcién f : R — R continua, con un minimo global tinico en el punto T y que
satisface lirri f(x) =+o0
T—r

Si (z,)nen €s una sucesion que tiene la propiedad

Vn €N, f(z.) < f(T) + 711

a) Pruebe que si la subsucesion (z,(,)) converge a £ € R entonces { =T

b) Pruebe que (z,) tiene alguna subsucesién que converge a T
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P4.

P5.

P6.

P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

P6.

Una funcién se denomina funcién de Lipschitz, si cumple con:
AL >0, Yo,y € Dom(f), [f(x) — f(y)| < Llz —y|

Demuestre que si f es Lipschitz, entonces es continua

Demuestre usando la caracterizacion € — § que

—_

a) f(x) = e continua en xy =

b) g(z) = 32?4+ 1 es continua en zy = 1

Sean a € R\ {0,1} y b € R. Considere la funcién f: R — R definida por

scm((lx—a)x) St x <0
fla) =1 bl —a)’ si 0<z<1

sen (a(x —1)) |

Wsz r>1

a) (Es f continua en los intervalos (—o0,0), (0,1), (1, 00)?

b) Encuentre una relacién entre a y b de tal forma que f sea continua en 0

¢)
)

d

Encuentre una relacién entre a y b de tal forma que f sea continua en 1

Encuentre los valores de a y de b de tal forma que f sea continua en todo R
Propuestos

Sea (x,) una sucesién tal que las subsucesiones (z2,), (T2,41) v (Z3,) son convergentes. De-
muestre que la sucesién (z,,) es convergente.

Sea f : R — R una funcién continua en 0 y tal que Vn € N, f(£) > 0. Demuestre que f(0)
no puede ser estrictamente negativo

Sea h : (0,+00) — R una funcién que satisface la relacién h(xy) = h(z) + h(y) demuestre
que si h es continua en 1, entonces es continua en todo su dominio

Sea f:(0,00) — R una funcién que satisface f(x+vy) = f(z)+ f(y) para todo z,y € (0, 00).
Demuestre que si f es continua en 0 entonces f es continua en todo su dominio

Suponga que f y g son funciones tales que g es continua en 0, g(0) =0,y |f(x)| < |g(z)| para
todo z. Demuestre que f es continua en 0.

sen(mx)

z(z —1)

en su dominio y determine si es posible reparar f de modo que sea continua en todo R

Considere la funcién f: R\ {0,1} — R tal que f(x) = . Demuestre que es continua
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P7. El objetivo de este problema es probar que el limite de S,, = Z

P8.

P9.

P10.

P11.

P12.

n
es un numero irracional,.

FRE
k=0 k!

Para ello proceda de la siguiente manera.

a) Pruebe que los intervalos I,, = [S,, b,], con b, = S,, + ﬁ son encajonados.

b) Sea ¢ = nlg& S,. Razone por contradiccién y concluya lo pedido

Observacién: Para probar que [, = [S,,b,] es encajonado, se debe probar que Vn €
N, I,.1 C I,, o equivalentemente puede probar que Vn € N, S, < b, y que 5, es crecien-
te y que b, es decreciente.

Se dice que una sucesion es de Cauchy si verifica la propiedad:
Ve >0,IN e NVn,m > N, |z, — x| <e¢

Muestre que las sucesiones que verifican que |a, — a,41] < ¢", con 0 < g < 1, son de Cauchy.

Propuesto: Muestre que si (x,) es una sucesion convergente, entonces (x,,) es de cauchy.

[P1.b) C1 2015-2]
Demuestre que si g : R — (0, 00) es continua y lim g(x) = 0 entonces toda sucesion (x,,) en

R posee al menos una subsucesion (z,(n)) tal que g(z,(n)) converge
Ind: Pruebe previamente que g es acotada y aplique apropiadamente Bolzano- Weierstrass

[P1.b) C1 2015-1]
Sea f : [a,b] — R una funcién continua y sea (a,) una sucesion en [a,b] (no necesariamente
convergente) tal que lim f (a,) = £. Demuestre que existe un zy € [a, b] tal que f(zg) = /¢

[1996 - C4] Sea f(z) = lim

a) Determine los valores de x para los cuales f(x) existe y calcule su valor.

b) Estudie la continuidad y la diferenciabilidad de f, en los puntos donde f(z) existe

sea f la funciéon definida por

ol oaso0
si x
fz) = In(l+ z)
V=) @—a)? si 2<0
15} st =20

Encuentre todos los valores de o y 3 para los cuales f es continua en todo R.



