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Matriz aniquiladora y teorema de Frisch-Waugh

i Qué deberia saber antes de leer este documento?

1. Modelo real: Y = X5+ U.
2. Modelo estimado: Y = XB +U
3. Prediccién: Y = XB

X

Figura 1: Grafico genérico de muestras y el modelo que mejor se ajusta a ellas.

Algebra e interpretacion

En primer lugar, notemos que si combinamos las ecuaciones 2 y 3, obtenemos lo siguiente:

Y=Y+ U

Es decir, Y es la suma de dos componentes:
= La que se puede explicar con las variables X que observamos en nuestra base de datos (Y").

= La que se puede explicar con aquellas variables que no hemos bautizado y que no observamos (U).

Ahora presentaremos a dos matrices con las que debemos familiarizarnos...

» Matriz de proyeccién: (Pxy = X(X7X)™'XT) al pre-multiplicar un vector por esta matriz,
obtenemos aquella componente que puede ser explicada por las columnas de X. Es decir, estamos
“proyectando” dicho vector en el mundo de X.



Légicamente, la proyeccién de X en el mundo de las X es X...

PxX =X (XTX)'XTX =X

Ik xK

Como dijimos anteriormente, V esla parte de Y que “vive"” en el mundo de las X ...

PyY = X (XTX)'XTy =YV
B

» Matriz aniquiladora: (My = Ix«x — Px) al pre-multiplicar un vector por esta matriz, obtene-
mos aquella componente que no puede ser explicada por las columnas de X. Es decir, estamos
“proyectando” dicho vector en el mundo de las variables no observadas.

Como bien dice su nombre, esta matriz “aniquila” a X ...

Como dijimos anteriormente, U es la parte de Y que “vive” fuera del mundo de las X...

MyY = (Ixxx —PX)Y =Y —PxY =Y —Y =U

Donde U es el residuo de regresionar Y en funcién de X, por lo que lo notaremos como Uy x.
Recuerden esto dltimo...

Teorema de Frisch-Waugh: metodologia

Consideremos el siguiente modelo y premultipliquémoslo por My, € RY*N
Y =/ + X +Xp Bp + U
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En pocas palabras, este teorema nos dice que la estimacién por minimos cuadrados ordinarios de (g
entrega el mismo valor para el modelo con y sin pre-multiplicar por Mx,.

Lo anterior nos permite obtener BB mediante el siguiente procedimiento.

1. Regresionar Y en funcién de X4 y guardar los residuos Uy x , .
2. Regresionar Xz en funcién de X4 y guardar los residuos Ux x,.

3. Regresionar Uy x, en funcién de Ux, x,. El coeficiente a estimar, asociado a Ux, x, es nada mas
ni nada menos que (p.



Teorema de Frisch-Waugh: interpretacion

Cuando planteamos un modelo de regresién lineal, nos interesa entender en qué medida explican las
variables independientes X4 y Xp la dispercién (o varianza) observada en la variable dependiente Y.
Consideremos la siguiente imagen.

» Al regresionar Y en funcién de X 4 y Xp, el efecto de la regién A serad capturado por Ba y el de la
region B serad capturado por BAB. Por su parte, el area D representa una region conflictiva, donde
no sabemos a qué variable atribuirle el efecto, pues hay colinealidad (correlacién) entre X4 y Xp.
Este conflicto se conoce como “problema de identificacion”.

= Supongamos que ahora sélo regresionamos Y en funcién de X . La estimacién de minimos cuadrados
ordinarios le atribuird a 5 el efecto de la regién D, lo cual es enganoso porque parte de dicho efecto
puede deberse a X4 y no a Xp. Ahora caeriamos en el “problema de endogeneidad” (una de las
variables con las cuales hay problema de identificacién no est4 siendo observada). Este es un gran
problema en estadisticas y lo estudiaremos mas adelante.

» El teorema de Frisch-Waugh permite “limpiar” el efecto de X4 (lo cual se hace al momento de
pre-multiplicar por M ,). Al aplicarlo, ya no tenemos que preocuparnos de la regiéon D y podemos
estimar 5 sin ningun problema.



