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Clase auxiliar # 1

Estimacién de Minimos Cuadrados Ordinarios y densidades de probabilidad

iRecordar!

Variables y parametros:

Nimero de observaciones: N € R.

Nimero de variables explicativas : K € R.

Vector de observaciones de la variable dependiente: Y = (Y7, ..., Yy) € RV*1,

Matriz de observaciones de las variables independientes: X € RV*K

Vector de pardmetros poblacionales: 3 = (8, ..., By) € RE*!

Vector de errores aleatorios: U = (U, ..., Uy) € RY*!. También se suele notar como ¢.

Supuestos de MCO:

1. Linealidad de parametros: Y = X3+ U.

Notar que la linealidad es sobre los parametros, no sobre las variables. Podemos tener perfectamente
un modelo de la forma: tanh(Y;) = 81 In(X;1) + B2 exp(Xi2) + ﬁgX%7 + By arctan(X;3) + U;.

2. Matriz X7 X invertible: rg(X7X) = K. Se puede verificar.
3. Errores nulos en esperanza: E(U) = 0. Supuesto aceptable.
4. Independencia y homocedasticidad: V(U) = o%Iy. Se puede testear.

5. Exogeneidad: E(XTU) = 0. Supuesto fuerte y problematico. En ciencias sociales siempre hay
correlacion entre variables que observamos y que no observamos.



1. Estimacion teodrica de MCO

Considere el modelo Y = X3 + U. Llamaremos 3 a un estimador genérico de [, YV =XBala
prediccion de la variable dependiente Y segln el estimador 6 yU =Y — Y a los residuos del modelo
—diferencia entre el valor real de la variable dependiente y su prediccién—.

1. Demuestre que si XX es invertible y definida positiva, entonces fyco = (XTX)LXTY es
minimizador global de la suma de los residuos al cuadrado.

Solucidn:

Queremos demostrar que Byco = argmin XN, U2(5).
8

En primer lugar reescribiremos la suma de los residuos al cuadrado.

N ~ A
Z (B)=U"U
= (Y = XB)"(Y - Xp)
= (YT = X"R") (Y - XP)
= (YT = B"XT)(Y - XP)
=YTYy —YTX3 - BTX"TY + BXT X}
=YTy —28"X"Y + AXTX}

Para que Bmw sea Optimo global, debe satisfacer las condiciones de primer y segundo orden.
Condiciones de primer orden: V (ZfL UE(BMCO)) = Ofcx1-
Notemos que:
N
V; (; Af(é)) = V(Y"Y — 28" XY + BXTX )
= =2V, (3"XTY) + V(B X" XP)

= 2XTy +2XTX3

Considerando la hipétesis de que X7 X sea invertible, se obtiene que BMCO cumple la condicién de
primer orden.

—2XTYy +2XTXp3 =0
B=XTX)"'XTy



Condiciones de segundo orden: la matriz # (Zfil UZ?(BMCO)) es definida positiva.

Lo anterior se cumple V@ € REX1 en particular para BMCO.

N
= HB (Z UE(ﬁMCO)) = 2XTX
i=1
Por hipétesis, X7 X es definida positiva. Es decir, 2" X7Xz > 0,Vz € C"[]

Es claro ver que H; (Zfil Uf(BMCO)) = 2XTX es definida positiva. En efecto, 27 XTXz > 0 =
2T(2XTX)z > 0.

2. Suponiendo que se cumplen las hipdtesis anteriores, obtenga el estimador 53;co para un modelo de
la forma Y; = 60 + /BlXi,l + Uz

Notemos que el modelo se puede escribir matricialmete como Y = X3 + U. Donde:

s Y = (Y1, .., Yy).

1 Xl,l
= X =1

1 Xna
= = (b0, ).

n U = (Ul,...,UN).

Conocemos la fémula genérica del estimador MCO y hemos identificado sus distintas componentes
para este caso particular. Lo que queda ahora es trabajo algebraico. Que comience la diversion.

Primero notemos que: fyco = (XTX)H(XTY) = (%XTX)i1 (%XTY)

1 Xia N
Ty — : 1 .- 1y N >im1 Xin

- X1 oo Xwg Yl Xia o X7

N

Lory (1 X0
- A= (X X)

1 -1 1 X2 -X

= XTX> =———> | L !
(N X7 -X (—Xl 1

INo se asusten, sélo trabajaremos con niimeros reales.



Por otro lado...

1 ... 1 Ny
XTy = | = =1-"%
<X1,1 T XN,1> Y (Efil Xi,1Y;>
N
1. Y
- Loy ()

Reemplazando ambas expresiones obtenidas en la férmula del estimador MCO...

5 1 ! 1 X2 -X; Y
Prco <N N Xoxo =X 1) \xY
= <B:O> -t (XlQY_ XleY)

B X? —712 -X1Y + X1V

Conocemos las férmulas poblacionales y muestrales de la covarianza y la varianza:

s Cou(X,,Y) = E(X,Y) — E(X))E(Y) = Cov(X,,Y) = X,V — X,Y.
- V(X)) = B(X}) — E(X))? - V(X)) = X - X
Deléitense...

4 XY+ XY Cou(Xy,Y)
1: p—

—

5 2
Xt -Xi V(X1)

Notemos que mientras mas grande sea la covarianza entre las variables dependiente e independiente,
la pendiente estimada serd mas grande. Tiene todo el sentido, jno?

Cabe destacar que el desarrollo matematico nos permite medir sélo correlacién, no causalidad. Nece-
sitaremos argumentos sélidos (muchas veces tedricos) para argumentar la existencia de causalidad.

Finalmente, obtenemos fy:

B:EW—E&Y

0 X—%_le

XXV XY - XXV

. E2

(X=X (XY XY

) (X—X)+< XX )
X2-X,

=Y - X1

Si reordenamos los términos obtenemos Y = () + X3, lo que nos dice que los estimadores son
construidos de manera que el modelo pasa por el promedio muestral.
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2. Estimacion computacional de MCO

En este ejercicion analizaremos como afecta el gasto per capita en salud (US$) a la tasa de mortalidad
de menores de 5 afios (por cada 1.000) a nivel global. Para lo anterior, ocuparemos datos proporcionados
por el Banco Mundial correspondientes al afio 2014 y donde cada muestra corresponde a un pais. La base
de datos se encuentra en U-Cursos bajo el nombre de mortalidad_gastosalud.xls.

1. Stata:

= Importe los datos y realice un grafico scatter (de dispercién) que muestre cémo se comportan
conjuntamente ambas variables.

= Regresione la mortalidad en funcién del gasto per capita y analice los resultados. Si le parece
conveniente, puede realizar transformaciones en las variables con tal de mejorar el ajuste.

2. Matlab: importe los datos y obtenga el estimador MCO para la misma regresion de la parte anterior.
Compare los resultados con los de Stata.

3. Solver de Excel: proponga un estimador inicial B y obtenga el estimador MCO para la misma
regresion de las partes anteriores. Recordar que queremos minimizar la suma de los residuos al
cuadrado. Compare los resultados con los de Stata y Matlab.

Solucidn: ver material docente en U-Cursos.

3. Funcién de densidad conjunta, marginal y condicional
Considere la siguiente densidad de probabilidad conjunta entre las variables aleatorias X e Y [
8ry si0<z<y<l1

flz,y) =

0 en caso contrario

1. Muestre que la funcién f estd bien definida. Es decir: [% [°° f(z,y)dyde = 1y f(z,y) =
0v(z,y) € R2

Primero veamos que [*0 [°% f(z,y)dydx = 1:

/ / (x,y)dydx —/ / S8rydydx
=8/le</;ydy>dx
1

4/0 (x — 2*)dx

2Referencia: Luis Rincén, Universidad Nacional Auténoma de México (http://lya.fciencias.unam.mx/lars/0625/)


http://lya.fciencias.unam.mx/lars/0625/

Ahora notemos que cuando 0 <z <y < 1, z,y > 0 = f(x,y) = 8xy > 0.
En el caso contrario: f(xz,y) =0 > 0.

. Obtenga las densidades marginales de X e Y: fx(z), fy(y).
Solucién:

Calculemos primero fx(x).

Cuando z € [0, 1]:

1

f(z,y) =8vy = fx(z,y) =/ f(ﬂs,y)dyZ/I1 Sxydy=8/:ydy=4ﬂf(1—$2)

xT

Luego

4r(1—2?) si0<z<1

fla,y) =
0 en caso contrario
Ahora calculemos fy (y).
Cuando y € [0, 1]:
Y ! y? 3
f(z,y) =8zy = fy(z,y) = /O f(z,y)dy = / Srydy =8y T =4y
. Obtenga las densidades de probabilidad condicionales fxy(z|y), fyx (y|z).
Recordemos que fiyz(w|z) = %
=% si0<z<l
fX\Y(xa y) -
0 en caso contrario
437(819”_3’12) = 1312 si0<zx<y<l1
fX\Y(‘Tv y) =

0 en caso contrario
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