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P1.

(a)

Introduccién. f es un campo escalar; esto significa que a cada punto del espacio, f le asocia
un nimero (un escalar). Un ejemplo de esto es la temperatura en una pieza; a cada punto en
el espacio, le corresponde una temperatura'. El gradiente de f, V£, habla sobre la pendiente de
f en la direccién de méximo cambio del campo (y es un vector, teniendo tanto magnitud como
direccién). En cuanto al Laplaciano V2f, también de alguna manera cuantifica el cambio de f
(mejor dicho, la divergencia del cambio de f).
Resolucién. Ahora, a calcular lo pedido. Recuerdo: en coordenadas cartesianas,
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Aqui f(7) = sin(2y)e™, y sbélo hay que calcular las derivadas parciales con respecto a cada
coordenada. Encontramos que

’ Vf = (zsin(2y)e™) & + (2 cos(2y)e™) § + (zsin(2y)e™) 2 (3)

En cuanto al Laplaciano (tomando las segundas derivadas y sumando),

V2 f =sin(2y)e™ (2% +2° — 4) 4)

Introduccién. La idea de este problema es familiarizarlos con la idea de divergencia y rotor
de campos vectoriales. Los campos vectoriales son parecidos a los escalares; la diferencia es que
a cada punto se le asocia un vector en vez de un ntimero (por ejemplo, la velocidad de cada
particula de aire en cada punto). Intuitivamente, la divergencia nos indica cuénto estd “expan-
diéndose/abriéndose” un campo vectorial. El rotor nos indica cudnto esta “rotando”. Nota: el
rotor de un campo vectorial nos entrega otro campo vectorial (es como un producto cruz entre
dos vectores—nos da otro vector). La divergencia nos entrega un campo escalar (es como hacer un
producto punto). ;Qué tipo de campo nos entrega el gradiente?

Resolucién. El primer campo vectorial es ¢(7) = (sc2 + y2) p = p?p. Dibujen el campo! (Si quieren
usen lineas de campo, o dibujen vectores en algunos puntos.) Es un ejercicio 1til; pregunten en el
foro si tienen dudas sobre esto.

Dado que v apunta sélo en p, serda conveniente trabajar con coordenadas cilindricas. Anotemos
primero todas sus componentes: v, = 02, vy =0, v, =0.

Estos estan en el formulario, pero los pongo aqui en todo caso. La divergencia y el rotor de un
campo F en coordenadas cilindricas son:
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1No es tan asi, pero asumamos que podemos definir la temperatura en cada punto :D



Entonces, reemplazando las componentes de ¢ que anotamos antes, podemos rapidamente calcular
tanto la divergencia como el rotor de v:
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Este primer campo, entonces, parece expandirse (tiene divergencia positiva), pero no rota. Revisen
su dibujo para ver si calza con esta idea.

Ahora el segundo campo: B (F) = —yZ + xg. La divergencia y el rotor en cartesianas son:
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Tomando en cuenta que B, = —y, B, = x, B, = 0, chantamos estas componentes en las ecuaciones
de arriba para encontrar:
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Este segundo campo parece rotar, pero no tener una “expansién” hacia afuera.

Ahora, el ultimo campo: E(F) = #/r?%. Dada la presencia del 7, parece ser conveniente usar
coordenadas esféricas. Notamos que E, = 1/r? Ey = 0, E;, = 0. No voy a anotar el corcho de
rotor y divergencia en estas coordenadas aqui; por favor revisen el formulario, y verifiquen que
aplicando las ecuaciones, tenemos

V-E=[0] (13)
Vx E=[0] (14)

(La forma de llegar a esto es muy parecida a lo que hicimos para los otros campos.) Algo raro:
este campo tiene un dibujo que deberia tener divergencia no nula. Veremos més adelante que en
realidad no es cero su divergencia.

No tiene sentido calcular el gradiente de estos campos, ya que el gradiente es una operacion que
se hace sobre campos escalares; no se puede aplicar para campos vectoriales. Si tenemos un vector
a 'y otro vector l_;, podemos calcular @ x g, ya- g, pero la expresién @b no tiene sentido. De manera
analoga, no tiene sentido calcular la divergencia o el rotor de un campo escalar.

Nota: hay algunas identidades ttiles del operador V. Por ejemplo, V x (Vf) = 0 para cualquier
campo f. Esto es importante porque como veremos, el campo electrostatico se puede escribir como
el gradiente de un potencial; dado esto, sabemos que su rotor serd cero. Hay otras identidades
bacanes en la seccién 5.2 del formulario.



P2.

(a) Introduccién. Una integral de linea de un campo vectorial hace lo siguiente: tenemos un camino

(una curva en el espacio), y “caminamos/avanzamos” a lo largo de éste. A medida que avanzamos,
tomamos el producto punto de un diferencial de largo del camino en el punto donde estamos
parados, con el vector que esta en ese punto: F. dlﬂ7 donde el diferencial de largo apunta en la
direccién que va avanzando el camino. La integral de linea hace una suma de todos estos trozos
chicos de producto punto del campo vectorial, con distintas partes del camino. Se escribe asi:

/F Fodl (15)

Cuando el camino es cerrado (vuelve al mismo punto donde comenzd) tipicamente escribimos

yﬁr Fodl (16)

Algo importante en esta integral es la parametrizacién del camino. Veremos esto en la resolucién.

Resolucién. Tenemos el campo vectorial ﬁ(f") = af, y los puntos extremos (0,0), (a,«). Hay
que evaluar dos integrales de linea (porque nos piden dos caminos distintos). El primer camino,
llamémoslo I'y, va a lo largo del eje x y luego el eje y. Serd conveniente separar la integral en dos

partes:
. . (a,0) . . (e, ) . .
/H~dl:/ H-dl+/ i di (17)
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En cada integral notamos cada coordenada del punto de partida, y el punto final. En la primera
integral, solo nos movemos a lo largo del eje x, por lo que a través de todo el camino tendremos
dl = dzz. Ademés, H = of = a(zZ + yj). Entonces, H - dl = axdx para la primera integral. De
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manera analoga, para la segunda integral llegamos a que H-dl = aydy.
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Es importante tener en cuenta tanto la coordenada z como y al evaluar estos limites (aunque en
este caso especifico no hace diferencia). Tenemos finalmente que

(@0)
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/ H-dl=ao° (19)
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Ahora evaluemos la otra integral, a lo largo de I's, donde tomamos un camino radial directamente
desde (0,0) hasta (o, o). Esta integral la voy a evaluar de dos maneras. Primera forma: usemos
coordenadas polares. Dado que el camino es radial, el diferencial de linea sera dl = #dr. Entonces,

o N (o) (e, )
/ H-dl = / ardr = g7“2 (20)
Ty (0,0) 2 1(0,0)

Falta preguntarnos: ;qué valores toma r en el limite superior y el inferior? Sélo hay que recordar
que en coordenadas polares, r? = 22 4+ y2. Entonces, el limite inferior serd r = 0, mientras que el
limite superior serd r = av/2 (dado que aqui tenemos z = y = «). Reemplazando esto en lo que
teniamos arriba, llegamos a que

/ A-di=a? (21)
I

Una segunda forma de hacer esto es continuar usando coordenadas cartesianas. Tenemos que
dl = Zdx+9jdy. Aqui es donde entra una parte importante sobre el camino que tomamos. Estamos



considerando una linea recta que va desde (0,0) hasta («, «). Entonces podemos decir que este
camino pertenece a la linea y = x.

Esto es lo fundamental sobre integrales de linea. Hay que parametrizar el camino que tomamos
de alguna manera; aqui lo estamos haciendo relacionando las coordenadas = e y. Al principio
separamos el camino en dos para poder usar de manera separada el parametro z, y luego el
pardmetro y. Después usamos el pardmetro r a lo largo del camino. Ahora podemos elegir x o ¥,
no importa. Elegimos y porque si.

Dado que z = y, tenemos también que dx = dy. Por lo tanto, di’ = (Z + §)dy. Ademés, tendremos
que H = ai = a(zd + y9) = ay(& + ). Tomando el producto punto, vemos

— —

H.-dl=oay(@+79) - (2+9)dy = 2aydy (22)
Por lo tanto,
L e
H-dl= / 2aydy = o (23)
Ty (0,0)

Como era de esperar. Importante: Esta ultima integral, y la que hicimos antes usando r, ne-
cesariamente tenian que dar el mismo resultado. El valor de la integral de linea no depende de
la parametrizacién que usemos. Ahora, que la integral a lo largo de I'; haya sido igual a la que
tomo I's es algo mas especial. Esto no ocurre en todos los casos. Ocurre siempre cuando un campo
vectorial es conservativo, y puede o no ocurrir para campos no conservativos. Ahora que ojala
saben como usar la integral de linea, les doy la definicién més precisa xD (creo que muchas veces
es mas facil aprender a usar algo, y luego ver la definiciéon para entenderlo desde un punto de
vista més ordenado). Si parametrizamos un camino I" por el pardmetro ¢, y al principio del camino
t = T7, mientras que al final, t = Ty, la integral de linea de un campo Falo largo de I' sera

/Fﬁ(m.df'z TQF(F(t)).%’Zdt (24)

Ah{ se ve que entre el pardmetro ¢ y las coordenadas (escondidas en 7) tenemos que encontrar
alguna relaciéon para poder calcular la integral. En nuestros casos fue facil; siempre pudimos usar
una coordenada como el pardmetro. Intenten usar esta definicién para calcular la integral de linea
a lo largo de T'y.

Introduccién. Las integrales de flujo miden lo que dice el nombre: cuénto de algo (en concreto,
un campo vectorial), estd fluyendo a través de una superficie. Si tenemos una superficie S, la
integral de flujo de un campo F(¥) a través de S se anota

//S F . da (25)

La construccién de esta integral hace lo siguiente: tomamos una superficie, y la subdividimos en
pedazos pequenos, aproximadamente planos y de area da. A cada pedacito le asociamos un vector
normal 7 (esto se puede hacer porque son planos los pedazos). Entonces decimos que cada pedazo
tiene vector de area dad = fida. Ahora, en cada pedacito tomamos el producto punto entre el
campo vectorial F evaluado en ese punto, con da. La suma de todas estas contribuciones nos da
la integral. Una pregunta: ;qué direccion le asociamos a n? Tenemos dos opciones de normal para
una superficie (hacia “arriba” o hacia “abajo”). La eleccién es por convencién només; uno decide
y lo tiene que recordar al hacer los calculos.

Cuando la superficie es cerrada, la convencion es elegir que el vector normal apunte desde adentro
de la superficie, hacia afuera. Ademds, anotamos la integral como

ﬁé F.da (26)



Cuando la superficie es cerrada, tenemos la convencién de que la normal 7 apunta hacia fuera de
la superficie (esta nocién si estd definida para superficies cerradas, a diferencia del caso anterior
no cerrado).

Resolucién. Tenemos el campo

E(7) = :—; (27)

Y queremos evaluar su integral de flujo sobre una esfera de radio R centrada en el origen. Lo
conveniente en este problema es que para cualquier pedacito de superficie sobre la esfera, el
vector normal apuntard en la direccién 7 (en coordenadas esféricas). Por esta simetria esférica
trabajaremos con coordenadas esféricas. En este sistema de coordenadas, el elemento de superficie
esta dado por da = 72 sin(#)dfd¢. Para la esfera r = R constante. Ademds, el campo E evaluado
en cualquier parte de la superficie tomar4 el valor #/R?. Entonces tenemos:

N . 27 T 7 R . 2 T )
#Eda: / / ﬁWRQSm(@)de(ﬁ: / / sin(0)dfde (28)
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P3. Introduccion. Hay dos teoremas fundamentales en el calculo vectorial.

Teorema de Stokes:

(30)
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Teorema de Gauss:

///v(v L F)dV = ﬁgvﬁda (31)

Ambos, de alguna manera, relacionan la integral de la derivada de un campo, con el campo evaluado
en los bordes del dominio de integracién. Vamos a ver todo esto en harto detalle en CAA.

Resolucién.

(a)

Propuesto. Si quieren lo podemos hablar en persona, o si tienen dudas pénganlas en el foro! Algo
importante: en el teorema de Stokes hay que integrar sobre una superficie. ;Qué normal elegimos?
Porque ahora no es cerrada la superficie, y el sentido que escojamos va a importar. Hay que
recordar que vamos a tomar un camino cerrado en el borde de la superficie; la direcciéon en que
tomemos este camino va a determinar la direccién en la cual apunta la normal a la superficie,
segin la regla de la mano derecha.

Calcular esta integral de flujo serfa bien desagradable, entonces vamos a usar el teorema de Gauss.
Calculemos la divergencia de F:

V- F = 2z cos(z?)e™™ — ysin(2?)e™ ™ — 2z cos(z?)e ™Y + ysin(z?)e ™Y = @ (32)

Revisando el teorema de Gauss, vemos que esto implica que la integral de flujo serd 0.

///V(V-E)dV: ) B-aa (33)

Encontramos que V - E= 0, entonces el lado izquierdo es 0. Ademads, encontramos que la integral
de flujo de E sobre una esfera es 47, entonces el lado derecho es 4w. No estd mal el teorema de
Gauss... Lo que esté mal es el calculo de V - E en la P1. Tenfamos la derivada de r2 /r?, y dijimos
que esto era la derivada de 1. Pero 72 /r2 no podemos decir que es 1 en el origen (ahi no estd bien
definido). En realidad, V - E = 4763 (7). Investiguen sobre la delta de Dirac!



Nota aparte: En la geometria diferencial se desarrolla una versién mucho mas general del calculo
vectorial, y tiene aplicaciones en varias partes de la fisica (popularmente la relatividad general). El
teorema de Stokes, de Gauss, y el teorema fundamental del calculo todos son casos especiales del
siguiente teorema de la geometria diferencial (conocido como teorema de Stokes):

-

Ademés que se ve todo bonito :)



