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PREFACIO A LA SEGUNDA EDICION

El éxito de esta “Coleccion de Problemas” es evidente del hecho que su pri-
mera edicién se agoté rapidamente, hace ya varios afos, y que desde entonces se
ha convertido en un fexto que circula activamente en la universidad en cada
comienzo de los periodos lectivos; esto habla con elocuencia de la excelencia del
trabajo realizado por el autor.

Los problemas resueltos en este libro fueron seleccionados de entre aquellos
propuestos, ya sea como tareas, ejercicios, controles o exdmenes, a los alumnos de
la Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas de la Universidad de Chile en aque-
llos afios (esto es, en los afos inmediatamente anteriores a 1971, fecha en que se
realizé este trabajo). Es una reflexion interesante el notar que el nivel de estos pro-
blemas es superior al nivel medio que hoy se exige en nuestras universidades, y que,
sin embargo, el grado de dificultad que nuesiros actuales alumnos encuentran en el
tema parece ser mayor que el que encontraron sus predecesores, a juzgar por los
rendimientos académicos respectivos.

Los alumnos deberian usar este texto para aprender a trabajar, y no sélo
como un medio para asegurar una nota aprobatoria en los controles (lo que desgra-
ciadamente parece ser la regla general). Para ello, como dicho ya por el autor en el
prefacio de la primera edicidén, deberian trabajar ellos mismos cada problema, sin
recurrir a} libro sino cuando realmente se encuentren sin saber cémo continuar, y no
limitarse a mirar superficialmente los desarrolios hechos, con la esperanza de memo-
rizar (jen el mejor de los casos!i los pasos esenciales, Sélo de esa manera, con ese
método, estardn aprovechando realmente, en cuanto a universitarios, el generoso
esfuerzo realizado por Miguel A. Furman, en ese entonces (1971} destacado estudiante
en nuestra Facultad, y hoy flamante Doctor de la Universidad de California y activo
investigador en Fisica Tedrica.

Igor Saavedra
Facultad de Ciencias Fisicas y
Matematicas,
Universidad de Chile

Santiago, marzo de 1978.



PREFACIO

Esta colecciédn de problemas resueltos de electromagnetismo estd
destinada a complementar los cursos relacionados con esta materia, que se dic-
tan principalmente en las carreras de ingenieria y Técnicas, en las varias
Universidades de nuestro pafs..

La fdea surgié atendiendo a las necesidades de los alumnos que
cursan el ramo de Electromagnetismo en la Facultad de Ciencias Fisicas y Ma-
teméticas de la Universidad de Chile, cuna de esta obra: una coleccién de
problemas resueltos llenarfa un vacio en ia estructura docente del curso, y
serfa de gran utilidad para los alumnos. Este ha sido el espiritu en que se
ha realizado esta coleccién,

Los problemas han sido seleccionados tratando de ser los mds re-
presentativos de las materias qQue se pasan en un curso de electromagnetismo de
este nivel; ademé#s, se ha procurado alcanzar un equilibrio adecuado entre los
distintos tipos de problemas, como son los de interés fisico, los que simple -
mente ilustran algin concepto abstracto o férmula, los que requieren saber cal-
cular, y los de aplicacién préctica, Cuando ha sido conveniente e llustrativo,
los problemas se han resueito por varlos métodos.

Los problemas se han resuelto en la forma mds explfcita posible,
sin omitir detalles (salvo los triviales) en los cdlculos; el alumno tiene
asi ejemplos completos de resolucién de problemas, Sin embargo, la dnica for-
ma en que el alumno puede adquirir una comprensién cabal de ellos y entrena -
miento en su resolucién, es haciendo por si mismo todos los cédlculos necesa -
rios, y confrontdndolos luego con los que aqui aparecen.’

Deliberadamente no se ha querido dar, al final, una lista de pro-
blemas propuestos, sin resolver: wuna tal lista serfa necesariamente incomple-
ta, Se deja asl a criterio del profesor del ramo el tipo de problemas que es-
time que sus alumnos deban realizar como tareas semanales; debe quedar muy
en claro que esta Coleccién no pretende ser una '‘Biblia' para los alumnos del
curso, sino sélo una ayuda para aquéllos realmente interesados en aprender vy
adquirir destreza en la resolucién de problemas,

Se utiliza en todos los problemas'el sistema de unidades MKS ra-
cionalizado, simplemente porque es éste el que se usa mds frecuentemente en
las aplicaciones tecnolégicas del electromagnetismo. En algunas ocasiones se
utiliza una misma letra para designar cantidades fisicas distintas, pero se ha
tenido el cuidado de que no pueda haber confusién posible; las letras y simbo-
los usados son los habituales en los libros de electromagnetismo; la carga del
electrén se designa por -e, e » 0, en todos los problemas en que aparece.

La clasificacién de los problemas por materias es como sigue:
Electrostdtica, problema | al 18; esto incluye problemas relativos a fuerza
y trabajo en el campo electrostdtico, cdlculo del campo eléctrico producido
por distintas distribuciones de carga, teorema de Gauss y aplicaciones, cdl-
culo de la funcién potencial, condensadores y cdiculo de capacidades, teore-
ma de reciprocidad de Green, medios dieléctricos, cargas de polarizacién y
vector polarizacidn, energia almacenada en el campo electrostdtico, teorema
de unicidad de la solucién de la ecuacién de Poisson, y método de las imdge-
nes, Efecto Joule y cdlculo de resistencias, problemas 19 y 20, Circuitos
de corriente continua, problemas 21 al 25; esto incluye varios métodos de
resolucidn de circuitos, principio de superposicién, y cdlculo de potencias.
Magnetostdtjca, problemas 26 al 42; esto incluye cdlculo del campo magnéti-
co producido por distintas distribuciones de corriente, potencial vector y
aplicaciones, movimiento de particulas cargadas en campo eléctricos y magné-
ticos, fuerzas y torque sobre momentos magnéticos y espiras, energia almace-




nada en el campo magnético, magnetizacidn y electroimanes, precesién de Larmor,
férmula de Neumann y cdlculo de inductancias mutuas y propias, y constante de
acoplamiento, 1Induccidn electromagnética y fendmenostransientes, problemas 43
al 45, Corriente alterna, problema 46 al 49; esto incluye varios métodos de
resolucién de circuitos, cdlculo de potencias, y diagramas fasoriales. Ondas
electromagnéticas, problemas 50 al 54; esto incluye ondas en el vacio, en die-
léctricos, en plasma y en conductores, reflexidn y refraccién, coeficiente de
transmisidn y reflexidn, y principios de gufas de ondas.

Finalmente, es un placer agradecer aqui al Profesor |. Saavedra,
quien me propuso la realizacién de esta coleccidn, por las muchas discusiones,
sugerencjas y correcciones que me hizo en los distintos problemas; y a la Srta,
Sylvia Lépez, por haber mecanografiado el manuscrito, y por su paciencia'y bue-
na disposicién para hacer, posteriormente todos los cambios que fueron necesa ~

rios.

Miguel Furman

Santlago, Diciembre de 1971.
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PROBLEMA 1,-

En un campo electrostdtico, se lleva una carga q,desde un punto

A en que el potencial es V| hasta un punto B de potencial V2 3 VI'

a) Calcule el trabajo realizado para efectuar esta operacién y, segin el
signo de q, discuta si es el agente externo o el campo quien realizé el tra-
bajo.

b) Un electrdén se suelta desde A y luego se observa (sin modificar su mo -
vimlento) cuando pasa por un punto C a potencial V, Calcule la energfa ci -
nética que lleva en C,

Resolucién

a) Por ser el campo electrostdtico, existe una funcién potencial V = V(¥)
tal que

g = - Jv.

Sea Ji un elemento diferencial vectorlal de la trayectoria se~
gin la cual se lleva la carga q desde A hasta B!

mj

Se cumple lo siguiente:
a > =
E + d€ =- g9V dd = - dv;
GE *+ dl = - qdv:
pero qf es la fuerza que el campo ejerce sobre la carga q:

- e
F = db = - qdv.
- - N
Por definicidn, F - dQ es un elemento de trabajo que el campo realiza en el
traslado de la carga; Ilamémoslo dW_:

-> -
dwc = F . de

Como el campo es conservativo, el trabajo realizado por el campo
es igual y de signo contrario al que realiza el agente externo, pues por hipé-
tesis la energia cinética de la carga es cero en Ay B; sea dW, el elemento

-

de trabajo realizado por el agente externo en el traslado de q:

dw, = - dw Fedl = qdv
A c ™ - =9

y el trabajo total realizado por el agente externo serd:

] ] .
Wy (A — 8) = SA iy e [y - V)

Como V, » Vy, el signo de Wy serd el de q; si q es positivo (negativo) serd
e] agente externo (campo) quien realice el trabajo en el traslado de q. (Se
supone que '‘realizar trabajo'' significa '‘realizar trabajo positivo').
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b) Como no hay agente externo, el trabajo realizado por el campo se trans-
forma integramente en energia cinética; sea -¢ la carga del electrdn, y sea
v su velocidad al pasar por el punto C; entonces:

WA —>€) = - W (A —20C) = +e(v-v)

2

WC(A — C) m v

N f—

luego
% mvZ =+ e(V - V')

(La expresién +e(V - VI) debe ser positiva para que el movimiento sea real;

esto es sblo posible si V > V], puesto que e es positivo, Esto quiere de-

cir que el electrén se mueve hacia lag regignes de mayor potencial, lo cual es-
t4 de acuerdo con la ley de fuerzas, F = -ek, pues e >0y E apunta siem ~
pre hacia las regiones de menor potencial).

PROBLEMA 2,-

Calcular el campo eléctrico producido por las siguientes confi-~
guraciones y en las regiones que se indican:

a) Casquete semiesférico de radio R cargado con densidad de carga super-
ficlal constante o; en el centro de la esfera,

b) Anillo de radio r, cargado uniformemente con densidad de carga lineal;
sobre su eje.

c) Disco de radio R, cargado con densidad de carga superficial ¢ constan-
te; sobre su eje,

d) Cilindro macizo de radio R y altura h, cargado uniformemente con den-
sldad de carga en volumen §; sobre su eje.

Resolucién.

a) Coloquemos el casquete con su centro en el origen O de un sistema de
coordenadasg

2
Ahz
A
k

AT
0 : .

e = .
XY
A\ d

Fig. 2
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Sea P un punto cualquiera del casquete; sea A un punto cualquiera sobre el
. PRy e -
eje 0z; en estas condiciones, O es el dngulo entre OP y k, y Pes el
4dngulo entre la proyeccidn de O® sobre el plano x0Oy vy el eje Ox; calcu-
lemos el potencial sobre el eje 0z, y luego el campo a partir de él.
L]

= dqiP) ] ds (P
av = — = . Zds
(2) = 7z IPiél Ife, “—p*‘l| |
dV() ] . _.V_Rz_s'.@ 6de d.g
¥4 = A
bwe, zZ + RZ - 2zR cos ©
El casquete estd descrito, en coordenadas esféricas, por:
r=R
Feogm
0¢ g 2m
2 X ™
v - § ) e
°=0 e:E
2 2T T
v - TR sen 8 d 8 d¥
(2) Lavs r
o §=0 8=% VzZ + RZ _2;Rcos@
2 114
2T/ R sen 8 d @
V(z) = = \[‘!"""%2’? Y
lnrso 12,_ z¢ + R¢ - 22Rcos

T

7

V(z)

v(z) 20;22 [ z +R - \/zz + R2 ]
E

E1 campo eléctrico

por simetrfa, € sobre el eje 0z es colineal con 1?, luego:
B(z) = - R .g_v
: z
2 ]~ R
3 < TR . RO+ 2
E@2) = 3 &, 22

E) campo eléctrico pedido es E(z = 0); sin embargo, si hacemos
z = 0 directamente en la férmula de E(z), resulta que no estd bien definido;
sin embargo notamos que cuando 2z tiende a cero, tanto el numerador como el
denomlnador tienden a cero; luego es posible aplicar la regla de }'Hopita)l

'Y

R
d {{- ~5———>»
E(0) = 1im E(z)-nm R E( 1E2+z2)

2+0 20 2 &g %; (22)
-3/2
. o2t . (R) (1/2) ®R2+22)"2 (2 4)
E(0) = 1im 5
-0 o 2z

o) - £

(o]



L

=3
Este resultado se puede encontrar directamente calculando dE en
el origen e integrando:

(ver flgura anterior).
-
Por simetrfa, E(0) es colineal con Q, es decir:

£(0) = E,(0) R

a 2
dE(0) = ’-m}& , ZR 5§"39 ded 9 [-R(sen 8 cos P? + sen @sen @] + cos © 12)]
(o] R

, o~
Pero como sélo nos interesa la componente segin k,

w 217
Bo) - - 2K
"“50 I ‘ sen @ cos 9 d 8 d@
o= T 90
- O’?
E(0) = 3 ) .

El resultado no depende del radio R del casquete; esto e§ aparen-
temente extrafio, pero puede entenderse si razonamos asf: obviamente, E(0) debe
depender de la densidad de carga 0, pues sl el casquete no estuvlera cargado,
no existirfa campo; también es obvio que dependa del medio que rodea la densi-
dad de carga, es decir, de &_, pues si_el medio no fuera el vacfo, el campo se-
rfa dlstinto; ademds, por s?metrfa, E(0) debe ser cglineal con R. La dnica
forma de combinar estos ingredientes para construir E(0) de tal modo que &ste
tenga dimensiones de campo eléctrico, esy

E() = k - = &,
&o

en que K es una constante sin dimensiones.

Ahora blen; supongamos que R aparezca en el resultado formando
parte de K como una potencia cuaiquiera de R: la Gnica forma de mantener a K
sin dimensiones, es que esta potencia de R sea cancelada por otra potencia
(de igual exponente) de alguna longitud., Pero la Unica longitud caracterfsti-
ca de nuestro problema es preclsamente R; luego, de aparecer R en el resultado
debiera ser calculado conslgo mismo, es decir, no puede figurar en €1,

b) Calculemos primero el potencial producido sobre el eje y luego encontra-
remos E a partir de é1; se deja propuesto calcular el campo eléctrico direc-

tamente,
1 . dg (P)
W) = i 9GEL - o ae
Ardgp
dv(z) = "“50 J—zm—!
Szfr -
V(z) = dv(z)
§=
V(z) = Loy e oemmmmmonmonee (1.

Por simetrfa, el campo eléctrico sobre el eje del anillo es colineal con k:
luego:



X
Fig. 3

g = - D dv
E(Z) = ‘VV = -k a—;
Bz) = -R-A . (1) 22
(z) 75, %) EPEY
E(z) = Arz R

2 5(r2 + 22) O

c) Calcularemos primero el potencial producido sobre el eje del disco, y
luego el campo eléctrico a partlr de é1, Se deja igualmente propuesto el
cdlculo directo de E, Para calcular el potencial sobre el eje, considera-
remos al disco como si estuviera compuesto por anillos de ancho Ar y de ra-
dio r variable entre cero y R:

Fig. &
Neces itamos una relacién entre X deil anillo, @ del disco, y &r;
Aq=TA4as =T (Ar) * (QL) =T r(Ar) - (L®);
por otra parte,
rAq =kAe= 1"A¢;



comparando ambas relaciones, resulta:
A=CAlr
E1 potencial producido por el anillo de radio r serd: (ver (1))

Av(z) = —%r &r
2 &o\/rz + zz
es declr, tomando el Iimite,

dV(Z) = O r dr

2&0 \'r2+zz ,

y el potencial producido por todo el disco serd:

R
V(z) = S_ &V(z)
v(z) = V ‘
V(z) = ’[\/zz +R2 . ]

. = . 3 "
Por simetrfa, el campo E sobre el eje es colineal con k; luego,

E=-yv=-%kdl

dz
A
R ol Ry ol R (2)
260 2+ R

14

(os célculos que hemos hecho son para =z 503 sin embargo, el campo E es si-
métrico con respecto al plano del disco).,

d) En este caso no calcularemos el potencial sobre el eje del cilindro por-
que las integrales son algo complicadas; sin embargo, utilizaremos el método
de superposicién aplicado directamente al campo E: supondremos que el cilin-
dro estd compuesto de disco de espesor & z', y sumaremos todos sus efectos.

Se deja propuesto el cdlculo directo de E,
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Necesitamos una relacién entre € del cilindro, g~ del discoy Az':

Da = PAE =pr(AN(A Q) (Az)

y también:
Aq

Comparando, resulta:

cAS =T r(Ar)(AQ)
0. = ?Azl

La contribucién del disco a la altura z' al campo eléctrico en el
punto z serd (ver (2)):

AE=-€A—ZQ [l-———-—z‘z' ]
\/(z-z')2 + RZ
y tomando el limite,

&E = jig!lg; [ 1 - z - z*
2o (z-2')¢ + R

El campo eléctrico producido por todo el cilindro serd;

h
E(:)-S dE (2)

2'=0
2. PR . 2, g2 |h
H2) = 2&: [ o \/ SRR ]z--O
E(z) =

A m—— =7
L[h- \/(z-h)2+R2 *VZZ*RZ]
2¢,

PROBLEMA 3.-

Se tiene un condensador esférico compuesto de dos esferas metd)i-
cas huecas concéntricas (armaduras del condensador) de radlos a y b (b » a),
y de espesor despreciable aunque finito, La armadura interna se carga con una
carga > 0. Se supone que la tierra (que se toma como origen de potenciales)
estd Infinitamente alejada,

l. La armadura externa se conecta a tierra a través de una baterfa cuya dife-
rencla de potencial entre sus bornes es V_ (ver Fig. 6),

a) Calcule la carga que se induce en las superficies interior y exterior de
cada una de las armaduras.

b) Calcule el campo eléctrico en todos los puntos del espacio.

c) Calcule la funcidn potencial en todos los puntos del espacio, y la dife-
rencia de potencial entre las armaduras,

11. Se cortocircuita la baterfa (conexidén directa a tierra) (ver Fig, 7).
d) Repita los cdlculos anteriores,
111, Se desconecta la armadura externa de tierra, y se acerca una carga q > 0

hasta una distancia ¢ > b del centro del condensador. {(Ver Fig, 8)
Decida si la accién de la carga q modifica o no:
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e) la carga total de cada una de las armaduras;

f) la densidad de carga en ellas;

g) la funcidn potencial y la diferencia de potencial entre ellas,
Fundamente sus respuestas,

Fig. 6 Fig. 7

A

Fig. 8

Resolucién,

I. E} problema tiene simetrfa esférica debido a que la tierra
estd Infinltamente alejada, de modo que las lineas de campo serdn radiales en
todo el espacio; todas las densidades de carga serdn uniformes; la funcién po-
tencial dependerd sélo de la distancia r al centro del condensador,

a) En el hueco que queda al interior de la armadura interna no hay carga |i-
bre, por hipltesis; sean Q,,Q,,Q ’Qb’ las cargas totales de las superficies
interior y exterior de las armadu;as interna y externa, respectivamente, (ver
Fig. 9).

Es obvio que se cumplird Q3 = -Qy, porque todas las lineas de
campo que salen de la superficie exterior de la armaduka taterna deben 1legar
a la superficie interior de la armadura externa,

Calculemos las cargas sistemdticamente: por hipdtesis. se cumple:

W=+
" Sean S|»52r53’5b’ 55' superficies esféricas geométricas, concén-
tricas con las armaduras. (Ver Fig. 9).

Aplicando el teorema de Gauss a S,!

@a Y Q]
E-dS=—— =0,
S &o )
2

pues el campo en el interior de un conductor es siempre cero,



Luego:

Q|=0

Y=Y
Apliquemos el teorema de Gauss a Sy:

A Q +Q +Q
$e. 8. AITB

Sy 50

por la misma razén anterior; luego:

Apliquemos el teorema de Gauss a Sst
- Q +Q, +Q, +
§ oo BTBrHTY L&
35 o o
por simetrfa esférica, E=E(r) 7 ;
luego: R 2
g dS=4mr® E(r)
S
5
y de aqul: N IR
E
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Por otra parte sabemos que la diferencia de potencial entre la ar-
madura externa y tierra es V@

b
V(b) - V (tierra) = Vo = - I £ . dF,
o0
e integrando a lo largo de una recta radial,
v jb Qdr
0% " Jo Tmer -
'-*T‘&Orz
.
0 hﬁ&ob
luego?

Qh = 4 &o b Vy

(recordemos la capacidad de una esfera aislada, C = 41C &o b, y que Q = CV),

b) Dividiremos el espacio en varias regiones,

1) rg a (regién interior y metal de la armadura interna):

;ﬁ E-dS=0=E" b4wr?
5
luego £= -6
11) a<r «b (regién comprendida entre las armaduras):
@ gt 2
S &o
3

L % I"2 E(r) - g% (pues g’ E(I‘) ?)

) 2. Lz S
luego: s or

111) r=b (metal de la armadura externa):-

-» —h
E =0,
pues el campo en el Interior de un conductor es siempre cero.
iv) r > b (regién exterior al condensador):

es obvio que existe campo eléctrico, pues hay una diferencia de po-
tenclal entre la armadura externa y tlerra (infinito);

f? Bl b

L)
° oy
L r? E(r) = ——:-QLXQ (pues E = E(r) P)
)
Juego:
Felje

7z



c) Es conveniente calcular primero la funcidn potencial en la regidn entre
las armaduras, gracias a sus condiciones de borde,

1) agrg£b:
V(r) = - SE-d?+c
e integrando a lo largo de una recta radial,
Qo dr

v(r) = - j + C

Q
- ——e .
v(r) TR +C;

la constante de integraclén C se determina por la condicién de borde:

V(b). -V

s, b

o~ Iy
Q
v(r) -lm:&o (% N %) + Y

La diferencia de potencial entre las armaduras es:

%

bmre,

V(a) - v(b) =

|-
[}

o

SN

(recordemos que la capacidad de un condensador esférico es:
Cn_l:l‘?—

a b

y que Q= CV, en que V es el valor absoluto de la diferencia de potencial
entre las armaduras).

i) rga:

el potencial de la armadura interna es:
% 1 ]
V@) = e ’(3"5)*"0

y como no hay campo en la regién interlor a esta armadura, se deduce que toda
esta regidn serd equipotencial, es decir:

v(<)‘.._Q°_- l-l + v
rg¢a '—loﬂ'é'ro a b o

i) r3b
v(r)=-j'£‘-d'r‘ + C

e integrando a lo largo de una recta radial,



b Vo dr
v(r) = - ‘ + C!
)
b V
Vir) = =2 + ¢

la constante de integracién C' se determina por la condicién de borde:

v(b) = Vo
o bien por:
V() = 0;
ambas conducen a
C'=0
b Vo
v(r) =

r

11, Al cortacircultar la baterfa, o sea, hacer V_ = 0, la arma-
dura externa estard al mismo potencial que tierra (en el Infin?to); en con -
secuencla no habrd campo fuera del condensador (sélo existe campo cuando exis-
te una diferenclia de potenclal),

Los cdiculos son idénticos a los anteriores, asl que basta intro-
ducir en ellos la condiciér V, = 0, :

d) Carga:

Q =0
Q=9
QB--QO
Q=0

Campo: ,
r¢ea: =0

adr &b : E-T'—ﬂ%o_?z’\
()

Funcién potencial:

o |—

aGr‘b:V(r)=1‘%.§— (-:: -

o -
S’

r<a: vir) I‘Qo (i'_

[=)

ro b v(r) =

Diferencia de potencial entre las armaduras:

] |
v(a) - v(b) = l;‘ll'oz (; - ;)
o




Itl, Al desconectar de tierra, sin acercar la carga q todavfa,
las cargas eléctricas no sufren modificacién con respecto a la parte Il,

e) Al acercar q, la carga total de cada armadura sigue siendo la misma por
el principio de conservacién de carga eléctrica,

Veamos qué pasa con Q;, Q, Q, Q.

QI sequird siendo cero, porque
$e.
52

porque el campo en el interior de un conductor es siempre cero; luego, por
conservacién de carga, Q, sigue igual a Q.

Q 0
& .

_03 sequird siendo igual a 'Qo' porque:

Q +Q +Q +Q
r'dg- ! 2 3 -00 }
8o &

Sy

por la misma razén anterior; luego, por conservacién de carga, también Q, se-.
guird slendo cero,

f) La densidad de carga sf se modifica, pues la carga q introduce una asime-
trfa en el espacio, y las cargas en los metales estdn libres de moverse; la
carga de la armadura externa serd atrafda por q, y la densidad superficial ten-
dré un méximo (de carga negativa) en la parte de la esfera mds cercana a q,

g) La situacién es la siguientes

Fig. 10

v

La armadura externa se pondrd a un potencial distinto de cero, si
es que segulimos tomando a la tierra como orlgen de potencial (en el Infinito):

V(b) - V(oo ) = - LE

b
V(b) ='- j g.drso0, »

pues E¢ ) y no hay una simetrfa que pudiera anular la integral; en consecuencia,



la funcién potencial entre las armaduras cambiard, subiendo en la constante
V(b); luego la diferencia de potencial entre las armaduras seguird siendo la
misma, (La capacidad del condensador esférico depende sélo de la geometrfa,
que no ha camblado; tampoco ha camblado la carga de las armadurasy luego la
diferencla de potencial es la misma).

PROBLEMA &4, -

I. Se tienen cargas q ¢ 0 en las vértices de un cuadrado de
lado a.

-l
a) Calcular E y V en el centro.

b) Se coloca un tubo perpendicular al plano del cuadrado que pasa por su
centro, Una carga Q> 0 puede moverse a lo largo de ellay demostrar que
el centro del cuadrado es un punto de equilibrlo estable para Q; i por qué
no se cumple el teorema de Earnshaw?

1. Se cambia de signo a dos cargas que estdn en vértices o-
puestos; calcular . la.energfa del sistema (cuadrupolo), si el medio en que es-
t4 tiene susceptibilidad 80, a = 1 mm, Iql = 10-9 Coulomb,

Resoluctén,
a)

FIG, 11

- A 1\ "\ T T ) _ Y R
E(0) = . - + - = 0 (hay simetrfa)

©) = Tz (az/z a?/2  a2/2 a272

q .

v =4 - :

© breey a/NZ
v(0) = _Q_E

aflee,

b) Como Q estd sobre el eje de simetria, la fuerza que actda sobre ella
apunta siempre hacia el centro del cuadrado; luego el centro 0 serd un punto
de equilibrio estable. Esto puede demostrarse también calculando §72 W en

z=0; W es la energfa potencial de Q:

q

V(z) = 4 bTes, d
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q
‘e -ﬂ'&&o\/zz .22
W(z) = Qv(z)

W(z) = Qq
.‘nsso 2% +%
v

pues q€0; luego el equilibrio es estable en el centro,

El teorema de Earnshaw dice que en un campo electrostdtico no
exlsten puntos de equilibrlo estable, si sélo actdan fuerzas eléctricas, En
nuestro caso no sélo actian fuerzas eléctricas, sino que también hay fuer -
zas externas que mantienen a la carga Q dentro del tubos si éste no existie=-

ra, Q estarfa en equilibrio inestable, pues serfa atralda por alguna de las
cargas q.

Es por esta misma razén que el nicleo atémico se mantiene como
tal: existen fuerzas nucleares mucho mayores que la fuerza de repulsién elec~
trostdtica entre los protones,

", wa%Zq, v,

R Rl i S R o £ )
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v v - g [ o] e [V

""% th Vi
vel favw -ave «ave - avo |
1 q | - 1 - I ] -
W= 7 q E??szz; [ TT? 2 + TT? 2 + Vel 2 + 777 2 ]

wn_..iz_— ] -2]
2Ma &6, 1z ’
& = | +%X = 81

q = 1079 [Coulomb]

a = 1073 {m]
-12 | Farad
6, = 8,85 - 10 [T]

Entonces: -7
i W =-2,87 10 [ Joule ]

El1 signo negativo de la energla quiere decir que, para formarlo,
el cuadrupolo ha trabajado sobre el agente externo; esto puede verse clara -
mente si se plensa que al dejar de actuar las fuerzas externas que mantienen
el cuadrupolo formado, las 4 cargas tienden a juntarse en el centro del cua -
drado,
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PROBLEMA 5. -

I. Se tiene una distribucidn rectilinea de carga de densidad X
por unidad de longitud (constante). Un punto P. estd a una distancia r
de la distribucién, y su proyeccién sobre la recta de carga estd a las dis-
tancias Jﬁ y 12 de sus extremos, (Ver Fig, 14) '

a) Calcule el campo eléctrico en P,
b) Haga una primera aproximacidén para obtener E cuando:

r <<2| + 22, r>> £, + l2 y cuando ll y I, tienden a infinito.

Il. Suponga ahora que la recta de carga es infinitamente larga,
y que coincide con el eje 0z de un sistema de referencia Oxyz. (Ver Fig.15)

c) Es el campo E perpendicular a 0z?
d) Estd B contenido en el plano que pasa por 0z y por el punto de obser-
vacién en cuestién?
e) Depende E de 2?7
f) El teorema de Gauss se demostré en clases para cargas puntuales; { por-
qué puede aplicarlo en este problema?
g) Para calcular E, Ud, aplicard el teorema de Gauss a un cilindro ade-
cuadoy dibuje el elemento vectorial de superficie dS en todas las ''caras'
de la superficie cilindrica; icontrlbuyen las bases del cilindro al flujo de
E o través de_¢17 :
h) Calcule E en un punto cualquiera del espacio.
i) Haga un gr&fico aproximado comparando este campo con el producido por una
carga puntual. :
i) Calcule la funcién potencial y fije la constante de integracién;: es el
potencial cero en el infinito? Explique.

" Justifique todas sus respuestas,

jz | 2

-"

Fig. 14 Fig. 15

Resolucién,
I. El problema tiene simetrfa cilfndrica en torno al eje Oz,
de modo que el campo eléctrico (en médulo) dependerd sélo de r, ‘l,, y 2°

a) d -E.(P) = h—ﬂ}z—— (:: R|
(o]

RP=OP-0R=rf-2%
IEFI = r2 + z2

dq(R) = A dz

agmadit
R P
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Fig. 16

La variable de Integracién més cémoda es el 4ngulo & , formado
por los vectores PR y PO; los Ifmites de integracién serdn®) y - «,

(superlor e Inferior, respectivamente). Expresemos todas las variables que
tenemos en funcién de o ¢

Z = .
- tgql

= cos o ; cosaA| o =
2, 2 , 22, + 12
' ll,‘z

= send , senqQ{ =
z2é 4+ r 1,2 \’£f2+r2

Luego:

R _r?-2z% . Pcosa - K sen«
IRe13 ;2 4 2 )3/2 2 sec2u
= E = 2
dz a0 do r secef do
luego: Ar sec?ol da . P cos - K sena

d E(P) = _
LT, " r? seclq

d E(P) = LTRe 7 [?cosd -ﬁsend]do(
o

]
o
mj
_—
R
~—

E(P)

() = ﬁ% [?(Sendz + sen o(|)+llz(coso(2-cosd.|)]
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A

E(P) = T r( 12__, + 21 ) +
wor |\ T
R
ey N i
b) i) Cuando r<<1l + L,
22+ 2243

2+rz._.£f .

L

luego:  E(P) ¥ W:c)_r [2?+’Lr(—i—; -ZIT)]

i1) Cuando r«,f| + ﬂ , 2+ l%: R [% =2r2 8§ luego:
2(p) = ?1(121 + lz)
| 2
rgt &,

pero A (1, + lz) = q, en que q es la carga total de la distribuciény luego:
a ~ ?

Ep) & —¥—

lﬂf&o r

es decir, para distancias muy grandes, el campo se comporta como si Se tratara
de una carga puntual, tal como intuitivamente uno esperarfa,

i11) Cuando jl s [2 —» 00 entonces

Tt

luego: T(P) = lf—'Yr):__r- [?(sen %T- + sen 1;.) + Kk (cos -1; - cos :.“.z )] ,
o .
Ep) = AT,
21(&0 r

Il. ¢) El campo E es perpendicular a 0z porque la distribu-
cién de carga es Infinita y homogénea, y el espacio tiene simetrfa cilfndrica
con respecto al eje 0z, en consecuencia, ias 1lneas de campo serdn rectas que
parten perpendicularmente desde el eje 0Oz y llegan al infinito.

d) El campo 3 estd contenido en el plano que pasa por P y 0z porque las 17~
neas de campo son radiales. :

‘e) El campo £ no depende de z, porque la distribucién de carga es infinita
y homogénea (no depende de z); en consecuencia hay invariancia frente a transla-
ciones paralelas a 0z.

f) Una distribucién contfnua de carga puede considerarse como una superposi-
c1én de cargas puntuales, y como en electrostdtica es vdlido el principio de
superposicidn, el teorema de Gauss serd v4lido también para distribuciones con-
tinuas de carga.

g) Las baseg del_cilindro_no cgntribuyen al flujo de E a través de é1, porque
sobre ellas, E | dS, luego E « dS = 0.



f )
]
'
)
: ‘4-‘.-4j§.
]
'
h '*o----—q—“
P | Yy
- [
|
/ Y S
- [] kY
x + -
l d§”
Fig. 17

h) Apliquemos el teorema de Gauss al cilindro dibujado:
F.43=-4 . Abh
4} E-dS T é%—
o
cilindro

como E - s es constantemente lgual a EdS sobre la superficie del cilindro,
entonces

- h/2 2w
#r-ds-gE(r)dS -j J E(r) + r dedz =
cil, cll. z--% e=0

& E-dS=Erh.2m =2h
&0
cil. )
oA
2Me  r -
(o]
, P2

Zw&or

(recuerde el resultado de la parte (1),(b),(iit).

1) En el caso de una carga puntual, el campo eléctrico depende de _li ’
r

el gréfico serd: (ver Fig, 18).
j) La funcién potencial V(r) es:
V--]E-d? + C,

e Integrando a lo largo de una recta radial,

V=-J—.3.—g£__+c
ZW&or
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Log r +C

‘ o o> o0 o> - - ® -

PN e

== -

Fig. 18

La constante de Integracién C puede fijarse arbitrariamente;
una manera de hacerlo es la siguiente: nos fijamos que V enr =1 es C,
puesto que Log 1 = 0; en consecuencla, C representa el potencial de los
puntos que estdn sobre el manto del cilindro de radio unitario, coaxial con
0z. El valor de C es totalmente arbitrario, por ejempio, cero; en este
caso, V(r) representa el potencial de un punto cualquiera con respecto a
este cilindro unitario (en realidad, debiera decirse diferencia de potencial)
tomado como origen de potenciales. El potencial en el infinito es menos in-
finito; sélo se puede decir que el potencial es cero en el Infinito para dis-
tribuciones cuya carga eléctrica total es finlta (y siempre que se escoja la
constante de integracién adecuada).

Nota: Hemos aplicado el teorema de Gauss para la segunda parte sélamente,
debido a su fuerte simetrfa en torno al ehe 0z, sin embargo, la simetrfla no
es una limitacién para la validez del teorema., El teorema de Gauss es véli-
do siempre, pero cuando no hay simetrfa, resulta bastante ipmpllcado el cél-
culo de E por este método; ademds, para poder calcular a partir de es-
te teorema, es necesario conqcer alguna propiedad del campo antes de calcu -
larlo, y es necesario que IEl sobre la superficie de integracién no depen-
da de las variables que describen esta superficie, para poder sacar 1T1 fue-
ra de la integral, '

PROBLEMA 6.-

. k )
Se tiene un potencial V = T » €n que k es una constante y r

es la distancia al foco de potencial, que supondremos en el origen de coor-
denadas,
a) Calcule §72V. i Qé pasa en r = 07

b) Defina la delta de Dirac & (r), compdrela con VZ(L) y deduzca la
relacién entre ambos. r

c) Calcule la constante introducida en (b).
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d) Demuestre que § (r) tiene dimensiones del Inverso de un volumen,

e) Escriba la ecuacién de Poisson, y suponiendo V = + , calcule k.

Resolucién,

a) En coordenadas esféricas (r, @, 9 ), el laplaclano se escribe
2
2 2°
Q= 2 ( g—) -a—(sene 'g—) 2
r sen29 a¢
no depende de @ ni @, luego:
[ - ( 1 ]
dr
[ (-—L) ] =0 si r#0;
2

en r=0,v2V diverge: v2V=Oo si r = 0.

r sen ©

= |x

pero V =
VV

= _k_
r2

b) La delta de Dirac se define asf:

0 r #0
d’(r)={

©0 r = 0
de tal modo que

0 si el origen no pertenece a §
if screa - {
€

1 s el origen pertenece a &
Por otra parte,
2(.'.) =
AlC-
Luego.

v2<+)=0( § (r) —emmmmmmmmmmeee ),

en que d es una constante por determinar,

c) Integremos la ecuacién (1) en un volumen & que contenga al

Sg vi( 1) 8 =°‘QI S(r)dgs = «
S

- s V-V(-L)d3
g

@ V(—:.—) +d%, enque S(& ) es la superficie cerrada que

origen:

encierra al volumen &

Y O -
= (iﬁ ", ﬁ) a0 L
S(8) S(8)

(d€X es por definicién un elemento de &ngulo sélido con centro en el origen);

luego; V2(+) = - 4Tf5 (r)
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P == [5 (r)] . [volumen] =
[sin dimensién] =3 [5(r)] = [_\E%u_men]

)  fff 6(r)es
3

e) La ecuacién de Poisson €s:

Qv

Eeo

il

k
pero v +

luego ka( —:—) --_f£

N

a8 (r) = - £

650
Sgﬁ bRk S (r)dE =[J5’f 9230 - =2

pm = 3

luego: vV =

PROBLEMA 7.-
Se tienen dos planos paralelos infinitos de ecuaciones z = % y

z = - —%—, respectivamente, Entre ellos existe una distribucién de carga de
densidad §=¢ (z); fuera de ellos, el vacfo. Calcule el campo eléctrico en
todos los puntos del espacio, Aplique al caso en que P es constante.

Resolucidn.

Resolveremos el problema por varios métodos, dada su simplicidad
y su fuerte simetrfa. Las siguientes observaciones nos serdn dtiles:

a) Puesto que § depende sélo de z, y como la distribucién de carga es plana
e infinita, serd sélo funcién de z.

b) La distribucién de carga puede suponerse compuesta por planos paralelos
de espesor N z' que ocupan el volumen correspondiente a la distribucidn; a
estos planos se les puede asignar la densidad de carga @ =@ (z') de la si-
guiente manera:

f(z)yaQx Ay Dz

o((z') Az

o(z)=¢() Az

(hemos acentuado las variables de integracidn para distinguirlas de las varia-

bles de observacidn, es decir, las que describen el punto en el que medimos el
campo eléctrico).

Aq
Aq
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c) Como el campo producido por un plano infinito con densidad de carga unhiforme
es perpendicular a &1, no depende de la distancia a é1, y es simétrico con respec-

to a €1, en nuestro caso se cumplird que:
- A
i) E serd colineal con k (perpendicular a los planos);

-l
i) para 1zl -;— , E serd simétrico con respecto al plano z = 0

(Tgual y de sentido contrario),

-
iii) para Izl % , E serd constante.

(Estas dos Ultimas observaciones surgen del hecho que para lzl ¥ % , E serd

la suma de tos campos producidos por los planos definidos en (b); puesto que
estos campos no dependen de la distancia al plano que los produce, entonces, pa-
ra 1zt > %, toda la distribucién de carga se comporta como un solo plano, que

se obtendrfa juntando todos los planos en uno solo).

. - >
d) para el caso g = cte,, por simetrfa, E serd cero en el planoz = 0,y

serd simétrico con respecto a este plano para z ¥ O,

Fig. 20 Fig. 21

= 3
Sea R(z) el punto en que qQueremos calcular E; para z<%

] i dq(P) R
L‘T”’o IFEI3

d E(z) =

dq(P) = §d8' = @ r'dr'd @' dz'
' A
PR=R-0P=zR-rcos@? - r'sen?'_j-z'/k\

IPRI = \[(z - z')2 + r2
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- _ 1 _f tdr'd ?'d ' A , A , o~
dE(z) = Lms, [(ziZI;Z N r';]3/2 [(z -z')k - rlcos@' i - r sen(pJ]
o 2 0 .
E(z) = I gz g d E(z)

P=0 z=-3r =0

Integrando segin @' resulta;

a )
- Q 2 ld [ 1)dz!
E(Z) = rar’ (z-z Z
2¢, [(z-z') +r
z'= - 2 r'=0
2
integrando segin r', queda:
a
- " Z
() = S5 S 2oz P ()
- !
o Ja (z-2')
2
3 z - 2 si z> 2!
pero V(z-2')" & lz-2'l = z' -z si z<¢ 2
] sl z=2'
luego es necesario dividir el intervalo de integracién ( - % R -g- ) que reco-

rre z' en 2 regiones:

(-%\‘ 2'¢z) y (zsz's%); es decir:

A~ r” a
E(z) = TkE jz @)z - 2042 + (2 P(z')(z - z')dz’
° a (z - z') (z' - 2)
L -2 ;
- a2 3
E(z) = 2:0 { [ ¢ (z')dz' - S p(z')dz! ]
_% ,
Para z » 2,
2 A a
£(z) - K S’ ¢ (z')dz",
o

o

y para z £ - % , E(z) serd igual pero de signo opuesto, pues la integral debe
real jzarse en el otro sentido,
En el caso en que ? = cte,:

a
para lzl € »

E@) = 5% [9(“;)-9(%-1)]

x>
“o
N

E(z)

™
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y para z)

£(z) = k_z_g_a_

o

Nl

(e
foura w3, Bw--Rte
o

29 Método: teorema de Gauss (para Izl b%

a8 E
”’
"
a—CILINDRO RECTD DF BASE AS
] ]
] ]
t 1
a i | P=P(z)
I" ' - e '
/ oo T
/1 '\~~ o’J
' ' ~---.---' ! - e e

d§"

Flg. 22

Recordando las observaciones (c) y aplicando el teorema de Gauss
al cilindro recto de base AS de la figura:

& £-at3 ém pds

cll

a
2els =L A5 gz Q (z')dz'

o
_a
?
a
. 27
luego: E(z) = Z J ¢ (z')dz! (para z > % ),

ofo

y cambia de signo para z ¢ - % .

Este mismo método se puede aplicar para lzl < -;— , en el caso en

‘ que § es constante:

Recordando que E es paralelo al eje 0z y la observacién (d), y aplicando el
teorema de Gauss al cilindro recto de base AS de la figura (notamos que las
bases del cilindro estdn a igual distancia del origen):
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,

?f
e o > - +z

I)-ct:,.

—-——— sh--g. ---.

Fig. 2

ﬁ Eras-L ﬁ P dE
cit(sup) ° cil(vol)

26AS =1 .Q22 As
&
(o]
- ~
Luego E '%—L—k
(o]

38" Método: ecuacién de Polsson, para §= cte, y 1zl & %

Dentro de la distribucién de cargé, es decir, en lzlg -;- , Se
tiene: .

pero V = V(z), pues la distribucién varfa con z y es Infinitas

2
d e
E —L = -
ntoncgs dz2 &o
a .. + K
dz &

PeroE= -9V =- %% X vale cero para z = 0 (ver observacién (d)).

Se tlene entonces, suceslvamente:

) =0
dzlz=0
K=20
o Pz
dz &

2
ve-2£22 L w



Este método no tiene ventaja alguna para lzl) %—, porque para

determinar las constantes de integracién se necesita conocer el campo eléctri-
co en algln punto del espacio,

4o Método: superposicidn de planos {para lz!1> % )

Recordando las observaciones (b) y (c), podemos reducir toda la
distribucién de carga‘a un solo plano, juntando en uno sélo tecdos los planos
definidos en (b), de tal modo que no se pierda carga; es decir, que si toma-
mos un disco de drea AS sobre este plano y calculamos su carga (@ A S),
ésta deberd ser igual a la carga total encerrada por un cilindro con este mis-
mo disco de base, y de altura a, en el caso de ja distribucidn maciza anterior:

~. AS
~_ -
\ \\_— P(Z) / @
t PLANO EQUIVALENTE
. DIFTRIBUCION
e MALIZA
Fig., 24
TAs - m 0 (2)d8
cil a
7

TAs =AS g (z')dz’

g = S % (z')dz!
S

Aplicando e! teorema de Gauss a un cilindro que es cortado por es-
te plano, y recordando la observacién (c):

(5’& E-d8=_1.0As
&O
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E v
-, AS
A .
I
‘E_'

Fig. 25
26AS = - o As
2
E = k
2 &,
a
2
E=__K (z') dz! , para z » 2,
25 S ¢ 2
© a
2

v cambia de sentido para z < - %,

PROBLEMA 8. -

Se tizne un campo eléctrico constante y uniforme er todo el espa-

. . _—_h .:/\ - . 7 .
cio (vacioj, B, = E k, en que £ es un vector unitario segin e) eje 0z,

Se introduce luego una esfera de material dieléctrico de constan-
te dieléctrica &, y de radio R, Como consecuencia de esto, el campo eléctri-
co se deforma. Térese el origen de coordenadas en el centro de la esfera, LI4-
mase rew:én | a1 interior de la esfera, y region Il al exterior,

a) Se sabe {esto es urn dato) que la solucién para el potencial en ambas regic-
nes se escribe, en coordenadas esféricas:

V, = A, r cos & + B, €05 8 (r ¢ R)
| £
1 1 ‘:2_— .
vV =
Vi) = A2r cos 9 + B2 COZ 6 (r »R)

r

Calcule las constantes Ay, AZ’ B], BZ'

b) Calcule el campo eléctrico en el interior de la esfera,

¢) Calcule la densidad superficial de carga de polarizacidén sobre la superfi-
cie de la esfera, :

Resolucidn.

a) Para cadlcular las cuatro constantes, escribamos las condiciones de borde
para el problema: '

i) El potencial debe ser finito en todas las regiones del espacio (sal-
vo en el infinito), pues el campo eléctrico debe estar bien definido en todas
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P(r.0,0)

€S (dicial)
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Fig. 26

ellas (no se han introducido cargas puntuales).

ii) Para las regiones del espacio muy alejadas de la esfera, la distor-
sién del campo producida por la esfera debe desaparecer.

iii) El potencial debe ser continuo sobre la superficie de la esfera,
pues, de no ser asi, el campo eléctrico estaria indeterminado sobre ella,.

iv) En la superficie de la esfera, la componente normal del vector
desplazamiento debe ser continua, pues alli no hay carga libre.

Con estas cuatro condiciones de borde nos serd f4cil calcular
las constantes,

El potencial es:

Vi = Ajrcos 8 +B 593—2 » T &R
r
vV =
= cos 8
Vi A2 r cos 8 + B, ) , r >R
La condicidn (i) implica inmediatamente:
B]_O ---------------------- (I))

pues, de no ser asi, el potencial serd infinito en r = 0,
La condicidn (ii) es:

- -
lim E = E
r—»00

para r —» o0,

vV = VII —_— A2 r cos 8 = A2 z

-
3

luego: -VV=- Azllz
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y esto debe ser igual a E .

luego: A, & = [ =-cecemcccccccmccccmccncncnna (2)

La condicién (iii) es:
V,(R, 0) = V, (R, @), para v 6.
Vl(r=R) =Al R cos ©

=R) = - cos 8
V”(r = R) EOR cos & + B, :

RZ
igualando y simplificando por cos @, resulta:
8 ,
RA == ER+ —2 . —cocmmmomomomm—aoa- 3)
1 (o] 2
R
La condicién (iv) es: _

D,y (r=R) = it (r = R) para Vae.
- - . N
D, = &6y Ey = - && VVl, y lo mismo para D”:

- CAR
Oy = 0y " 7= - 88y —T—

- oV
D, = T=-¢ 1
ntl ] ° Jr

aV| ov

: = 1 v
-&& 3—— = - & %]

o ]

r r=R ° r r=R

86, Ay cos 8= - §_ (=E_ cos © =2 B, 258
28
luego: EA] = - By - 2. e (&)
R3

Las relaciones (3) y (&) forman un sistema de dos ecuaciones con
dos incdgnitas: Ay y By ; resolviéndolo, resulta:

3E
Ap =-=2 Seemssmssscse-- (5)
£+2
E. R3
B, = =R (e-1) .. (6)
£ + 2
y el potenclal se escribird, finalmente:
V'=-l& r cos 8 , r R
Vs er2
Eo R3 (6 - 1)
= . o cos @
V”— E, r cos & + T 13 » 2 , r >R

b) Para calcular Ej, conviene escribir V, en coordenadas cartesianas:
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E
V|=-3°z
&+2
luego:
a ~ dv,
EI = - vv, = -k ren
£ = 3B
! §+2

c) Se sabe que =P, (r =R), v e.

°©k 9

o -l -
=&, E, +P =86, E|
- -

P =ty (a-l)El

Pp=6,(6 -1) E,

n
E 3V,
ero = -
P A T
3Eo
En r=R -&TE cos @
3E,
luego ob =& (& - 1) =5, cos )

Un répido chequeo nos dice sl hacemos desaparecer la esfera,-es
decir, ponemos & = |, todas las ecuaclones nos dan los valores esperados:

Vi = Yy
E . - tl I = Eo
o, =

. Es Interesante notar que EI es uniforme y colineal con g;, pero
de médulo menor, pues, en general, & > 1; esto se debe al campo uniforme que
las cargas de polarizacién sobre la superficie de la esfera producen en gon-
tra de E; (pp = 0). Puede definirse entonces un "'campo depolarizante' Edep'
como;

- -
!hep *E, - E
también es posible definir un ''factor de depolarizacién' L como

k3

B, =LP
8o Egep = P

en el presente probiema, es f4cil calcular L;, en efecto,
= 3 - 3 = I3 - 3 = Er - ] E
Edep 'Eo El Eo E%I Eo : ¥ 2 Es

Sk dep = P = Le (e - NE,

luego: fhep tee -1) 3E
& + 2

g -17= - £ -1 -
A ZEO L& 2 3Eo
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fuego: L= %

También es interesante notar que el potencial fuera de la esfera estd consti-
tufdo por la superposicién de dos términos: uno es ~ E, r cos 8 = ~ E,z, que

es potencial debido al campo uniforme E,original; el otro término,

Eog R (6 - 1) _cos @

. 2 , que es el que da cuenta de la distorsién del
r

& +2
campo, es idéntico al potencial que producirfa un dipolo en el origen de la
esfera, si su momento dipolar P fuese:

Poumeg 3 (6 - VED,
£+ 2

en efecto, el potencial producido por un dipolo de momento P es
V (?) = . ‘o ?
P Lxg r 3
o
- cos O
v (F)=-—Rs8
P( Pl b er

en que @ es el 4ngulo que forman P y P ; comparando Vp(?) con el segundo
término del potencial de la esfera,

p cos @ Eo RI (6 - 1) cos o

hft&orz (& + 2) r2

3 -
]uego: o = ’41’(&0 Eo R (& I)

& + 2

y, considerando que | 8 se mide a partir del eje 0z del problema, se deduce que
p es colineal con K:

-

"N
Pp=pk.

De este modo, el Gnico efecto de introducir una esfera dieléctrica uniforme en
un campo eléctrico uniforme, es agregar al potencial externo a ella un término
dipolar con origen en su centro y orientado segiin el campo uniforme original,

Se deja propuesto hacer el problema en el caso de una burbuja de
aire que se ha introducido en el dieléctrico de un condensador de placas para-
lelas,

PROBLEMA 9.~

Un condensador estd formado por dos esferas metdlicas de radios a
y b, y cuyos centros estdn a la distancia c, en que ¢ » a,b, Calcule su capa-
cidad, ’

Resolucidn.

ia figura correspondiente serd:



Fig. 27

El truco habitual para calcular capacidades es suponer que una
de las armaduras del condensador tiene una carga +Q y la otra -Q. Enseguida,
‘dada la geometrfa del sistema, se calcula el campo eléctrico en todo el es-
pacio, o bien sélo en la regidén entre las armaduras, Luego se calcula su di-
ferencia de potencial (en valor absoluto) integrando T -dT a lo largo de
un trayecto cémodo (cualquiera) que una las armaduras.

En nuestro caso, dada la simetria del sistema y la aproximacidn
cy a,b, es fécil calcular directamente la funcién potencial sobre el eje 0Ox,
que pasa por los centros de las esferas! podemos suponer que la carga de ca-
da una de ellas estd concentrada en.su centro, de modo que se comportan como
cargas puntuales. (Esto es sdlo en primera aproximacién, ya que los centros
de carga se encuentran un poco desplazados uflo hacia el otro, debido a la a-
traccidn electrostdtica). |

La funcidn potencial sobre el eje x serd:

V(x)=—3— 4 .= . _Q 1. l_ |
4T & x b e (c - x) L1te, X ¢ = x
y la diferencia de potencialj
V(B) = V(A) = _Q [ ] = | ) |
( hite, L c - b c-c+b '5+'c-a

y puesto que c)a,b,

V(B) - V(A) T g [ e a0 JE]

Esta diferencia de potencial es negativa; de modo que su valor absoluto ser&:

S

V]=:|V(B)-‘V(A)I = ﬁg[%+%_%]

Y la capacidad:
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Un chequeo rdpido nos dice que si llevamos la esfera mayor al
infinito y hacemos tender su radio a infinito, (¢ —3p, b —s 0 ) C nos da
la capacidad habitual de una esfera aislada de radio a,

Cy = 4mme, a.

» PROBLEMA 10,-

Un condensador consiste de dos placas metdlicas paralelas, de la-
dos a y b, y separadas por una distancia d; entre ellas existe el vaclo, y

la diferencia de potencial entre ellas se mantiene constantemente igual a V
(nediante una baterfa, por ejemplo).

Se introduce una- placa de material dieléctrico de constante &,

de espesor t(t < d) entre las placas del condensador y paralelas a ellas, en
la forma que se indica en las figuras.

Calcular la fuerza que se ejerce sobre el dieléctrico,

X

a --‘I
s
[
o
|
| |
|
1
..
8
i
|
4

x -r-
g
]

O -f—---_-
h
‘H

Fig. 28

Resolucidn.

Cuando la diferencia de potencial es constante, tenemos:

aw.
Fx = Bx
. E ' ] -C 2
en que: | W, = 5 Ve .
C es la capacidad del condensador; C = C (x)

Para calcular la capacidad, podemos descomponer el condensador
con’ el dieléctrico que lo llena parcialmente en dos condensadores conectados
en paralelo en la forma que se indica en la figura, esto lo podemos hacer
porque suponemos que Sse desprecépn todos los efectos de borde, es decir, se

“supone que el campo eléctrico es siempre perpendicular a las placas Yy
existe sélo en la regidn comprendida entre ellas.

La capacidad de nuestro condensador serd, entonces:
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Fig, 29

Caiculemos la capacidad de A, CA .

Fig. 30

el campo eléctrico entre las placas de A es constante y perpendicular a ellac;
fuera de estas placas, vale cero. |

Aplicando el teorema de Gauss a un cilindro recto de base AS como
se indica en la figura, tenemos: | |

Jf)f~d'§'= Eﬂ I ) ___%i
&
cil “ ©
(hemos supuesto que la carga Q de la placa iiquierda estd uniformemerte distri-
buida); |
Entonces EANS =Q—A—S

&, bx
Luegc;" f: - ‘l?
& DX
La fun;ién potencial serd;
V(z) =-S‘€~ d¥ +C,

N
¢ integrando a lo larqo dri eje z, d ¥ = k dz



Viz) = -j..@.@__ + C,

y la diferencia de potencial entre las placas serd, en valor absoluto:

v, = lv(d) - v(o)l = _Qd__
i V() (0) - &, bx ’
la capacidad es:
- .9
A V ’
]
bé.
N

NN

ik

(2)
é o
Z
0 A Att c; z

Fig. 31

—

dividamos el condensador en 3 regiones; el campo E serd paralelo a Q} apli-

cando el teorema de Gauss a un cilindro idéntico al anterior, tendremos para
las regiones (1) y (3), en que existe sdlo el vaclo,

- .-"h__q
%E-dS—g——-—

luego: E = Thl X
bR\ T X,

: ’ " : -
Para la regién (2), donde estd el dieléctrico, podemos calcular E por conser-

vacién de la componente normal del vector desplazamiento:

-'h-_ -L... ~,
D = e6, E = &6, EK
D =D - &K
M |
&6, E &0l

&ob(a - x)

luego, tenemos para la reqgidn (2)
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o %I Pl

La diferencia de potencial entre las placas serd, en valor absoluto:

2=0

e integrando a lo largo del eje 0z, d =K dz:

l .
A+t | d
V; = S EI dz + S E2 dz + ) E3 dz

Q A
Att
2 Att d
V. =% al-x 5dz+]-—§-§- +Sdz]
o
0 A Att

C o=

B~ V] |
b&, (a - x)

Cg = I
d+t(=-1)

A
C = b&n X + ‘a - x! b &0
d . d+t (=-1)
| &
y la energia: ,I 9
W, = 7 CV
] 2 X Ia_x |
W = V- b & =
v 2 O[H d+t(--l)_]
£ |
Finalmente, tendremos para la fuerza:
Fo= QM
X :Sx
1 2 ] i
F..= 5V b & -~ -
X 2 O[d I-l)]
d + t(';

Un chequeo_répido nos dice que si hacemos & = |, es decir, quitamos el dieléc-
trico, la fuerza se anula, tal como debe ser,.
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Fijémonos un poco en la expresién de la fuerza; como t « d, y
& >1 en general, la fuerza es negativa, es decir, el dieléctrico tiende a
entrar al condensador. Esto es caracteristico del caso en que se mantiene
constante la diferencia de potencial., Notemos que si el dieléctrico tien-
‘de a entrar, la capacidad tiende a crecer, (ver la expresidn de la capaci-
dad en funcidn de x), y por lo tanto la energia almacenada en el condensa-
dos también tiende a crecer. En el caso en que se mantiene constante la
carga del condensador, ocurre todo lo contrario, es decir, la capacidad y
la energfa tienden a disminuir,

Notemos también que la fuerza es constante, no depende de x|
esto se debe a que hemos despreciado los efectos de borde del condensador;
si los tom&semos en cuenta, obtendrfamos una expresidén para la fuerza que
dependerfa de x, y estarfa definida en todo el espacio; nuestra expresion
F, es vdlida sélo para o< x < a, ya que ésta es la hipdtesis que hemos

considerado implicitamente en los cdlculos de (, y Cg.

PROBLEMA 11.-

Un condensador cilfndrico de altura ﬁ'y cuyas armaduras tie-
nen radios ay b (b > a), estd cargado con una carga Q, es decir, una ar-
madura tiene carga +Q, y la otra -Q. Entre las armaduras existe el vacfo,
La armadura interna es un cilindro (metdlico) macizo.

* Se sumerge el condensador en un | fquido dieléctrico de dens |-
dad1? y constante dieléctrica &, a una profundidad h,

Ca]cule la altura a que sube el nivel del 1iquido qué queda
dentro del condensador, en relacidn al 1fquido externo (basta llegar a la
ecuacién correspondiente), Ver figura: . X

Fig. 32

Resoluciodn.

: La diferencia de nivel Ah estard dada porle] equilibrio entre
la fuerza electrostética sobre el liquido y su peso, |

La fuerza electréstética es

IV

F = _.i;_g_
. x x
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puesto que la carga Q se mantiene constante;

o T 2 TC

Calculemos la capacidad C del condensador,

Para ello, podemos considerar el condensador como dos condensado-
res conectados en parale}ai uno serd el que corresponde a la parte sin liqui-

do, de altura yi ~X, y el otro, a la que lo contiene, de altura x3 el dibujo
correSpondiente es el siguiente;

>
- O
>

AT IO XA &

El hecho que podamos separar nuestro condensador en dos conectados en parale-

lo se debe a que suponemos que despreciamos los efectos de borde y la deforma-
cién del campo eléctrico cerca de la superficie del liquido.

Calculemos CB aplicando el teorema de Gauss a un cilindro coa-
xial con las armaduras, de radio r; ag& r £ b:

Fig. 3ﬁ

Supongamos que la armadura interna tiene carga +q y la externa una carga -q;
estas cargas las suponemos uniformemente distribuidas sobre las superficies
de las armaduras, de tal modo que el campe—eléctrico es radiai;

!



O
S B
290 66 Xr ’
Q

P

en que r es un versor radial,

El valor absoluto de la diferencia de potencial entre las arma-
duras serd: |

b
v, = 5 E.dF,
a
e integrando a lo largo de una recta radial, d F=7dr:
b
9 S dr
VvV, = ——r— ar
l 2TC&6, X r
a
VI = 3 Log P.
2TC £& X a
y como. Cp = —E—-, se tiene:
B Vs
- Zﬂaaex
CB ) Log b
a

| La capacidad de la parte A serd andloga a la de B, y para calcu-
larla, basta hacer los siguientes remplazos en la férmula de Cg:

§ —» 1 (pues en A existe vaclo entre las placas)

x — £ - x (pues £ - x es la altura de A).

EntonCeS: C = M
A b
Log 3

La capacidad total serd la suma de CA' y Cg:

21C &
C = ﬂ'bo [f+x(a-1)]
Log;

Un chequeo rdpido nos dice que sl hacemos & = 1, es decir, si quitamos el
liquido, el resultado es el de la capacidad habitual de un condensador cilln-
drico vaclo,

La energfa serd:?
1 Q¢
C



La fuerza que se ejerce sobre todo el liquido que se ha introducido al conden-
sador serd:

Fo. . 9%
x 7 Ox

b

F ._.,Qz(&-])‘LOga
. Ll-ﬂf,a[e-l- x(& - l):l2

Esta fuerza es equilibrada por el peso de la porcidén de l1i/quido comprendida
entre h y x, pues la parte comprendida entre 0O y h es equilibrada por el 1li-
quido externo al condensador,

El volumeh de esta "rebanada' de lfquido es:
= (b2 - a2)(x - h),
pues el cilindro interno es sélido: el peso serd.
p=mg=fFvg
p = P gm(b? - a?)(x - h)
en que g es 1a aceleracién de gravedad, vy P la densidad del liquido,

La condicidén de equilibrio es:

_ b
Pgre (b2 - a®) (x - h) = 2

¢ (-1 log 5
hﬂ'&o[z+ x (& - ])JZ

Un chequeo rédpido nos dice qUe si hacemos & = 1, es declr, quitamos el 1fqui-
do dentro de! cilindro, la ecuacidén nos da x = h, como era de esperar,

Desarrollando y ordenando los términos, se llega a la siguiente
ecuaciédn de tercer grado para x: -

"‘3 (5’ - 1)2 “'XZ (5‘ - ])[Z;Q - hi{s - ])] +x£[£- 2h (& - ])] - hfz -

b
Q?(e - 1) . Log 3

= 0
ure 2@ g(b% - a?)

Esta ecuacidn no puede resolverse sin datos numéricos.

La diférencia de altura con el nivel externo serd:

Ah=x - h,

PROBLEMA 12,-

. Tres esferas metdlicas idénticas tienen sus centros sobre los vér-
tices de un tridngulo equildtero, Las esferas no se tocan entre si.

Cuando los potenciales son (V,0,0), las cargas son (QI’QZ’Qz)'
a) Calcular las cargas cuando los potenciales son (V', V', V'),

b) Calcular los potenciales cuando las cargas son (Q3, 0, 0).



y de aqul:

Ahora podemos contestar a) y b).

a) Llamemos (Q;, Q,, Qé) a las cargas cuando los potenciales son (V',V', V'),

introduciendo estos en (2), resulta:

Q; = c¢cV!' + 2 kV!

Qé = cV!' + 2 kV!

Qé = cV!' + 2 kV?

y de aqui:

Qf ~ Q= Q= (c+2k) V' = (Q +20y) -

Este mismo resultado podriamos haberlo obtenido utilizando el
teorema de reciprocidad de Green, que dice, en general:

;qi Vi = 3ap v,

<

en que las cantidades q:, Vq, q'l, V'I son cargas y potenciales distintos

para una misma configuracién de conductores; 1a suma se extiende a todos los
conductores,

En nuestro caso, podemos hacer:
9, = Q) Q, Q) 5 gy = (@, @, Q)

V, = (v, 0, 0) ;o V= (v,

y aplicando el-teorema_de reciprocidéd de Green, nos da

Q' V=vi(g +20)

| V!
Uy = @ r2) T

Aquf'hemﬁs obtenido una séla de las incdgnitas, Q’I; pero, dada la simetria

del sistema, y puesto que los potenciales finales V'i son iguales, podemos
deducir que:

Q!]'= Q'z = Q'3 ’

en el caso general, cuando no hay simetria, el teorema de reciprocidad de

Green no nos servird para resolver problemas, porque da sélo una ecuacidn:
sin embargo, es util para chequear resultados,

b) Llamemos (2 8,, P ) a los potenciales cuando las cargas son (Q3,0,0);
introduciendo esto en (3), tenemos:
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Resojucidn.

Fig. 35

#

En general, se cumple que:

N = rhaVatrh3 s
qz = CZI_VI + C22 VZ + 023 V3 meme- (])l

93 = C3; Vj + C3p Vg + (33 V5

en que q, y V; son la carga y el potencial de la esfera (i), respectivamente,
Los coeficientes C;. y cij se 1laman de capacidad e induccidn, respectiva -
mentes estos coeficientes” dependen exclusivamente de la geometria del siste-
ma,

Puesto que las esferas son idénticas, se cumplird:

Cp = Ca2 = (33 % ¢

ademds, se cumplird:

c = C,, & k,

12 = 691 = L3 = O3 = Ca3 7 O3

norque cualquier par de esferas es indistinguible fisicamente de cualesquiera
de los otros dos pares. (Hemos usado también la relacién C;; = C.: para los
L . : j — ~Jjl .
coeficientes de induccidn),
El slstema de ecuaciones (1) quedard, entonces:

ql = CVI + k(Vz + V3)

cV

9,

93 = cVy + k(V, + V)

Si introducimos en (2) los datos del, problema, nos queda:

QI = cV

"

Q, = kV

4

kV



i
]
=

0

Resolviendo este sistema, e introduciendo los valores de c¢ y k, nos queda:

i Q3(c + k) ] Q,V (QE + %)
% " 24 ke - 22 02 +0.q - 202
Pt 4% - 2y
5 = g. = Q3k _ Q2 Q3 V
2 Py T T T T 2 T T T 9
cc + ke - 2k Q] +- Q]Q2 - 20.2

El resultado 32 = 53 era de esperar, dada la simetrfa del sis-

tema, ¥ puesto que la carga de las esferas 2 y 3 son iguales (valen cero).

PROBLEMA 13.-

Una distribucién de carga en volumen de densidad P constante ocu-

pa un volumen esférico del centroc 0 y radio R (f’> 0).

A)

C)

étuél es la direccidn y sentido del campo eléctrico en cualqulier punto del

espacio? EI médulo del campo, !gl, de qué variables dependeT

Calcule el campo elégtrico en todo el espacio,

Haga un grifico de IEl (aproximado), -

Calcule 13 diferencia de potencial entre el centro y borde de la esfera.

Se coloca una carga puntual =-Q en el centro de la esfera (Q > 0), y se
la deja libre. |

;Queda o no en equilibric la carga en el centro?

Si estd en equilibrio, es estable o inestable?

La carga ~-Q se desplaza del centro de la esfera, pero siempre quedando
dentro de ellas calcule la fuerza que actia sobre la carga,

Dibuje un eje Ox con origen en el centro de la esfera; suponga que la
carga -Q tiene masa m, y estd libre de moverse a 1o largo del eje Ox,
pero sin salirse de la esfera, Escriba la ecuacidn diferencial del movi-
miento, Demuestre qQue es un m,a.s, Calcule su perfodo, |

s A . o
Se aplica un campo externo E, = E0 I constante y untiforme, en que T

es el vector unitario a lo largo del eje x, La carga -Q estd libre de
moverse a lo largo de este eje. La distribucién de carga no se modifi-
ca, .

Calcule las nuevas posibles posiciones de equilibrio de la carga -Q;
Determine cudl es estable y cudl es inestable.

Discuta acerca del valor de E, para que hayan dos, una, o ninguna po-

siciones de equilibrio.
Haga un grédfico de E = E(x).

Resolucidn,-

Puesto que ¥ es constante, el problema tiene simetria esférica; en con-
secuencia el cgmpo tiene direccidén radial, Como ¢ es positivo, el cam-
po apunta_siempre hacia afuera. Por simetrfa esférica, el mdodulo del

campo, IEl serd sélo funcidén de la distancia al centro de la esfera,r.



a) para r <R
apliquemos el teorema de Gauss a la superficie esférica

y radio r:

froat-fl] £

g (s)

S

de centro 0

en que & (S) es el volumen esférico encerrado por la superficie $S; co-

mo E = E(r) 7, v d T= dS, resulta:

E 4 10 r . T
6o 3

luego: E(r) = fr

36,

A S
’ Feo

b) para r > R
apl iquemos el teoreme de Gauss a la superficie esférica

L | aSi)

en que & (S') es el volumen esférico 'encerrado por S';:

: 2 _ 1 b 03
E*LTr c 3 TR
- 3
luego: E (r) = -ilﬂ—i-

3 & r

. PR

y E= > r

3 &O r

El gréfico correspondiente serd: (ver Fig. 37).

SI

de radio r:
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Fig. 37
E(0) = 0
E(e@) = O

mdximo de E(r) en r = R

La diferencia de potencial eéntre el centro y borde de la esfera es.

O

Vv(0) - VR) = - ‘ E ¢« dr

R

e integrando a lo largo de una recta radial:

0

i@ - v = - | Frar

R 3 &@

2
V(o) - V(R) = IR

6 &

O

3) La carga -Q queda en equilibrio en el centro de la esfera, pues allf

el campo es cero, 9
Para ver si el equilibrio es estable o inestable, basta ver si V Wes

positivo o negativoen r =03 W es la enerqgfa potencial de la carga
-Q en un punto cualquiera (interior a la esfera).

Wir) = - Q V(r)
V(r) = - 5 E

E « dr + C
integrando sobre una recta radial:

V(,-)=_[_ﬁ'_£_ + C

3&o

Vir) = - .SLLE_ + C

6 &6
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W = br
Vv 66, 2
vzw = -ng , bues Q ? y son cantidades Q@SEtEVaS-

Luego el equilibrio es estable, |
Si la carga =-Q se desplaza hasta una distancia v &£ R del centro, la fuerza
que actda sobre ella serd:

es decir, la fuerza apunta slempre hacla el centro de la esfera (era de esperar-
se este resultado, dada la estabilldad del equilibrio en el centro),
La fuerza sobre -Q serd:

F(x) = -9 x

36,

y com0 F = m a, se tiene

pues hemos supuesto el movimiento sobre el eje Ox,

x , of  _

2 36 m ; esta es la ecuacidn diferencial del

movimiento,

El movimiento es arménico simple con centro en 0: 1a ecuacién ge-
nheral de este tipo de movimiento es:

2
Q_.‘?..‘.+wzxzo
2
at
27TC

en que el periodo T es o

en nuestro caso, ) -_-VQ_____ + Juego T = 270 3 &6 m
3& M ‘-af?““
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C) Al aplicar el campo externo E, = E_ i, el campo total seréd
= A ?g’* A ¢
E=E [ + e r para r 2 R
o 3 &
©
’ 3
?=E ?4._.2.5.5_3__, s para r » R
o 2
3&01'

Reescribamos estos campos a 1o largo dei eje Ox:

a) para 0 £ x $R, se cumple;

luego. E = (E, + ‘21"')?

b) para -R&x €0, se cumpie:

iy
luego: E = (E

‘c) para x2R, se cumple:

d) para x £ -R, se cumple:

mp )
|
'

.
—
"
k
N
S

En resumen: (E0+ %—)T,'R$X$R
0

- 3

E(x) = (E_ + iL)
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. Calculemos las nuevas posiciones de equilibrios estos puntos son
tales que E(x) = 1.

a) para -R < x R

£x1 _
E0+ 3&0 = {J

3 &ok0

Xy = - ——17"~'

este punto X, existe siempre que quede dentro de la esferay o sea, tiene
que ser.

luego: - _Q_“' > - R
O sea:’ - E 4:—25Lﬂ- »

esta es la condicién que debe cumplir EO para que haya equilibrio dentro de

la esfera} veamos si es estable o inestable:

vV {x) =-jE'?dx + C

V (x) =wg(E0+3?—Z—)dx+C

O

yd
vV (x) = - Ex - f x + C °

6 &,
_ W (x) =-QV (x)
2 |
luego: W (x) = Q E, x + 3;25_. + K (K= QC)
66,
2
fWix) = W i) . fa 50
d X 33’0
luego el equilibrio es estable,
b) para x > R:
3
R
E{:I +—%— = 0 => X, es imaginario
3 &Oxz |

luego no hay posicidon de equilibrio para x > R,

¢c) para x < -R
3
EO_.__E_..B__E
3 &, X

X = - R —h_
3 \/3& E

O 0

= 0

(se ha escogido evidentemente, el signo negativo de la raiz); este punto x
existe siempre que quede fuera de la esfera: o sea:

3
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luego. TR S ]
O sea, E (.%_ :

que es la misma condicién que habiamos encontrado anteriormente para que hubie-
ra equilibrios veamos si es estable o no;

Pt

V(x)r——sg-?dx-ﬁ-c
3
V(x) = - S(EQ-JRz)dx-ﬁC
3 &O X
- e E oy - RS
Vix) = £ 3—%}_ +
W(x) = - QV (x) '
W(x) = QE, +9'—?=BL—+K (K = - QC)
3 P
2 3
2 d wé} 2 QP R
‘7 i) - dx x i 3 & X

luego el equilibrio es inestable,

Hemos visto que para E_< 32%5_ existen dos posiciones de equi-
0

librio, una estable y otra inestable. Obviamente, para E_ = 0, existe una sola

o
en el centro de la esfera, Para el caso:
PR
E = =
O 350

también existe wuna sola, en x = - R {(verificarlo), pero esta posicidn es es-

table hacia un lado e inestable hacia el otro (este tipo de equilibrio también
se [lama inestable). En el caso:

ey IR .
O 350

=5 hay ninguna posicion de equilibrio, Todo esto se verd claramente en el
c~3dfico:
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E(x)=E,- pR3 '
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O

Fig. 38

(Que E(x) sea negativo, significa que 3 apunta en el sentido negativo del

EJe OX).

Nétese que se podria haber contestado a todas las preguntas con sdlo haber
hecho el grédfico; se deja propuesto al alumno lo siguiente: (a partir sdio

del qréfico):

a) Calcular los puntos Xy Y X33

b) Determinar si son estables o inestables viendo hacia dénde apunta la fuer-
za a ambos lados de cada uno de ellos;: |

c) En el caso E; = 0, determinar la ecuacidn del movimiento arménico simple
y calcular su periodo;

d) Determinar las condiciones que debe cumplir E0 para que haya dos, una o

ninguna posiciones de equilibrio,

« PROBLEMA 14~

Se tienen dos planos conductores paralelos infinitos de ecuaciones
x =dy x = -d, respectivamente, El plano x = ~d estd conectado directamente a
tierra, y el otro, a través de una bateria cuya diferencia de potencial entre
sus bornes es V,. (Ver figura)., La regidén comprendida entre los planos estd
rellena con un material dieléctrico cuya constante dieléctrica & es funcidn

de Xx:

1

g = &(x) = ———g—
(%)% +1

a) Calcule el campo eléctrico en todo el espacio, en funcidén de la densidad
‘de carga o de los planos., |
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b) Calcule la funcidn potencial en todo el espacioy fije la constante de in-
tegracién, (también en funcién de @ ),

c) Calcule ia densidad de carga superficial & en cada uno de los pianos en

funcidn de VY.
d) Caicule el vector polarizaclién P,

e) Calcule 1a densidad de carga de polarizacién, ?p vy la densidad de carge
superficial de polarizaciédn GPP, en las deos superficles del dieléctricos

compare ¢ 5 con O°.

Suponga ahora que los planos no son infinitos, sino que tienen drea A, lo su-
ficientemente grande como para despreciar efectos de borde,

f) Calcule la energfa del sistema,
g) Calcule la fuerza de atraccidn entre las placas,
h) Calcule la capacidad del sistema,

1) Haga un gréfico comparativo (uno sélo) de &, E(x), P(x), D(x); haga otro

gréfico de ?p {(x}.
' g
-dl L L4k /A
iii"’, it — -
+ v
T
V=0= e -

Ffg. 39

Resolucidédn, -

a) Las l7neas de campo fiuyen de las regiones de mayor a menor potencial; en
consecuencia ellas van de la placa x = d hacia la otra. Por simetrfa y porque
las placas son infinitas y homogéneas, las densidades de carga superficial en
ellas, O vy -G , serdn uniformes,

En consecuencia, las lineas de campo serén rectas perpendiculares a los planos
en todo el espacio.

Para satisfacer estas dos condiciones (que comiencen en x = d y terminen en

x = -d, y que sean rectas perpendiculares a estos planos), la dGnica posibili-
dad es que las lineas vayan a través del dieléctrico en direccidén y sentido
- no pueden dar la vuelta por el infinito y llegar a x = -d porque son rec~
tas., Entonces: |

wdi .
E en Ixt > d vale cero



1"

V=0 Fig, LI'O

Aprovechando esto, aplicamos el teorema de Gauss al cilindro dibujado en ia
figuras

-L- -l-= o <
# D ds qlibre= a

cil

se, EAS = s

lueqgo: E=.. /t\
£€
O sea: E=--Z (5-)'2+l T
' be d

b) Toda la regiédn x &-d debe ser equipotencial, pues no hay campo; lo mis-
mo para x > d; es decir:

{V(x £ ~d}) =0
V(x),cl) = Uo
En-d$x$d,V(x)=-(E-d?+C,
e integrando sobre el eje Ox, dF = Tdx:
Vi(x) = -J."_“_' (%)‘ + 1 | dx + C
&0
Vix) = L}G‘ [—ﬁé + X + C
&o 3d2

Para determinar C, puede aplicarse la condicién de borde:

v( -d} = 0
3
...2._. d o= -+ =
]UegO: 450 [3d2 d] C 0
uego: C = ;rg
O



luego:V{x) = %Z [-;- ()é' )2 + 1] + Jd (-d ¢ x £ d)

c) Para calcular o , podemos aplicar:

O
luegozz-;[‘3'+l]+ 5. Vo
& |
g = 3 Eo Vo (en x = d)
2d
En el plano x = -d, 9 cambia de signo:
38 V_
o O
T = e —— nx=-4d
” (e )

(esto es fdcil de demostrar tomando un cilindro que sea interceptado por los
dos planos, y aplicédndole el teorema de Gauss).

d) D = 55E +P

e i
e, E=¢gf +P
P=¢ (6 -1)E
- 4 - 2
P=| —> —— -1 e 1) o (X)) +1 |4
| o Log d
2) o+ ©

e introduciendo el valor de O

> %o o [ 3 - (
8 _

v
|
)
QX
yru
herenrad
-

V- P

d Px
X
X

e ) j ¢

~O
©
|
i

22
= . .d°f
P :
B&OVO

L d3

X3

i) en x = d, n ='T; entonces:
d) =P - 1
T () |_d

36 V
o @ = -2 | 34 (3]



3 & V
~ C o
crp (d} = a2 2
3& V
O O a
d) = e ————— = =
a-p() ™ 5
ii) en x = -d, ﬁ = -?E entonces:
g'ped)="P Il“d
3 &V y)
oo (-d) = °© 0 3_(_'_51._)
P 8d d
2 & V
¢ (-d) = e 2 _ S
o (-d) =+ " 5
) W= T ) q v |
2 9 |
en nuestro caso.
V, = V, q2=Acr-(d)
&V
W=lVoA‘ °© .9
Z 2 d
v = 3 &o V% A
Ld

(podrfamos haber calculado W por otras dos maneras, por 1o menos:

iy

W = -;— SS} D . E dd en que & es toda la regidn entre las

S placas:

1 2
> C V< )

g) Cuando hay campo hacia un solo lado de una placa, se cumple:

2

en qué Q es la carga totaf%dé“féWETEca, y £ es el campo que existe en ese
lugar; la fuerza estd dirigida hacia adentro (las placas se atraen)

F =3 Q

| . dl 2
F=-—;Q‘A-L——&0 [(-—-d) +I]
9 &  V2 A
" F = O "o

16 d2

h) La capacidad del condensador serd:

-

i
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en que Q = valor absoluto de la carga de una placa, y V es el valor absoluto de
la diferencia de potencial entre elios:

c = AT
V
c = 38 %
| 2d
) s f ) = - e [ (§)" 1] 7
© 8d d
&OE(X)—- . [(a-) +l]
36,V 2
P (x) = - “—gg-g"'[:3 - ﬁ') ]
— o 35.0\/0 X 2 2&
D(x) = & + P = - —= [(3-) +l+3-(-§)]l
.20 %
2d
D{x) = _E_Ej_zﬁ. (es una constante)
Gridfico de:
g,E(x), P(x), D(x).
L X
d, '
|
_389\/;1 :
8d - )
|

:

Fiq. 41
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(E1 hecho que &OE(x), P(x), D(x) sean negativos quiere decir que apuntan ha-
cia la izquierda).

Grdfico de ?p(x):

tg q:-é&!ﬁ.

Fig. 42

« PROBLEMA 15, -

Tres condensadores de capacidades C], C C3 estdn conectados en

2!
serie, El sistema estd conectado a una baterfa, de modo que cada condensador
estd cargado con una carga Q.

Se desconecta la bateria y los tres condensadores entre si, {(que
permanecen cargados) y se vuelven a conectar en paralelo,

Calcule la variacidén de energia del sistema; iqué se hizo la dife-
rencia de energia?

Resolucidn.,-

ta figura correspondiente al primer caso es,

Cs

Fig., 43

La energia de este sistema es:

=L (L + L o L
Wi 2Q(Cl , c3)
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tn el segundo caso, la tigura es;

04 . -Q. _03
| V
+01 +02_ +03 |
Fig., 44
La energia de este sistema es:

2 2 2

PR . B S

2 57 \ T, c, C-

Pero se cumplen las siguientes relaciones;

Q2 = CZ V
Q3 = C3 V

Q]+Q2+Q3=3Q

en que V es la diferencia de potencial comin entre los bornes de los condensa-

" " . - F
dores+ la cuarta ecuacidn es simplemente la expresién de la conservacidn de
carga entre el primer y segundo caso, |

De aqui:
_9-_1_ _ 9__2_ _ 3.3_ N Q1 + Q2 + Q _ 3 Q
C] Cy C3 B C] + Co + C3 - C

en que ( = C] + Ly + C3 es la capacidad total de la segunda configuracidn.

Luego C]
Q'] = 3 Q "E"‘"
C2
Q2 = 3 Q S
C
= 3
Q3 3 Q :
2 2 2 2 2
9 Q% (] 9 Q° ¢} 9 Q° ¢
Entonces: W, = -;—( > + T + _2_3_.
C C] C C2 C C3
wz = 2 ¢ ___—.22——_——
2 C] + C2 + C3
AW = W, - W,

D
-
i
N f—
ﬁia
##};\
-
I.....
i
|....
1
|-
N ——
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Desarrollando y reordenando los términos se llega a.

2 - i |
| 2((: (C; - C3 )7 + (g - )7 + Ty (C - c})z)<O

AW =7 Q

Fsta diferencia de energia se ha perdido en forma de ondas electromagnéticas;
recordemos que en ninguna parte tenemos resistencias, de modo que las corrien-
tes que circulan por los cables al reconectar los condensadores es infinita-
mente grande, aunque dura un lapso de tiempo infinitamente pequerio; es proba-
ble, entonces, que '‘salten chispas'' al reconectar, lo que da cuenta de la ge-
neracidn de ondas electromagnéticas, En la prdctica, la resistencia no es
nunca cero, vy la energia que pierden los condensadores se transformard enton-

ces en calor,

PROBLEMA 16, -

Una esfera de radio R y de material no polarizable (& = 1) estd
cargada con densidad de carga uniforme, de tal modo que su carga total es q;

a) Calcule la energia del sistema; | |

b ) Suponga que la esfera se trata de un electrdén: la energia de dste (obte-
nida por consideraciones relativistas) es del orden de 10-13 Joule; ob-
tenga un orden de magnitud de su radio,

Resolucidn,~-

iy -
e sums am W

Fig. 45

a) Sea la esfera de centro O y radio R; aplicando el teorema de Gauss a una
esfera concéntrica de radio r, se obtiene:

4§ E-d3=—1¢
S “o

1EhﬁT2

- 3 . 39
pero § -3-71: RS L TCR3

e’ (para r € R)

?’Ftr3 (pues E es sélo funcidn de r vy es
radial)

> |
O —

wiE Wi



luego E = —EL—?= ! 3 1r r = ar T (r £R)
36, 38, L 7T R 3 41 R3
para r > R
- - q
tE + d S = —
@I 6'0
2 _ 9
L 1T r¢ E ——-—-—80.
luego: E-irm——a—y T
UQQO- q,‘_t gro rz

La energia del sistema serd:

Cff e s

é F . [
en que & es toda la regidén en que existe campo eléctrico, (todo el espacio)

Sea W la energia de la regidén r € R, vy Wo la de la region

r> R, se cumple.

X
l
X
4
X

Calculemos Wy y Wp !

<R
T 1

L g
P2 o

P=0 6=0

-
.
2
£

=
[
l

¢

R
2
S Lmtg,q Eg— a r2 sen 8 dr de d‘?
rO_ | .

_x
|
N |
e
i
Ay
0
A
L
\‘--.—-—-"”
N
\______,_-l-u.\
m
\.,_____,.—r-—\\
Bl
-~
LN
(D
—
O
%
-1
CL
O
1
0

W _ 1 3 —-——3—q ‘ L,LT[-B_S;__
b2 Lhyeg R 5
W, = q2

' Lowe, R

N:E
]
- NI
én
o
S ——
\-—-—-——l\
m
™
.
oy

q 2 |
e r sen® dr do d ¢

X
i
N f—
Qn
O
"r:l




q2
WA =
Z
8MeE, R
2 . 2
: . o9t . . 1y 349
Finalmente, W = s, 2 ( Lo ] ) 0T e, R

b) Para el electrdn se sabe que,
W = 10°13 [ Jou!ei]

q=-1,6* 10719 [Coulomb]

. -12 Farad
¢ = 8,85 10 [ - ]

Q

394

pero R = 20 T & W

3. (-1,6 10719) 4

R metros]
— 717 . 13
20 « 3,14 - 8,85 +« 10 ' 10 [

R a1.38 ¢+ 10717 [m]

R 1072 AC = | [ Fermi]

PROBLEMA 17.-

Se tiene n conductores a potenciales V:, | = l,...,n. En el es-

pacio entre los conductores hay una distribucidn de carga tal que la carga to-
ral es finita. Demostrar Que si una funcidn satisface la ecuacion de Poisson

en todo el espacio, y ademds toma los valores V. sobre la superficie (o inte-
rior) de los n conductores, ella es U(nica.

Resolucidn., -

Fig. 46

Sean S., i =1,...,n las superficies que rodean a los conducto-

res. Dentro de los conductores no hay carga ni campo, de modo que el potencial
dentro del conductor i - ésimo es V;.
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Sea € la regidn en la cual existe campo eléctrico; esta regidén es
todo el espacio salvo el interior de los conductores; en consecuencia la pode-
mos considerar limitada por una superficie esférica de radio infinito, Seo
y por las superficies S; que rodean a los conductores (los elementos diferen-
ciales vectoriales d 3 que hay dibujados son tos que emergen del volumen & ).

Sean El Y 32 dos funciones definidas en el volumen & tales que

satisfacen la ecuacidn de Poisson y que toman los valores V; sobre las super-
ficies S;y es decir:

ro N
= =
M i
|| "
i
}

Sea g} = ﬂ] = 92 :

evidentemente se cumple (por hipdtesis);

@ (Si) =0, ¥i=1,...,n

Probaremos que Y = 0 en todo el espacio,

Se cumple: Vz Y = 0;

una identidad nos dice que.

v (YvY

(V)2 +yp 9t ¥

= ({ ([/)2 (vz‘j/= 0 en todo el espacio)

integramos esta ecuacidén en el volumen @

ﬁ (V V/)z d& =f“ 7 (YVY) ds
) &

pero el teorema de la divergencia nos dice que;

ff V- @V yree = @@ ¢ d&
& S

en que S es la superficie que encierra al volumen & ! en nuestro caso.
S = Sw + ‘ S-I-

luego,

m (V )" a5 - Cﬁ?kj/(ka')-d?f_ Y(VY) - dS
g v

sero LV(Si) = 0, luego:



ror otra parte, puesto que la carga total de la distribucidn es finita, en el
| fmite, cuando nos alejamos mucho, se cumple: (r —p 00 )

lffdecrece con %-, o mds rdpido (pues ﬂ] Y 92 lo hacen) )

digies proporcional a rl

VY decrece con . , 0 mds rdpido

r2

en consecuencia, N
(ﬁ (.f(v Y) - dS =0, ain en el peor de los casos, puesto

S 00
que, en S, , I' = X

Ltuego, finalmente! |
iff wie -

Como (§7{+’)2 es no negativo, no queda otra que.

VY = T
=» ¢ = constante (en todo el espacio)
pero-(ff(si) = 0, entonces.
constante = O
luego: § = 0 en todo el espacio, luego £, = g,

PROBLEMA 18, -

Se tiene una esfera metdlica de radio R conectada a tierra (po-

tencial cero), y se acerca una carga q » 0 hasta una distancia D del centro
(D > R). :

a) Calcule la densidad superficial de carga 0 que se induce en la esfera.
b) Calcule a partir de @ la carga total inducida,

c) Calcule la fuerza entre carga y esfera de dos maneras distintas: wutili-
zando la densidad superficial @ ya calculada,

d) Demuestre que el sistema carga-imagen produce un campo eléctrico tangen-
cial nulo sobre la superficie de la esfera,

Resolucién,-

Tomemos coordenadas de acuerdo al siguiente esquema: (Ver figura

L47).

a) M§diante el método de imdgenes sabemos que la carga imagen q' estd a una
distancia b del centrc, en qQue:



= - b g R
q . -

El potencial en un punto P (r, 8, #) exterior a la esfera serd;

i

V{(r,8,0) ] [3—'— + ac-’-] ;

sor simple geometria se sabe que.

dr 4 2 4+ 2 - 2 br cos ©

]

b

42 - p% + 2 _ 2Dr cos®

-

q' q

! |
Vi(r,8,8) = = sm——————— e, + {
4&(&0 [ b2 + r2 - 2 br cos © \/02 + rz -2 Dr cos 8

v el campo eléctrico en este punto es

= gy~ _1 OV ~ } gy A
2= V = - e - — ——amn - e
: v 5r T de : |

~ero como V no depende de 9, se tiene:

T = A “:__Q__!"*_l IV a
E— Erl" +Ee Eg ar I r ?’a ee »
Nos interesa el campo eléctrico radial E_.
_ . by
Er - ar
- l [ q'(r—b COS Q) . Q(r - D cos é) _
] ATK&O (rz + b% - 2br cos 9)3/2 (r2 + D% - 2Drcos 9)3/2 ]

=sr otra parte, el campo eléctrico sobre una superficie metdlica cargada es;:
= o N,
E = —— 7T ;

o



en nuestro caso:

E(R,0,0) = —BL0) ¢ g7

y de aqui, se tiene:

o R,8.8) = & £ _(R,8,08)

y luego:
o(8) = L-:lq; g' (R-b cos ) . q(R ~ D cos @)
(Rz + b4 -2b R COS 9): (Rz + 02 - 2Drcos 9)3/2
introduciendo los valores de q' y b, y reordenando los términos, se llega a:
q(RZ - p?)

o 2 ) T —
LreR(RZ + D% - 2DR cos §)3/2

b) La carga total serd:

esfera
T P LY
_ 2
a=} | (o) R? sen 0 do dp
g=0 @=0
Q = q(R” - D.l_. R4 4 B sen 0 d@
L4 9T R 72 . 02 ro o oy 372
(R© + D - DR cos 8)
0 0
q - _GR(R% - D2 - T
2 DRVD% + R¢ - 2DR cos 8 [ |q
0 = q (D% - RZ) | i ]
2D D + R D - R
R
Q:'q‘D-=ql!

que es el resultado que esperdbamos,

c) Al exterior de la esfera, todo sucede como si ella se remplazara por la
carga imagen q'; la fuerza serd:

I
Mt:ao(D - b)

) q2RD
b e (D% - l-'tz)2

F =

Calculemos ahora esta fuerza a partir del conocimiento de ¢

cada elemento de superficie d S de la esfera tiene una carga dQ = @=dS; éste
ejerce una fuerza d sobre la carga q;

' ] qo- (8)d S (DE - T)
d F = S 2 . o2 /2
e, (D° + R® - 2DR cos 9)3




Fig. 48
Lt & 4 R(D% + RZ - 20R cos ©)3
y la fuerza total sera:
T 1T |
F = f f d F 3
8=0 @=0

s
I

las componentes de F segun y T se anulan puesto que

21T

sen @
{ w-o
cos P

0

i

fuego.

- 2 2 x
F = q?(R? - 0%) K s ¢ g (D - R cos 8)R% sen 6 db
heee, o R (RZ + D2 - 2DR cos 8)7

_ g R(RZ2 - D% K ‘ (D - R cos 8) sen 6 d@
o= NOER————V —— —

8T &, 0 (RZ + D2 - 2DR cos @)3

la integral puede llevarse a cabo fécilmente haciendo el cambio de variable:
}:== cos ©

de modo que queda:

l=£l (0-RS)dS

1 (02 +R® - 2R § )3

esta integral es del tipo

|
| = _atbx 4« =3 dx + b xdx
J_] (C + dX)B {.] ( 3 L] (C+d)()3
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y cuyo resultado es

| = { - —8a_ 4 . bc _.______ﬁL__——_i) | I
2d(c + dx)z 2d2(c + dx)? dz(c + dx) I_]
evaluando esta expresidn entre los limites y ordenando, resulta

| = 2 (ac_ - bd)

(CZ _ d2)2

3

y sustituyendo los valores originales para a,b,c y d:

a =1>_ . b = - R

|
-
+
A
1o R
il

c - 2DR,

resulta finalmente:

2D
02 - r2)3
y de aqui resultaiF:
> _ q°R(RZ - D?) 2D
2
- RD
F = - - %,

2
4ree (D7 - R2)%
que es el resultado que ya conociamos.

d) El campo eléctrico tangencial sobre la superficie de la esfera es Eg:

e - (L oy,
0 r 46 ‘r=R
es decir, nos basta demostrar que ji!- = 0 3
g8 r =R
) | ( - %‘)q' (2br sen 8) ( -'%-) q (2D r sen 9)

8 M | 12 4 2 - br cos 8)>'% (02 4+ r2 - 20 r cos )32
sustituyendo los valores de gq' y b,.y evaluando la expresidn sobre la superfi-
cie de la esfera, es decir, haciendo r = R, resulta inmediatamente que

aV

=01
%r:R

jo que era de esperar, pues esta es una de las condiciones fundamentales para
que sea aplicable el método de imégenes.

PROBLEMA 19,-

Calcular la resistencia de un tronco de cono de aitura h y radios
basales a y b, en los siguientes casos. |

a) La resistividaa p es constante;

)

S
-

i
R,

0
hl:
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(En by ¢, se elige un sistema de coordenadas tal que el eje z
coincida con el eje del tronco de cono, y el origen estd en el vértice del
cono del cual se obtuvo el trohco).

Resolucidn, -

Hagamos el esquema deil tronco de cono

X Fig. 49

El problema del cdlculo de la resistencia del tronco entre las
bases es muy complicado si se quiere resolver en forma exacta; para hacerlo
tendriamos que resolver la ecuacidn de Poisson con simetria c'lindrica en tor
no al eje z, impidiendo que fuera del tronco de cono exista campo eléctrico,
y con la condicidén de que el potencial sobre las superficies basales sea cons:
tante, | |

Sin embargo, podemos resolver el problema en forma aproximada.
Para esto, supongamos que las lineas de corriente j (y por lo tanto E) son
radiales; por simetria cilindrica (aln en los casos b) y c) )}, las superfi-
cies equipotenciales son casquetes esféricos limitados por la superficie del
tronco de cono. En coordenadas esféricas, estos casquetes estdn descritos por
las ecuaciones r = cte, 0 6gd , @ = 9:

R=cte.  (CUALQUIER A}
G {058

p=9

(CORTE DEL TRONCO DE CONO)
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Todos estos casquetes son paralelos entre si, pues son casquetes
de esferas concéntricas: en consecuencia, el médulo del campo eléctrico en to-
dos los puntos‘ge un mismo casquete es el mismo; en efecto, sabemos que el cam-
po eléctrico E es perpendicular a toda superficie equipotencial; sea AV la
diferencia de potencial entre dos casquetes:

E,

—

Fig. 51

-

av=-F - ah=-F 0l,--F 0ly- ...
pero por ser E radié]- Yy AZ} también, tenemos:
E, ;Agi -84
luego:
Ela‘el = &, Afz = E3A£3 = ... -
pero como sé trata de casquetes de esferas concéntricas,

af} ’=A fz =A‘P3 = e

luego.

Todo lo que hemos dicho hasta ahora puede resumirse asi.
J(r, 0, B) =Jd(r, 0, B8) T

E(r, 6, 8) =E(r ) 7

Para el cdlculo de la resistencia procedemos asi: sabemos que
la corriente i que fluye por el cono es independiente de la superficie que
se tome para calcularla:

i.Is{aJ.dS.g{)‘j.ds:yj'd5=...

(ver figura 2 para notacién de S_, Sp v S); para la superficie S, tenemos

iy

dS = ré sen 0d0dpt
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luego

i
m'-......,:

-T-d'§= Isfm E(r)?~r25en9d9dﬂ?
a 2,%
I E(r) r2 sen 8 d8 df
e=0 @=0 o(r,e,0)

o
i = rlE(r) Ir j sen® d6 d@
=0 ﬂ=0 ﬁ(l",g,ﬂ)

de aqui obtenemos E(r) dado p = p(r,8,0); luego, aplicando que

[fl 3-%= = {f] L eaz,

tronco tronco P
obtenemos R,
a) p =cte. =p
) ' 217 .
i -="—pE—(51 sen® do d
=0 @=0
2 E(r)
i=rpr 27 (1 -~ cosq )
| | P ]
Juego E(r) = )
21 (J=cos ol ) r
2 2
jf[ 1 ——L— —i—- r2 send dr dO d@.

tronco P ‘ll' (I-COSG) I

El tronco estd determinado por:

0£0 & a
0<P €21

: , -
y por las superficies basales z = z, y Z = Z,, que &n coordanadas esfaricas

se escriben:

a
r cosg = Z, = h - 3

y rocos 8=z, =¢ —

LA To5Y D 1
R =SZ J J L}ﬂ."z (]-COS&)Z 2 sean dr deﬂ
, =



20 a “b
R = g S f0s8  dr'  seng do
L (1-cos o) z, r2
o=0 r= Cos6
a
R = . - — 1 - __,,.]_.._.) cos8 send db
Za Zb
27 (1-cos o)
i
R = p(b - a)?_ . sena
- T —— ‘—'_—_2' y
W ab h L(}-cos &)
. : R = p h
Fsta férmula se reduce al resultado bien conociao - ‘I‘taz

cuando hacemos tender el tronco de cono a un cilindro; es decir, mantentendc
a ftijo, hacemos & >0, (b — a), en efecto:

R =

. R(Q);

lim
.....b

cor simple geometria, se ve que;

b -a=h tgq

] Eh2 tgzq, sen2 s 4
] im ——

luego. R. = - vl
% a0 LTrah (a + htga ) (1 ~ cosa)
h 2
RC :: "'*""—P 2 ]Em L 2 sen
LN a a0 (l-cosd)
h - i}
R = P > lim sen’ o -
© L4Ta A*0 cos o (I-cosd)
| 4
R = ph lim Al 5
¢ Lea? 420  (1-cosd )
| | 3 *
. ph i Lsen’q cos o (1' Hopital)
- ¢ Lr“az A-»Q 2(]-cosq)send.
| h
R = i 5 [ im —=&0
. 27T a Ad»0 Jj-cosa
R = Ph Tim ZSeng cos (]’Hop'l_ta-\ )
C zﬁaz ) sen ¢
. ph
“ ‘i'ta2 '
b) P = P, 1;- = %9 r cos 8
21 A
. _ rhE(r) sen® do dp
"7 po S cos@

=0 6=0
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R Z'FTI‘hEgr! Log(secd)

Po
poi
luego: E(r) = —————————
| 29y rh Log(seco )
: 2 *2 '
Entonces; Ri2 = SS‘ —n ——-———-—EELJL—————- 1 r2 sen9drdadyd
Porcos 8 [2 <xh Lf.)g:;(seac.:d)-_l2 r2
tronco
Doh o 4 zb x
R = -*“—-—————?—'—-—'—'fz"“ S I cos JF tg8dedg
[21'!‘h Log(secd)] >
=0 8=0 ' = —=
COS
R=““"""""—"'_"""""“"“""§“ 2T lLog ('E;') g tg8de
[Z'Wh Log(secd)] 0

b
P Log (3)

R = J&h Log (sec & )

En este caso, no podemos hacer tender & =20 (b-»a) sin obtener
un resultado infinito, pues si se toma este limite, el origen de coordenadas
se aleja infinitamente, y en consecuencia, la resistividad crece infinitamente;
la resistencia serfa, entonces, infinita; esto puede verificarse fdcilmente.

2 camld
C) p = po —Tl—x = pD I_sen_ v S

b b2

Puede verse de inmediato que la resistencia serd, en este caso,
nula. La razdn es que la resistividad decrece con r hasta anularse en el eje
del cono; la corriente se ird toda por esta reqidén del cono, y serd infini-

ta.
2Tt d
I sen8dodgd

b2 r2 Elr S
B=0 0=0 r2sen?s

Po

Qq ,
= QJLEE_EILI S do = w
0

Po sen®

y la resistencia es, por lo tanto, nula. -

Hay otra forma de calcular la resistencia del tronco de cono,
que es mds simple pero mds alejada de la realidad. Consiste en dividir el
tronco de cono en '‘rebanadas'' yuxtapuestas; la resistencia total del cono
serd la suma de las resistencias de todas las rebanadas, puesto que estdn
conectadas en serie. .Para calcular la resistencia de cada rebanada, la di-
vidimos en trocitos: estos estdn conectados en paralelo, y por lo tanto po-
demos utilizar este hecho para el cdlculo de la resistencia en la forma ha-
bitual. En este caso tomamos coordenadas cilindricas (r,0,z): |

Sean AR y Az la resistencia y la altura de cada rebanada,
respectivamente; sea ry el radio de cada rebanada; cada rebanada la divi-
dimos en trocitos de altura Az y de base AS; =r; Ar; Af,:



Y
X Fig. 52
La resistencia de este trocito es AR; = p-Jggé
JASY
pz

ARi - r;ﬁriz;ﬂ. ;

dado que estos trocitos estdn conectados en paralelo, se tiene

Z_!r=z-31r =zu_ér.i_ﬂ_ﬂi
. . !

! U r dr d@
AR PAZ

rebanada

27 re
P ; g rdrd@ :
Rr‘ az =0 r=0 ptr,ﬂ,Z) ’

de aqui obtenemos AR, vy luego, integrando sobre z, obtenemos la resiséencia
total del tronco,



a) o = cte = p
2T r
S R S ‘ rdrdg@
AR nAz
=0 r=0
1mri 2 2
R - t . MWz%tqg a
AR PA 2 OA z
AR = EA; ,
Ttz tg
bh
_ b-a
wz tg™d
ah
b-a
. p (b-a)?
aeah m e 2.}
Mab h tg“eql

pero, por geometria, se ve que

luegos R =

Este resultado se reduce al del cilindro en el caso en que d - 0

(b-»a).
L
-~ b) P=pPo F
1 2 AT rt rdrdg h
AR ‘ ‘ PoZAZ
=0 r=0
1 -__h_ 2. Thzte’d
AR PoZ\Z t Poldz
b h
- b~a P,d2
' i} . h zTthtgéa
b-a
p
R = —=——— Log (§)
X htg“eal
2 Z 2
XT + — I
°’ Tt T

También en este caso veremos que la resistencia es cero, por la
misma razén dada anteriormente.



- 2w "¢ hirdrd?
w7 ;
g0 =0  SZPO

)
. _zmet (T
AR p Az r

)
oamet Te
AR p sz 7% 0 T T

luego AR = 0, y la resistencia total es cero,

Fste método de calcular la resistencia del tronco de cone no da
~esultados tan buenos como el método anterior; esto es porque el suponer que
la resistencia pueda calcularse sumando las resistencias de las rebanadas,
implica necesariamente que estamos suponiendo que el campo eléctrico es siem-
ore perpendicular a las bases del tronco; las ifneas de corriente serian, en=
tonces, también perpendiculares a las bases; la corriente no podria ocupar
todo el volumen del tronco de cono sin que las 1ineas de J fueran disconti-
nuas, y esto no corresponde a la realidad fisica.

PROBLEMA 20, -

Un cable submarino tiene una resistencia R por unidad de longi-
tud y no estéd aislado, de modo que la corriente fluye en parte hacia el mar,
que tiene una resistividad r. El potencial del cable V¥ disminuye, por lo
ranto® suponga que existe un eje Ox & lo largo dei cable, de moud que en
x = 0 el potencial del cable es Vg, y &n X = £ el potencial es cero.

Ercuentre la variacidn del potencial! y de ia corriente en el ca-
hle con x: de aqui encuentre la ecuacion diferencial para V{x) y resuélvala,

Resoclucidn, -

Supongamos que en el punto x = x, el potencial sea VYV, y en
x + AAx, sea V - JAYY) {puesto que di’sminuye):

V-8V

x 4 4 2

Fig. 54

Lla calda de potencial entre estos dos puntos debe ser igual a la
resistencia de este trozo de cable multiplicada por la corriente.

(v - Qv) -v= RDOxX) i

luego.

AV = - Ri Dx

entonces,
dV = - Rj
dx
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Debido a que la corriente escapa hacia el mar, la corriente |
del cable serd también funcidn de x: para calcular la variacidén de |1 con
la distancia x, consideremos que, en un intervalo Ax de cable, situado en
torno al punto x, fluye hacia el mar una corriente Ai; el potenc:al en es-
te punto del aab!e es V, y la corriente llega & través del mar a una region
donde el potencial es cero,

Fig. 655

Consideremos primero el caso del filujo de corriente radial a tra-
vés de una '‘rebanada’' de material conductor de espesor A x (mar): la corriente
Ai fluye desde un centro metdlico de radio rq vy potencial V, (cable) hacia
el exterior hasta un anillo de radio rp donde el potencial es Ve

Fig. 56

Dado que la resistividad p de la rebanada es constante,la co-
rriente fluye isotrdpicamente en direCC|6n radial; calculemos la corriente
Ni a una distancia r del centro:

ity

Ai = j - AF

Ai = j - 27t r QA x

Ai =E(r)2nr D x
_d_V_ .
Di ~0"2Tc Ax e
integrando esta relacidn entre r_ y r, se tiene:
r
PR -2——-——'Ai de
b  “‘a ] TAXT T
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Volviendo a nuestro caso del cable submarinc,_vb = 0 vy Va = V 3
r. 5 el radio del cable y r,, es 14 distancia a partir del! cable a la cual

ei potencial se hace cero:

AN ‘a
“V“_Z‘!*rg-ﬂx Lﬁg(rb)
y de aqui.
R T
X a
Log (;; )
di =.g X
dx r

donde r ==°.l es la resistividad del mar, y la constante adimensional K, que

depende del radio del cable y de la distancia a la cual el potencial (en el
mar) se anula, se define como:

(- —2%

Log ( 7o )

el valor de la constante K no puede calcularse sin mds datos, y la supondremos
conocida,

Tenemos entonces las siguientes relaciones:

CW___ .
dx-—- Ri 3
Eij_xnl{!
dx r

derivando la primera con respecto a x e introduciendo la segunda, se tiene:

v . gdl gk
de dx r -
4V _kRy=0p.

y. I

dx

Esta ecuaciédn diferencial se integra de inmediato a:

Vix) = A EXp(\[__- x) + B exp(- ~—-x)

donde A y B se determinan por las condiciones de borde:
V(ix = 0) = v,

vix =€) = 0o

o sea.

VB4 \/—z

+ B e



de aquf se obtiene:

e introduciendo estos valores en la expresidn para V(x) se obtiene:

Vi{x) %WW.E;@_EW__ i’ﬂ\/;KB_— (£ -x) ) qjg{ﬁ—ﬂ

~ &

SN

e ™ -a

E{x) = chaﬁech (\,}v“@jf) Senti {\V/E-i-—!(ﬁ-ﬁ) ] .

PROBLEMA 21 .-

Resuelva ei siguiente circuito.

"*aoo0v > 304
' f;#ql ifliﬂﬁl'
PR e Sof <
20 £k FO00V
. SOV
t; =
Fig. 57

Resolucidn,.~

Resolveremos el problema por dos métodos,
a) Método de las mallas o de las corrientes de circulaciédn,
El circuito tiene 5 ramas y 3 ngdos: por lo tanto existen

N, - N, +1 =3
ecuaciones de mallas independientes. Estas ecuaciones provienen de igualar a
cero la suma algebraica de las cafdas de potencial de todas las ramas de cada
.na de las tres mallas independientes que se escojan: la eleccidén de estas 3



=30~

mallas es arbitraria, pero éstas deben ser independientes entre si. Nosotros
elegimos como mallas independientes ias tres '‘ventanas'' de! circuito {(en un
circuito plano, las ''ventanas' son siempre mallas independientes):

200

(no hemos escrito las unidades de las resistencias y de las caidas de tensidn,
pero se subentiende aqui y en el resto del probiema que éstas son ohms y volts.

respectivamente).
Las ecuaciones gue se obtienen son, entonces:
201y - 200 + 1008, + 30(ly - i,) + 100 =0
30(,!2 - ii} + 56(1, - i3) - 100 = 0
50(13 - 1) + 10k - 50 =0

o bien, reduciendo términos y simplificando:

=31, +8 1y - 515 =10 ,

H

- 51, +6|3 g

de donde se obtiene:

—

2 = 1,66
3 3 & @ 8
5
. =5
(se subentiende aqui y en el resto del problema que las unidades son amperes).

Del dibujo del circuito se obtiene que las corrientes por cada

rama Song
iy =1y = 1,66..
i2 = I, =5
gm0 - dp =g - 3,33
iy, = by - I3 = 0

VN
|
Ao
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&

El valor negativo gque obtuvimos para la corriente 3 signitica

simplemente que ésta va en el sentido contraric al que se dibujd (los senti-
dos de las corrientes, indicados por flechas en el dibujo, se toman arbitra-

riamente para resolver el problema) .

Lla caida de tensidn en cada resistencia serd la resistencia mul-
tiplicada por la corriente que circula a través de ella.

b} Método de Thévenin.

Este método estd basado en el teorema de Thévenin: éste dice que
si un par cualquiera de terminales emerge de un circuito arbitrario constitui=-
do por resistencias y fuentes de tensidn y de corriente, entonces el comporta-
miento del circuito, visto desde este par de terminales, es ldéntico al de un
circuito simple formado por una fuente de tensidn de voltaje & = conectado en
serie con una resistencia R el valor de &, es igual a la caida de tension

que mide entre los terminales del circuito primitivo, y el de R es iguai a
la resistencia vista desde los terminales cuando se corto-circuitan las fuen-
tes de voltaje y se abren las fuentes de corriente del circuito primitivo,

Apliquemos este teorema para calcular la corriente | i ‘que cir-

cula por la resistencia de 100 () del circuito; para poder ap]Ec%Lf-"'él teore-
ma, necesitamos tener un par de terminales que emerjan del circuite, vy para
esto, guitamos la resistencia de 1002 + con esto, queda un par de termina-
les, a y b, que emergen de un circuito formado, en este caso, por resistencias
y fuentes de tensién. Supongamos que la caida de tensidn entre estos termina-
les (tarbitrarios'') sea &~, Y que cae en el sentido en que se indica en la

figura 59, para calcular &6 s aplicamcs el méteodo de 1as malias,

f;hﬁﬁ

las ecuaciones que se obtienen son;i

200 + &, ~ 30 1y + 100 = O

-100 + 30 I, + 50(ip=15) = 0

0

- 50 + 50 (l-1,)+ 10 I3

Hay dos cosas a notar: en primer fugar, puede verse gue no apa-
rece una corriente de malia Ii, como en el método de la parte a), pues el teo-

rema de Thévenin exige que para el cdlculo de &,, los terminales estén abier-
tosy la corriente de malla 1y es, entonces, igual a cero; esto no impide,sin

embargo, que podamos aplicar el método de las mallas para el cadlculo de &,;

en segundc lugar, como consecuencia de esta primera observaciodn, las corrien-
tes, de majilas Ily-e 13 no seran iguales a las que calculamos en ‘la parte al.
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El sistema de ecuaciones escrito mds arriba puede reescribirse

COmoO ;.
8'2 - 5 |3 - ]0 !
~5i, + 6 I3 = §
de donde se obtiene!
_ Lgso _
ao = —55— 21,1

(los valores de 5 e 13 no nos interesan en absoluto), Calculemos ahora la

resistencia vista desde los terminales a y b cuando se corto-circuitan las
fuentes de tensidn; el dibujo correspondiente es:

Fig. 60

Las resistencias de 30, 50 y 10 £ estdn en paralelo, y el con-
junto de estas tres estd en serie con la de 20{2: 1a resistencia total serd
entonces.

I

R =20 + T30 71/50 + 17850

6l0
R 23 2?,5

El teorema de Thévenin nos dice, entonces, que todo el circuito,
visto desde los terminales a y b, es equivalente a:

Volvamos a colocar entre los terminales a y b la resistencia d?
1002 que habiamos sacado, y calculemos la corriente que circulard por ella:

100

(i)

Fig. 62

&



iy = 2
' R + 100
- Lgso.
| 23(%%-&-100)
S
r 3 },66. ..

que es el resultado que habfamos obtenido antes. De esta forma se procede pa-
ra calcular las corrientes que circulan por las demds resistencias. Este me -~
todo es un poco largo si se Quiere resolver un circuito completo, pero es muy
sordctico cuando se quiere conocer la corriente a través de una sola resisten -
cia, especialmente si el circuito es algo grande.,

PROBLEMA 22.-

Considere el siguiente circuito:
‘ A

'ﬁ?ig;'63' Y

a) Pruebe Que la corriente gque entra al nudo A se reparte por las ramas
AR B vy ARaB en forma inversamente proporcional a las resistencias de las ra-

mas, De aqui deduzca:

b) Encuentre la resistencia equivalente del circuito, vista desde los termi-
nales de la bateria, De aqui calcule 1 vy luego Ig.

c) Saque la rama RG' Calcule la diferencia de potencial en circuito abier-

to entre los terminales C y D, Calcule la resistencia vista desde los termi-
nales CD con la fuente & en corto-circuito. De aqui dibuje el circuito
Thévenin equivalente (del circuito hacta la izquierda de CD). Conecte la rama
Re vy calcule g ; verifique que coincide con la calculada en b).

Nota: EI elementa-—(:>—-es un galvandmetro ideal (no tiene resistencia inter-
na).

Resolucidn, -

a) La diferencia de potencial entre Cy D, Vep, puede ser calculada por cua-
lesquiera de las dos ramas. Ro o) RG ’



VCD o= RO IO - RG IG
S '."0 - RG
luego: Tg 'R;

Sumémosle 1 a cada uno de los miembros de esta igualdad:

L+ | = _EQ + ]
lG Ro
IO + 'G ) RG + R0
[ = Tr. !
G O
pero
| = 'O+ lG
| . ! . '
uego., =
| . G RO + RG
b) Calculemos | en funcién de datos conocidos:
A Y
Rs

Fig. 6k

Las resistencias R, y Rg estdn conectadas en paralelo, y son
equivalentes a una sola, Req:

luegoi Req_ = —=

y la resistencla total R serd: '

R R
o G
R = Rc + Rs +-'E;:EE
y la corriente total | serd.
&
I =R .
& (Ro + Rg )

I= e~ »

(RO + R ) (Rc + Rs ) + Ro RG



y de aqui:
EG = Rg * iiG ) (Ro T iEG )(Rcm; Rs )+ Ro Rg
2> Rq
L
, 18 o D
Fig. 65
La diferencia de potencial entre Cy D en circuito abierto es
VeD
VCD =~ VAB = ROEI
pero:
g = (Rg + R, +R_)I
de donde: | ————
Re + Rg + R,
y de aqui
&R
Y O

(D~ R_ + R, + R,

Para el cdlculo de la resistencia R' vista desde los terminaies
CD, hagamos un esquema de las resistencias (la fuente & estd en cortocircui-
to, asi que no la dibujamos):

Fig. 66

Las resistencias R. y Rg estdn en serie, y el conjunto de ellas

dos estd en paralelo con R,, de modo que la resistencia R' sera tal que
I N I
R R. + R, Ry,
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RO (RC ¥ RS )

luego: RT =
R°.+ RC + R

>

El circuito Thévenin equivalente, con la rama Re reconectada se-

R’ C
+ ¥
E e l&) RG.
(o
Fig. 67
de donde R (R +R )
Rlz__(.j_..._.g___._:f‘.__._
Ro ¥ Rc * Rs
Y
&R
' =V TRTROTR
C S
de donde:
'G—RI"'RG
&ERg
C sea: . = ,
G RC + RS RD + RG + Ro.RG

que coincide con el resultado de la parte b).

PROBLEMA 23, -

Calcule la potencia entregada por la fuente del circuito

a) mediante el método de las mallas;
b) aplicando sucesivamente los teoremas de Thévenin y Norton:

c) suponiendo Vee' = 1, calcule V .51 e TI, y amplifique de modo de obtener
Vgt = 26 (método de escalera).
e
1
. 4
£=26

2 b
Fig. 68
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(Las unidades de corriente, voltaje y resistencia son ampére,
volt y ohm, respectivamente).

Resolucidn,

a) Aplicamos el método de las mallas tomando como mallas independientes las
tres ''ventanas'' del circuito:

' NS 4

.. |
€226 _ I,

las ecuaciones que se obtienen son.

"26""']""]“"2:0

H
o

2 -I] + I2 + 12 - 13

o bien:

M
!
o
i
o
O

J
+
PV
N
!
W
J
O

-_|2 +3|3=0

de donde se obtiene

luego la potencia entregada por la fuente es:
P =26 * 16 = 416 Watts,

b ) Los teorema de Thévenin y Norton conducen a que los dos circuitos siguien-
tes son equivalentes desde los terminales a y b,

a

&
|

Fig. 70
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de donde:
R = R
O . O
&
_ 9
P R
O

(el simbolo T@ representa una fuente de corriente io en la diregcién_dada

por la flecha).

El circuito que tenemos es,

26

Fig. 71

y aplicamos la equivalencia entre los circuitos mencionada mds arriba, hacia
la izquierda de los bornes a y a', para darnos,

ab, 4 . cd, .1

Fig. 72

Las dos resistencias de un ohm de mds a la izquierda estdn en pa-
ralelo, y podemos calcular su resistencia equivalente:

1 ]

R
€9 1/1 + 1/1 2

luego el circuito que tenemos es.




_89_

La parte del circuito a la izqQuierda de b y b' puede ser rempla-
zado por su equivalente para darnos: |

Ya.

13

O bien:

Este circuito nuevamente es equivalente al siguiente:

c d 1 e

Fig. 76

- que a su vez es equivalente a:

26+
]
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que es equivalente a:

s d 1 e
26 + . . >
5 _— - _ 1\ s1
d’ e’
Fig. 78
de donde la corriente i que circula por este circuito es.
. __26/5
3/5 + 1+1

Esta es la corriente que circula por la resistencia de mds a la
derecha de nuestro circuito original: con ésta podemos calcular todas las de-
mds corrientes: |

26

hemos calculado la corriente i5:

ig = 2

pero

Veer = Vep * Vpp!
 uego Ly () g
de donde i4r= 4
pero . i3 = ih + iS
fuego i3 =6 ;
pero Ves' = Vac " Ve

luego I i, l - 5 + ] - Ty,
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il
o

de donde iz "
per‘o - I'I = + i3
luego by = 16

luego la potencia entregada por la bateria es
P=26+ 16 = 416 Watts.

c) E] método de escalera (ladder method) es muy similar al cdlculo de las
corrientes que acabamos de hacer en la (ltima parte de b).

Consiste en suponer que Vpp = 1, y a partir de esto podemos
calcular todas las corrientes y por lo tanto la diferencia de potencial VAB“;

este voltaje debe ser igual al de la fuente (26 V}, vy para conseguir esto,
multiplicamos Vpagy por un factor adecuado para darnos 26; dado que el cir-
cuito es lineal, el hecho de multiplicar Vpgi por un factor implica que to-

das las corrientes del cricuito deben ser multiplicadas por el mismo factor
nara darnos los resultados correctos,

Hagdmoslo:
;A .
—t
4 i,
26
- i
suponemos Vopt = |
luego is = 1 3
pero Veer = Veo * Voo
Juego ih;] = (1+1)° i
de donde iy = 2
pero i3 = ih g
luego iy = 3,
pero Vggt = Vez + Ve
luego I*ip = I*i3 + iy
de donde iz =53
pero i] = jg + i3
luego i] = 8 ,



lo que nos conduce a:

H

Vag' = Vap * Vgg = I 102

luego VAB' 13

pero sabemos Que VAB' debe ser iqual a 26, en consecuencia las corrientes deben

ser todas multiplicadas por un factor 2 para obtener las corrientes verdaderas;:

i5 = 2
1, =
i, = 6
o = 10
i = 16

que son los resultados que habiamos obtenido antes.

De aqui obtenemos la potencia entregada por la fuente:

'p =26 + 16 = 416 \Watts,

Este método es muy fdcil de aplicar y es conveniente hacerlo en to-
dos 1os casos en que se tenga un circuito como el que nos dieron en este problema,

PROBLEMA 2L . -

Use el principio de superposicidén para calcular la potencia entre-
gada por cada una de las baterifas en el circuito siguiente;

_ 3 3
+_ _ ' +
10 4 _ “ 20

Fig. 8l

Resolucién.-

SS1o necesitamos conocer las corrientes que circulan por cada
una de las beterias: reduzcamos entonces todo lo posible las resistencias;
es claro que el circuito es equivalente a: (Fig. 82)
las resistencias de 16 y 42 estdn en paralelo, y son equivalentes a una re-
sistencia Req:- |

R om o
€d /4 + 1,116
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3 3
+ +
4
Fig. 82
_ 16
Req = 57
de modo que el circuito nos queda
3 3
+ . +
10 _ 16 16 20
5 5 u

Fig. 83

Las resistencias de 5 vy ]6/5§)i estdn dispuestas en forma de
tridngulo y pueden por lo tanto llevarse a la forma de estrella, con las si-
guientes equivalencias:

C

Rea Y

Fig. 84

en donde.

= Rab Rea

a o
| Rab+Rbc+Rca

Yy CTCIicamente en las tetras a;b,c.



En nuestro caso,

Rab = 3
Rca B Rbc = 16/5
luego - R - 5 - 16/5 - 80
a b
5 + 16/5 + 16/5 57
16/5)°
. o Ue/5) 256
¢ 5775 285
de modo que el circuito nos queda,
3 8 | e 3 .
- | __ 256 =
285 :
Fig. 85
y finalmente:
BPY R 251
? 37 f 57 |
+ 1 — +
10. 20
= | ~ 256 -
285
Fig., 86

El principio de superposicidn dice que, puesto que los circui-
tos son lineales, si se superponen varias causas, los efectos resultantes son
iguales a la superposicidn de los efectos producidos por cada una de las cau-
sas separadamente, Estas frases necesitan mayor explicacidn; las palabras
'‘causa't, ''efecto' y ''superposicidn'' tienen significado muy amplio, y necesi-
tan precisarse mds. Por ''causa' debemos entender cualquier estimulo que se
aplique al circuito; estos estimulos se producen, en general, por fuentes
de voltaje o por fuentes de corriente (en un modelo idealizado, por supuesto).
Una fuente de voltaje es un objeto que mantiene entre dos terminales llamados
bornes, una diferencia de potencial constante, independientemente de la co-
rriente que circula a través de él (se excluye el caso de cortocircuito), Una
fuente de corriente es un objeto que hace circular entre sus bornes (y a tra-
vés de si mismo) una corriente constante, independientemente de la diferencia
de potencial entre ellos (se excluye el caso de circuito abierto). Por "e-
fecto'' debemos entender cualquier respuesta del circuito; estas respuestas
son en general corrientes o caidas de tensidn a través de sus diferentes ra-

mas,
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Supongamos que tenemos un circuito formado sélo por resistencias
y por fuentes de voltaje y corriente, y supongamos que queremos quitar todas
las causas menos una: dada la definicidén de fuentes de voltaje y de corriente,
lo que debemos hacer es, por lo tanto, cortocircuitar las fuentes de voltaje
y abrir las fuentes de corriente, salvo la que queremos dejar. Con esta fuen-
te funcionando, podemos calcular las corrientes y voltajes a través de todas
las resistencias; podemos luego quitar esta fuente y conectar otra, y calcu-
lar nuevamente las corrientes v voltajes a través de todas las resistencias,
y asi hasta hacerlo con todas las fuentes, Los voltajes y corrientes asi cal-
culados son los "efectos debidos a cada una de las causas separadamente'', El
principio de superposicion dice que si superponemos estos efectos, es decir,
si sumamos algebraicamente los voltajes y corrientes debidos a todas las fuen-
tes por separado en una misma resistencia, obtenemos el resultado que calcula-
rfamos con todas las fuentes conectadas simultdneamente.

Es muy importante darse cuenta de que el principio de superposi-
cién es vdlido para los voltajes y corrientes, pues las ecuaciones para estos
son lineales; no ocurre lo mismo para las potencias disipadas o entregadas

por los distintos elementos del circuito, pues las ecuaciones que las determi-
nan no son lineales. (Por ejemplo,

2
p =V

es una funcidn cuadrdtica de V).

Volvamos a nuestro caso, saquemos primero la fuente de 20 Volts,
es decir, corto-circuitémosla:

Fig., 87

Por el método de las mallas obtenemos:

- L s ) 1 —
VI + RI] r (1] '2) 0
ey _ i) o RV =
+ r (i | :2) Rlz 0
y de aqui:
Vy (r + R)

Cortp-61fcuitemcs ahora la fuente de 10 Volts y conectemos la de 20.



Fig. 88

andlogamente, obtenemos:

Vz (f + R)

H

] (R+r')2--r2
VZ Ir

2 (R + r)2 - 4

Dejemos ahora las dos baterfias conectadas;

Fig. 89

el principio de superposicidn nos dice, entonces, que?

_ e
I2 i] 12

(nétese la suma algebraica de las corrientes)

Luego.
v, (R +r) - V,r

R+r) -r
Vz(r + R) - Vor

R+r) <

La potencia entregada por cada una de las baterias serd:
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V& (R +r) = V,Vor
P v, | ‘ | 2
— ] —— e ——————————————————— P
| ! (R+r)2--r'2
y2
5 (R+7r) - VyV,R
PZ B V2'2 B 7 2

R+r)" -r

y sustituyendo los datos numéricos
V, = 10 Volts

20 Volts

251
57

<
|

~
H

256 O
285 ’

~
|

se obtiene finalmente:
Py = 12,8 Watts

P2 o 71,1 Watts.

PROBLEMA 25, -

a) Se quiere energizar un circuito electrdnico por el que circulan 20 mA a
2400 Volts., |

Se dispone de una fuente de tensién de corriente continua de_BODO
Volts que tiene una resistencia interna de 10.000{2 ; vy de un divisor de ten-
sién formado por dos resistencias como se indica en la figura390Q.

Se pide calcular las resistencias R; y R, para alimentar el cir-

cuito de modo que la potencia entregada por la fuente de tensidn sea minima;
calcule esta potencia,

b) En el mismo circuito se quiere ademds hacer funcionar un galvandmetro ideal
(sin resistencia interna), que funciona solamente si la corriente es iqual
o mayor que 20 mA (fig. 91).

Calcular las resistencias Ry v R, para alimentar los dos elemen-
tos haciendo minima la entrega de potencia por la fuente;

Resolucion., -
En ambos casos, el circuito electrénico puede ser remplazado, pa-
ra todos los efectos de los cdlculos de las resistencias, por una resistencia R?

R = 2400 = 120 X IO3 Q1

20x10f3



2400 Vv 2400V
Ry 20 x10-3A R4 20x10-3A
.Ri=10*.n. R_Q_ R“: 10
+ | . " IG‘} 20m A
_V=3000vV | | - V=3000VY
Fig. 90 = Fig. 9l =

a) El circuito es:

- = 400

.+
V=3000V

Fig. 92

La potencia entregada por la fuente serd tanto menor cuanto me-
nor sea el consumo de potencia en todo el circuito; por esto, podemos argu-
mentar que la resistencia R, es innecesaria, y basta, para alimentar el cir-
cuito electrdnico, ajustar la resistencia Ry para obtener la diferencia de

potencial requerida de 2400 V entre los puntos A y B,

| _ Veamos esto mds en detalle; la potencia P entregada por la
fuente es; |

P = V| ;
puesto que V = 3000 Voits es un valor fijo, debemos hacer que 1 sea minimo
para obtener P minimo; esta condicidn de | minimo debe ser compatible

con las ecuaciones del circuito, que se obtienen aplicando el método de las
- maltas a las dos ''ventanas'' del circuito:

- V + Ril + R]j + 32(r - i) =0
De 1la Segunda de estas dos ecuaciones obtenemos:

(R + Rz)i-
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de donde se ve que el valor minimo para | se tiene cuando

= 00
R2 .

El circuito es entonces

_ . ' A
Ri=10*ﬂ. Ri
u . . '
3000y — 1=20x1073A | S R=12x1070n
Fig. 93
y de aqui se obtiene el valor de Ry correspondiente:
20 x 1073 (12 x 10* + 10* +R;) = 3000
luego: Ry = 2 x IO“’()
y la potencia disipada es:
P= Vi = 3000 - 20 * 107> watts
P = 60 Watts
b) El circuito es: .
Rj=107N. Ry
3000V ' '
- | Iﬁ'l R=12x10910)
: (O
Fig. 94

Las ecuaciones para el circuito son exactamente las mismas que
antes, la Unica diferencia con la parte a) del problema surge del hecho que

debe tenerse ahora |
e 2 20 x 1073 A;
la segunda de las ecuaciones que obtuvimos antes puede escribirse:

Ri - RzlG = 0:
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puesto que .
IG = | -1

de aqui se ve que para tener | minimo, hay que exigir que lg sea minimo; es-

cogemos entonces para |, el minimo valor que puede tomar:

l; = 20 x 10°3 A

luego ] | | -3
Rz = R%—- = 12 x ]0’+ . 20 x 10 ~
G 20 x 1073

R, = 12 x 104Q

(este valor es también el mayor valor que puede tomar Rp compatible con 152 20
mA; esto es porque:

IG=2%§Q«?#ZXIO_2A
luego: . |
_ Rzﬁ"‘gﬁ'g%=12x10ho)
| 2 x 10

El circuito es entonces:

1090 R,
3000\7 12x10% 12 x40%0)
) 1,=20%10% 1 11"-'10“10’ A
-l
Fig. 95
que es equivalente a
1090 R4

6x4040N

donde
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Se tiene entonces:

3000 = (10" + Ry + 6 x 10%) x 40 x 1073
de donde: '
Ry = 5 x 103.f)
El valor de la potencia entregada por la bateria es en este ca-
SO,

P = Vi = 3000 x 40 x 10"3  Watts

P = 120 Watts .

PROBLEMA 26,-

a) Calcule el campo magnético sobre el eje de un solencide de largo L vy ra-
dio R Qque es recorrido por una corriente i que le da N vueltas.

b) Un cilindro macizo de largo L y radio R estd cargado uniformemente con
densidad de carga p. Se hace rotar en torno a su eje con velocidad angu-
lar constante w. Calcule el campo magnético sobre su eje,

Resolucidn. -

Calculemos primero el campo magnético sobre el eje de un anillo
circular de radio R:

en nuestro caso.

zk - Rcos¢? - Rsen¢f

d£ = (_Rsend)? + RC05¢T)d¢



-102-

r3

i

T3 = (22 + R2)3/2_

. | P.a_n | . "2
luego  dA xr = i zRcos¢dqd + jzRsenddd + kR d¢

N

. % O 2
2.y _ .1z Rcos¢i + z Rsengj + Rk
W) = (z2 + R2): “*

pues yal
~ {sen¢ |
L } “ = 0;
0 os¢
luego:
I i Rk
H(z) = ! =

a) Dividamos el solenoide en espiras de espesor dz':

Sea m el nimero de vueltas por unidad de longitud

m=1 ,

entonces, en la espira de espesor dz' habrd mdz' vueltas, y, por lo tanto, la
corriente total que circula por esta espira serd

it = | mdz'
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El campo magnético producido por esta espira en el punto 2z se-
rd entonces; -

dﬁ( ) I mdz! RZQ
z h—
Z[kz—z')z + R2]3/2 .

pues la distancia entre la espira y el punto de observacidn z es z-z'; el cam-
po magnético total a la altura 2z producido por todo el solencide es:

N L i
H(z) = S dH (z)
- z2'=0
- NiRZR dz
H =

I{
¥ ™
N
e S
I
o
pr v
N
»
Iru_n1'
pr v
M
i
N
N 1
| N
'——-—-—-J
r—-

(z-2')* +R® |

H(z)

Un rdpido chequeo nos dice que si L —» 0 en esta férmula, obte-
nemos el resultado de la espira; sin embargo, si hacemos directamente L 0
en la expresidn de H(z), obtenemos un resultado indeterminado, pues tanto el
denominador como la cantidad entre corchetes se anulan; pero podemos aplicar
la regla de 1'H@pital:

d ' Z _ z-L ]
- Nik dL |22 4 N
lim H(z) = “%“‘ lim di z 7 R (z-L)° + R
L+ o 7 Lso 4 (L) |
dL
A 2
— Nik R
lim H(z) = =3~ lim w3373
L+ o 1vo [(z-1)2 +r)°
Nik RZ

Il

2 (2 +r%)E

que es el campo magnético que una espira de N vueltas, ubicada en el plano z=0
produce a la altura z=z, |

b) Para el caso de una distribucién en volumen de corriente T, es convenien-
te modificar la expresidn de dH si no lo hiciéramos, tendriamos que dividir

el cilindro maCIzo en espiras de seccidén dzdr, de radlo r variable entre 0 y R,
y cuya posicién en altura varia entre z=0 y z—L' la corriente que circula por
cada una de estas espiras es i = J+dS=pvdzdr=pwrdzdr, e introduciendo esta ex-
presién para la corriente en la férmula |

g | dfx?
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e integrando, obtendriamos el resultado que buscamos: se deja propuestn hacer
este calculg, Lo que nosotros buscamos es la expresidn del elemento de campo

magnético dH producido_por un elemento de volumen dZ que es recorrido por una
densidad de corriente fP

: Tomemos un volumen pequefio, cilindrico, de largo d& y de base
dS, en el cual la densidad de corriente I es perpendicular a tas bases:

tenemos entonces.
i = JdS
idl = ydsd¥ = ydT
y COmoO d& es paralelo a la densidad de corriente, se tiene:
4l =Jd7T.

Sustituyendo este en la formula para dH se obtiene:

P11 JdIxr 4z
M= 3 9

que es la férmula que buscamos; el vector T es el vector que va desde el ele-
mento de volumen d¥ al punto de observaciodn., |
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| F“=6E=f'cos¢'? + r'sen¢‘j + z'k

P=PQ=zk-r' = (z—z')E—r‘cos¢'?—r'sen¢'f

r3 = 1713 = [ (z- ZI)Z |2]3/2
F-o7 olx? - pka?

A

Jd = pw(-r' Sencb'? + r' cos¢! j)

i -

Ix r = pw [r' (z-z') cos¢’? + r'(z-z') senc|>':|} D

y dg = r'dr'dz'd¢' ;

R(z) = drdz' g
. & L
H{z) = %E'Si < - = rtdr!
0 z¢ + rt (z-L) + r!

L)
o
N
o —
H
M
N
N

N
+
- -
N
i
o
N
|
—
o
—
N
]
—
 —
MO
U |

'PROBLEMA 27.-

Una esfera de radio R estd cargada uniformemente con una densi-

dad de carga en volumen p (constante), La esfera rota en torno a uno de SUS
didmetros con velocidad angular constante w.

' a) Pruebe que el campo magnético en el centro es.:

-n_" 2__‘
HO—-3- pRH
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b) Calcule el valor del potencial magnético vectorial A en el centro,

c) Calcule el campo magnético sobre el eje de rotacidédn en un punto situado
a la distancia z del centro de la esfera: haga el cdlculo en aproxima-
cién hasta el 3®" orden suponiendo que z *>R,

Resolucidn,-

a) Tenemos una distribucidn maciza de corriente: en el problema anterior de-
dujimos que para este caso conviene aplicar:

i S Erx r .
dH nﬁi T d€

J

Fig, 101

el vector T que aparece en la expresidn de dl es el vector que va desde el
elemento de volumen dT al punto de observacidn, que en este caso es el ori-

gen; es decir

r = PO =~ QP
F = - r (senBcos¢i + senBsenpj + cosBk )

donde r,8,¢ son las coordenadas esféricas del punto P;

sl

T =pv =0pwx 0P = pwk x QF
TxT-= pw(ﬂlx OP) x PO

-l 2'\

- pudﬁu?'r - r‘k)

=

T x
fx?"'= pw[ rzi?-rz cose(senecos¢? + senGsenqﬁ + coseﬁ)]

- 2 2 2 D + '4 ,
4 = ﬁ resen 9? r cosQ(senGcosil se.ngsentle) I__2 s_enGdrdOdQ

F3
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la integral en ¢ es inmediata, y nos da:

R A (T (R

Ho = ;ﬁ K I { rsenBGdrdG
8=0 =0

N ] ”e

Ho = 3 pwR™K

Ho = 3 pR™w

b)  Sabemos que:

> i df
A=TF T

1

pero vimos en el problTema anterior que:

i dd=TFTd=t
Luego dA = 'Pf-r_‘?c % dC

T=pV = pW.x OP = pwk x OP

d-Ai = “r?r (Tsen9c05¢-? sen@sen@) rzsenedrd9d¢

y el valor de A en el centro serd:
R T 27

ST

r=0 8=0 ¢=0

de donde resulta, integrandc sobre ¢:

il

A=0

il
No debe sacarse conclusiones errdneas del hecho Eye A en el centro de la esfe-
ra sea igual a cero; en realidad, el potencial es igual a cero sobre cual-

quier punto del eje de rotacidn de la esfera. Esto no implica nada sobre los
valores que el campo magnético H pueda tomar sobre este eje, pues, para cal-
cular H a partir de K: necesitamos conocer A en un punto arbitrario del espa-

cio y ahi calcularlo:

y luego evaluar esta expresion en el punto donde queremos calcutar H; por lo
demds, el potencial vectorial A no estd bien definido: puede agregdrsele
un término de la forma Vf, donde f es una funcidén arbitraria de T.

il

I X r
dC °
3

c) dil = 'E%F
by -l - b

il
en este caso, §J = pv =pw x T = pwk X T

- n ” Py
r = r(senBcosdi + sen@sendj + cosek)
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" Fig., 108

' =2k - T
- A ~ A
rt = k(z-rcose) - irsen9C05¢ - jrsenesen¢
i3 = 173
F13 = (zz + rl - erc059)3/2
el producto fx T' es algo largo, y resulta;
s i # o ’ 4 .
ITx r! = pwzsenZGE + terminos segun | vy T;

rd . ’ " | - » L
los terminos segun th Yy ‘? que aparecen en J X T' no contribuyen al campo magné-
tico pues son proporcionales a send¢ o cos ¢, de modo que al integrar sobre ¢,
desaparecen; finalmente queda: |

A(z) = “n r’ r*sen3 6drdod¢
| S (z2 + r2 - 2zrcos0)>/2
S $=0 @O=0
B(z) - %..._, R T tsen30drde
s ‘ (z2 + 2 22rc059)3/2
r=0 =0

Si pudiédramos calcular la integral doble que nos queda: tendria-
mos el resultado en forma exacta; sin embargo esto no es posible, por lo menos
en forma simple. Pero podemos desarrollar en serie nuestro integrando, apro-
vechando que z>» R {por lo tanto z>»>r); hacemos primero el cambio:

- cos@ E 2 c052 '% -]

- con lo cual la integral doble | queda:

| = R T 4 sen30drde
J f [(z + r)2 - lbzrcos? -g-l3/2
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' ' - R 5" rHsen3edrde
T 3 Lzr 2 0 13/2
1 o . i ) [l T (z +r)? 8 ?5]

Lzr |
La cantidad (z + r)Z cosz*%- es aproximadamente?

bzr 2 © . Lar 29___1 2 9
(z+r)2 cos® 3 = ~—;§- cos® 5 L < cos 3 << 1,

pues-% << 1 vy cos? g' estd acotado superiormente por 1a unidad: podemos apro-

vechar entonces el desarrollo en serie:

y sI x<< 1, podemos quedarnos con los primeros términos de la serie; en nues-
tro caso, desarrollamos hasta el tercer orden:

Lzr 2 9 \~3/2 3. bzr 28
(1 - ) COS 7-) =1 +5 2 5 +

_ 6zr .2 8 , 30z%.2 L  , 140233 6 9
—1+d2 SZ+TCOSZ+TCGS >t el

y esto 1o hacemos idéntico a:

2 8 L 8 66,

=} + a cos % + b cos % + C COS ¥

o que define las cantidades a,b,y ¢; hemos introducido también la cantidad
d que es igual a z + r.

Por otra parte,

3 9 = 38 8
sen” @ = 8 sen 5 COS 3

30 « 8 2 9 0
sen’8@ = 8 sen 3 (I - cos E) cos> 5

lo que nos sugliere hacer el cambio de variables:

0 .
7 ~ ¢
de = 244,

y los 1imites de integracién serdn ahora 0 y g :
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R w2 A
| o 16 S g | (__l‘_.._)é. “(l“ca52¢)cos3¢(lmc@52¢ + bﬁ@si% + maséé)ﬁs&ﬁ@d@
fz+r
r=0 =0

Esto nos sugiere nuevamente un cambio de variables:

X
dx

cCos

- sen ¢dé

y los limites de integracidén en la variable x serdn 1 y 0: el signc menos
que aparece en dx lo aprovechamos para invertir el orden de integracidn, de

modO Gue nos queda:

R } M
| = léf —t (l—xz)x3(l + axé + bxh + exb 4 o) dndr
r=0 x=o (z + r)> -

R i
| = 16=f ___Lﬁ“_g (x3 + ax? + bx/ + cx3 -x? -ax! -bx9 ncxgguigga}dﬁﬂ?-
r«0 x=0 (z + r)

La integral sobre x es inmediata, y nos da:

R
|.]6I ............E...._ +g- -‘.'L.. i _a_b_ .+ ... )dr
r=0 (z+r)3

|=&C[___Ei_ + zr2 + 353._7;9_ +___.._.__2823"7' +,_,]dr,
5 Lz + r)? (z + r)? z+r) (z+7r)9

o bilen:

Nuevamente podemos desarrollar en serie cada uno de 105 térmi-
nos que estdn entre paréntesis redondos, pues r/z<<1; desarrollemos hasta
tener potencias octavas de r:

R
4 S 4 r rZ 3 4 3r r r r
| = 2 (V-3x+6_ - 10 +15_ ) +2() -55+15 - 35" )
3023[ z "2 23 Lz 2 2 T
srz r r 23r3 r
+ zz (] - 7-2"""28?) +__3_z (l - }z“) + ln]dr!

y, reduciendo términos:

R 4 4 -
L r 3
| S 0-905 v..)dr

O Z Z
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que se integra inmediatemente a:

4 2/ RN\ R\ 4
I_ISR(.?.) [1_50(;) i]
de dondes

0 =% @ (3 [1-s0(8)" £ o]

PROBLEMA 28, -

El alambre indicado en la figura tiene una longitud L vy estd
recorrido por una corriente I|. Calcular en un punto P cualquiera situado
muy lejos del alambre (r>>L):

a) el potenci’a} magnético vector ?;

b) el vector induccidn magnéticas

c) A partir del resultado de b), demuestre que las Tineas del campo magnéti-
co en el plano {(xy) son circunferencias.

Resolucidn,.-

S -t
a) abemos que 7 ol df
qrr rf

donde r' es la distancia del punto de integracién al punto de observacidn; la
integral se realiza sobre toda la trayectoria que recorre la corriente; en nues-
tro caso, la corriente se mueve verticalmente desde z = - LL/2 hasta z = + L/2;
por lo tanto:

1d2 = 1k dz.
Puesto que el punto P estd muy alejado de esta corriente, pode-

mos considerar a r' como aproximadamente constante y sacarlo fuera de la inte-
gral (r'asr): . |

dz
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pILQ
‘A‘ O
~ Ty

donde r es la distancia del punto P al origen.

| 5i no consideramos a r como constante, el problema se complica;
se deja propuesto hacer el cdlculo de A en forma exacta Y ver:fccar que en
primera aproximacion se obtiene el resultado escrito mds arriba.

b) El cdiculo de B puede hacerse en forma exactamente andloga:

d® xr' pal dfx?

-dB=-_TE r-l3 B % | 4 r3

dZ x# = dz2R x P = dz kx (xT + y] + zKk)

dI XF = di (X_T - Y?) L
a  pHol (G- yT) SE'

| Iu'ege: B & — dz

]
N

Otra forma de obtener este resultado es utilizando la definicidn del potencial
vector A: -

2 z O X 3 Y
y como
O N P
Ax Tr kK = Ak
se tiene
B‘ aAZ A aAz '
o DY - d x J
la dnica variable que depende de X,y y z es %-:
o | | I X X

Ix K2yl et (2 ey?eg2)32 T3

analogamente;.

_ZL. 1 = o ot
E)Y (_r*) f3
de donde:
L 0IL N A
B"_"-_: 3 (Xj -YI)'
Lter |

c) La ecuacién diferencial vectorial para las 1{neas de campo de B es

v »

b

df x B =0

donde dF = | dx "'T dy + & dz;.
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efectuando el producto cruz se obtiene:

.

(dxBy - dyBx)K + B, dzj - B.dz T = D

de donde:-
deY - dy8, = 0
B dz = 0 :
Eydz - 0 |

introduciendo los valores de By y By:

0 .

"
|

Bx

il

By L 3

se obtiene!

x dx + y dy

Q.
N
H i
(- o
h—*—-{

que es la ecuacién diferencial de una linea de campo; la integral es inmedia-
ta a.

cte

~
Il

cte

N
il

y que, para el plano z = 0, se reduce a:

= cte

P

+
~
[

0

N
i

"que es, naturalmente, una circunferencia.

PROBLEMA 29,-

Calcule el campo magnético en todo el espacio producido por las
siguientes configuraciones de corriente:

a) 1dmina de espesor despreciable que l1leva filamentos de corriente en lo di-
reccidn z de modo que la corriente por unidad de dlmens:on transvers ty

(diretcién y) es constante (Fig. 110)

e N

b) conductor cilindrico de radio R que lleva una corriente de densicad 7T
constante (Firg. 111).

c) conductor cilindrico con hueco cilindrico concéntrico (Fig. 112).

d) cable coaxial (Fig. 113)
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e) conductor cilindrico con hueco cilindrico excéntrico (Fig., 114)

Nota. todas las figuras excepto la nimero 110, representan las seccicnes trans-
versales de los conductores; estos son todos infinitamente largos,

Resolucidn,~

Utilizaremos en todos los problemas la ley circuital de Ampére:
deduzcamoslia a partir de la siguiente ecuacidn de Maxwel]:

Vxﬁ‘=f? + -EL%

Todos los problemas que tenemos que resolver son estacionarios,
es decir, no hay dependencia explicita en el tiempo de ninguna de las cantida-

des fisicas involucradas; en particular, esto es vdlido para el vector despla-
zamiento eléctrico; es decir:

20 =1
St

<

Luego Ukﬁ' = J

Consideremos una superficie S cualquiera no cerrada, limitada
por la linea cerrada C; en cada punto de S, estd definido un elemento vecto-

rial de superficie dg, que escogemos en el mismo sentido en que T atraviesa
ta superficie:



Fig. 115

Multiplicando escalarmente por dS la ecuacidn de mds arriba,
e integrando sobre la superficie S, tenemos

Sf Ixd - d§ = ﬂ'ff

S S

El miembro izquierdo de esta ecuacién es igual, de acuerdo al
teorema de Stokes, a
éﬁ"dﬂ
C

mientras que el derecho es igual a la corriente total que atraviesa la superfi-

cie S d2 es un elemento vectorial de longitud de 1la 1fnea C, y la integral
de 1f{nea se realiza en el sentido tal que sea positiva; esto es equ:valente a
la '"'regla del tornillo derecho' para el vector H.

a) Hagamos un esquema del problema:

- 3
F- -
®
o’
&
-
®

Fig. 116

Por simetria, el campo magnético a ambos lados de la 1dmina es
el mismo, pero de sentido contrario:; el vector H es paralelo a la ldmina vy
es perpendlcular a las lineas de corriente que ésta Ileva. Dada esta sime -
trfa de H, elijamos un trayecto de integracién C como e! indicado en la fi-

- gura;
B C D A

fﬁdir‘f . df +I

A B c D

L
+
H
L
Q.
o)
+
\_ﬁ
-y
Q.
1y~
H
|
o
~



-116-

Las integfales de A aBydeCabDson iguales a cero, y las o-
tras dos son iguales entre sit |

C
il alhe - 'I
(%H-di=2+$H-df—2HAy—IYAy=}H——2-IY

C B
- _ lzlyj’,x>o
Luego H =
-.;_ |Y’j‘, x < 0

b) Para este caso y todos los siguientes, dada la simetrfa cilindrica, elegi-
mos trayectos de integracidén que son circunferencias concéntricas con el cilin-
dro: el esquema correspondiente es.

% Teal = fc‘!’§‘

C 5(C) .
H* 2%r = Terl
Jr
H==
Y « Jr oa
H= 77" eg
f = I (-Tsene + Tcose);

para r R,

n"-g"\'
- I}
Q.
(|
|
(/) “Smemmuny,



H = _J.B....z..
2r
. IR 2 -
Y H= 5T ey
2
H = "2‘]%" (-Tsend + Jcos8)

R dZ =
40; dZ =0

l-ue;go' H=0;

para 0 $r¢R,

C S(C)
lt_J_.ego: | H e+ 2%wr = J"l"_l'(r-z - az)
H = J(r® - a%)
padlt -e?)
Y - 2r 6
~ J(r?¢ - a2 ~ __
H = _(r_ T 2 (-?senﬁ + jcos8);

para r 2 R:

\e\
L}
o
o VI

"
—
—
Q.

Yy

Iuégco: H - 21'zr_= J'(R-2 -'a__2)1':
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2
Y e I(Rz - a“ }
) Lr
N L R
y H= 2v 3
2
H = j(Rz-m S (-Tsen8® + Tcoso)
2r
d)
Fig., 119
Para 0g£rghb, | .
e S (-Tsen® + Fcos8) (ver parte a) del problema);
-2

a) con la unica
b¢<rc¢a, la solucidn es también anédlogs a la d: %a parte a)
| ar :
z:;iedad quas b remplaza a R en 1a expresion p

&, fh .
H = 9;% (~isen8® + jcos8);

para agr&R, o
1% H-dal = ({f 545
c 5(C)
Vi
luego. H o> 21cr = b2T - w(r? - a%)J
luego.
I k2,020 4
H = 2[" ( + b
= _ (a% + h% - r2). (-Tsend + jcos8);
H= o
para r % R,

ﬁ J (az + bz - Rz) ’ (“?SEHQ + TCOSQ):
2
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Notese que para r > R, el campo magnético en "'médulo' puede ser distinto de ce-
ro, o cero! el ser negativo, sélo quiere decir que B apunta en el sentido
negativo de 39: y para que sea cero, debe cumplirse que 32 + b2 = RZ (nSte-

se que hemos supuesto que la densidad de corriente J es la misma en ambas par-
tes del cable coaxial): si no hacemos ninguna hipdtesis sobre J, pero supone-
mos que las corrientes son iguales (y de sentido contrario), el campo magnético
al exterior del cable serd nulo: esto es lo que sucede en la realidad en los ca-
bles coaxiales. | |

e) El problema puede ser bastante complicado si se intenta resolver directamen-
te, ya que no hay simetria cilindrica, y no es evidente ningin otro tipo de sime-
trfa: por lo tanto la ley circuital de Ampére no es factible de aplican ya que
para que ésta nos sea util, debemos encontrar un trayecto de integracidén donde:

i) el campo magnético B sea constantemente colineal con di y

ii) el médulo H del campo magnético sea constante todo a lo largo del trayec-
| to. Es claro que no es fdcil de encontrar un trayecto asi a menos que exis-
ta una fuerte simetria, como en los problemas anteriores.

Sin embargo nos salvamos gracias al principio de superposjcion,
vdlido tanto para el campo magnético H como para el campo eléctrico E; es-
to es una consecuencia inmediata de la linealidad de las ecuaciones de Maxwell,

En efecto, dado que la densidad de corriente J es constante, el
campo magnético H serd igual en todo el espacio a la suma de los campos mag-
néticos que producirian dos cilindros paralelos que llevan densidades de corrien-
te T lguales y de signo contrario; uno de estos cilindros (el mayor) tiene ra-
dio R con su centroen 0 vy lleva corriente en el sentido positivo del eje 0Z;
el otro tiene radio a «c¢on su centro en 0', y lleva corriente J en el sentido
negativo de 0Z. g

Fig. 120

Instalemos dos sistemas de coordenadas, (xy z) y (x' y' z') co-
mo se indica en la figura; 1los ejes x y x' coinciden, y los ejes y e y', vy
los ejes z y z' son paralelos entre si; 1los origenes 0 y 0' coinciden con los
centros del cilindro y de la cavidad, respectivamente,
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o Consideremos primero el campo magnético producido por el cilin-
dro macizo de radio R con centro O:

En la parte b), vimos que:

' J—;— (-Tsen® + jcos8), OgrgR

b

HR = 2
| EJ% (-?seng +T0059): r2R
pero como.
X = rcosd
y = rsen@,
se tiene:
% (-Ty +7x), 0sx? +y2gR?
HR = , )
B Ty +Fx), x *Yz"’Rz
2(x2 + y2 )

Para el campo magnético producido por el cilindro de radio a con
centro en 0' que lléva densidad de corriente J en el sentido opuesto, tendre-
mos o | |

Fig. 122
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Dado que ahora tenemos que J apunta hacia adentro del papel,
el campo magnético serd:

!(?yi - l) 1lr(:)‘:“‘:,.){12..|_y|2‘.nsaz
Hy =
2
_..._.__._.-.]_LT Ayt - x'), x124 g2y g2
2()('2+y')

El campo magnético total sera:

Es conveniente prlmero escr:b:r'ﬁR Yy ﬁé referidos a un mismo

sistema de referencia: escogemos el sistema (Oxyz)- el cambio de coordenadas
con respecto al sistema (0'x'y'z') es:

y' =y
x! = x - d
z! = 2z

Dividimos el espacio en tres regiones: la cavidad cilindrica
interna, la reqidén que Ileva la corriente, y el exterior;

i) para la cavidad cilindrica, es decir, para

tenemos:

H = -Z‘I(-Ty+TX) +-2I

y refiriendo todo al sistema que escogimos, se tiene:

(Cy' -7 x')
- .JH A

L

ii) para la regidén que lleva corriente, es decir, para?

v + (x - d)2 », a2
x% + y2g R%,
se. tiene! '
' Ja2  Gy' - 7% T
X' + Y'_

y por lo tanto:

a n | - N 2(x -
-2 ) (e
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iii) para la regidén exterior, es decir, para

x? 4y 5 R,
se tiene;
§. 3 |
2
O sea,
7= 2 “_iZJX_*;iL)]

(X“d)z + yz

fodas las expresiones para H que hemos calculado pueden escri-
birse en coordenadas polares si se desea, pero esto no trae umdmavor simplifi-
cacion,

PROBLEMA 30, -

Un electrdén se mueve en un campo eléctrico que depende del tiem-
po (pero es uniforme en todo el espacio para un instante dado), de la forma

E=E senwt, en que EE | = 104 volt/m v ia frecuencia de la oscilacién es

O
W w/Z X

100 megaciclos por segundo.

i
il

Caicular la amplitud del movimiento arménico simple del electrén
Y SU energna expresada en electrén-volt si la velocidad intcial del electrdn
es Vo = v(t = o) = ek /mw,

Resolucidn,

SUpangamﬂs que en el instante inicial t = o, el electrdn pase
por la posicién ¥ = O con velocidad V.: la ecuacidn diferencial para el

0!
movimliento es?

F = ma
2
O sea. -eE = m-im%
dt
d°r _ ek
25 h senwt ,
dt

que se integra de inmediato una vez para darnos?

d-ﬂ- GE -~
ar = + .Y coswt + K
dt et
donde K es una constante de integracién que se determina por la condicién
inicial o N
ek ek

et I nd O wilin

Vo = v(t = o) = E;? = e T K,
de donde
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La ecuacién diferencial puede integrarse otra vez para darnos:

E

e |

G -l

r = — senwt + C
W |

donde C es una constante de integracidn que se determina por la condicidn
inicial; *

Pt =0) =10

Luego T =0

La ecuacidén del movimiento es, finalmente:

e introduciendo los valores numéricos:

e . ]] CGU]

= 1,8 x 10 . [}EE-]
Volt

£y = 10% | fonf]

W= 27 . 108 [seg'I]_

se tiene!
La energia de este m.a.s. es igual a:
De la expresidn para la velocidad, tenemos que la velocidad méxi-
ma es. |
eE;'
Vmdx, | mw | °
de modo que la energia es:
ezEg

1.
=7 "2

y sustituyendo los valores numéricos se llega a:

E =~ 2 28 [gvﬂ.
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Una particula de masa m y carga q se mueve en campos eléctrico
y imagnético estdticos, es decir, que no dependen del tiempo (pero no son ne-
cesariamente uniformes en todo el espacic); la particula parte del reposo.

Demostrar que la trayectcria geométrica que describe la parti-
cuta no se altera cuando se hacen las siguientes tranformaciones simultdnea-
mented

E » E' = ~E
E - §1 = Eﬁ
m -+ m' = km
qg+q =q

donde k es una constante (la particula parte siempre del reposo y desde el
mismo punto).

Resolucidn,-

La ecuacidn diferencial para el movimiento primitivo es:

2-. - . -
.l =q(E+dpr)

dt2 b
y después que se hacen los cambios es:
.
acr a, di -
m dt2 q ‘(E +'E€ x B')

Sustituyendo las cantidades con prima en funcién de las antiguas,
se tiene; |

gz =9 (f+ge =B

Si se define la transfbrmaciéh de la escala de tiempo siguiente:

_ t' = kt,
entonces -

|

d_ dt’ _
dt!

2 2

dt? di12

con lo cual la ecuacidn diferencial queda;

2""" | .
dF_ - q (e + 9« B),

dtlz dt!

que es la misma que tenfamos antes de hacer las transformaciones! ademds,
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puesto que la particula parte del reposo en ambos casos, tenemos las mismas con-
ciciones iniciales, y por lo tanto las trayectorias geométricas descritas por la
particula son las mismas; sin embargo, hemos cambiado la escala de tiempos, es
decir, la particula se moverd mds rdpida o mds lentamente que antes, segun que

el valor de k sea menor o mayor que la unidad, respectivamente; esto puede ver-

se claro si pensamos que

-n,__f___!_..-
v '_dtl _kv.

o 9

| La hipdtesis de que los campos E y'ﬁ son estdticos la hemos utili-
zado implicitamente; en efecto, si los campos dependieran explicitamente del tiem-
po, al efectuar un cambio de escala en éste Gltimo, cambiariamos inevitablemente
la forma funcional de los campos como funciones de la posicidn y del tiempo; la
ecuacién diferencial que obtendriamos seria distinta a la primitiva. |

Otra forma, quizds mds clara, de resolver el problema es utilizan-
do el formalismo langrangianoc de la mecdnica analitica para particulas cargadas,

Sabemos que el lagrangiano para una particula cargada que se mue-

‘ve en un campo electromagnéticod es: |
L=-!2-m"¢2_—q(ﬂ--'ﬁ'-'¢)

donde 0 vy A se def inen por:

E=-vp-2A

ot
B = mﬂ&_

| En nuestro caso, l1os campos E'y B no dependen explicitamente del
tiempo, de modo que podemos suponer que los potenciales ¢ y A tampoco dependen
del tiempoj en consecuencia, | |

E=- U
Vxﬁ.

Al hacer las transformaciones

Col.
I

o

Ei—t'f? =-& E

E—+ 8 =8,
]65 potenéfales también transforman:

> ¢ =0

Eld-_ﬁ“ = K}

Ll=%ml jz_ql (¢: _-.A‘ Y

'L,

1
N | —
=
-
—
&
e
|
fa'
—_
=1
-

i
>
=Sk
~—
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y multiplicando por Kk,
'm.l. zgizm - .;d;.f.-‘
kL' = m k™ (57) q(é -~ k - A)

vy haciendo el cambio de escala en el tiempo.

gt = kt,
se tiene.
inl EE 2_ _ELII*

Este lagrangiano difiere del anterior en una constante multipli-
cativa, y por lo tanto da origen a las mismas ecuaciones de movimiento, aunque
expresada en términos de t' en vez de t. Esto quiere decir que 1a particula
recorre la misma trayectoria anterior, pero @ una velocidad distinta,

PROBLEMA 32.~

Un haz de electrones de energia cinética & entra a una region
del espacio en que existe un campo magnético uniforme B perpendicular a 1la
velocidad ¥V de los electrones, como se indica en la figura 123.

dCudl es el radio de la trayectoria de los electrones en el cam-
po magnético? ¢En qué direccidn salen los electrones después de pasar por el
campo magnético, con respecto a la direccion incidente? éCudl es la condicidn
para que los electrones atraviesen el campo magnético, es decir, para que no
se devuelvan en fa direccidn en que vinieron?

Suponga ahora que el campo magnético ocupa una regién como la
aue se indica en 1a Fig. 124, ¢Cudl es la condicidén para que los electrones
no se devuelvan en la direccidn incidente? Calcule el dngulo que el electrdn
forma después de salir del campo magnético con la direccidn incidente.

Fig. 123 Fig. 124

Resolucidn.-

La trayectoria que el electrén describe en el campo magnético es
un arco de circunferencia, y lo describe con rapidez constante. Esto puede de-
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mostrarse a partir de la ecuacidn diferencial del movimiento y de las condicio-
nes iniciales del problema; si tomamos t = 0 el instante en que el electrédn
entra al campo magnético, entonces:

v, = vit = 0) = v i
r,= F{t =0) =0

La ecuacion diferencial es:

- il

m = q vxB=-eVx B

2y

donde -e es la carga del electrdn (e > 0); multipliquemos escalarmente por. V
1a ecuacidn diferencial:

m %% + vV =-eVxB "? = 0
luego: g%-' v=20

T

vl = cte.

IVl = cte,

Esto quiere decir que la energia cinética del electrdn no cam-
‘bia en toda su trayectoria.

| Si multiplicamos escalarmente por B la ecuacidn diferencial,
obtenemos.

d? - - r— =
—— = - B . —t
Ul B. e V X B 0
O Sea, - R
av . B = 0
dt
Esta dltima ecuacidn, junto con |71 = constante, constituye la

ecuacidn diferencial mds general para una hélice cilindrica. Para ver esto
mds explicitamente, tratemos de integrar la ecuacidn diferencial; por simpli-
cidad, suponemos que B = BQ, puesto que el campo magnético es uniforme en to-
do el espacio, | | |

Entonces:?

dv

ol

ol
Il
o

O sea:’ - - dv

——
H
-
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pero en t = 0, v, = 0; luego A = 0, entonCes:
dz _
gt - U
z = C

pero en t=0, z=0, luego €=0, La ecuacidn z=0 que hemos obtenido nos dice que
el movimientce del electrdn dentro del campo magnético se realiza sobre el pla-
no z = 0; por lo tanto todo el movimiento se realiza sobre este plano. C(Calcu-
Jemos x e y en funcién del tiempo, directamente a partir de la ecuacidn dife-
rencial:

%% = - %?-?’x k

dv - _ eB (o, _ 4
dt Fr'(lvy J?x)
dvx _ _ gg_v

dt m Y

c sea.

dv eB
dt m VX

derivando con respecto al tiempo, tenemos,

szx _ B E:I. _ eB,2
g¢2 om dt ) Vx
dZV! E_B, ‘_j.zﬁ. = - (E.E)z

que son ecuaciones diferenclales arménicas para v, vy Vg3 es decir:

d2v
2 X
dt
' = B ,
w ===
2
d v
———x-+-w2v =0
dt? Y
estas ecuaciones se integran de inmediato a.
v, = A cos (wt + ¢, ) .
v, = Ay cos (wt + ¢Y),

donde Ay, A, ¢y ¥ ¢, son constantes de integracidn; de aqui:

dx
dt

% Aycos(wt + ¢y),

= A, cos(wt + ¢, )
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que se integran a:

sen(wt + ¢x) + X

X
i

O

£|_<3=- £|x::=-

sen(wt + ¢y) ty,

que son las ecuaciones paramétricas de una circunferencia.

Volvamos al problema de los electrones que atraviesan el campo
magnético; supongamos que el radio de la circunferencia que describen sea R

4/ 4

W

Fig. 123a

F = evB = msz
pero v = wR
R = T
luego B
] 2
pero - & =% myv
__/2&
v m
2&m
] R =
uego B

El 4ngulo @ se determina por simple geometria:

S 9=_a..
en R

aebB

V2me’

Si los electrones tienen velocidad suficientemente baja, reco-

rrerdn una semicircunferencia dentro del campo magnet:co, y saldrd hacia “a-
ey
tr4s" con velocidad ¥V = - vi: la condicién para que esto no ocurra es que:

sen 8 =

R >» a
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: 2m&
o, equivalentemente: """'“‘"‘“EB ? a
| 2_.2p2
O sea: & 3*3 e?B
| | 2
o bien: vy =2
m

De la expresidon para el dngulo @ que forman los electrones al sa-
lir del campo magnético con la direccidn incidente, se ve que mientras mayor ses
la energia cinédtica, menor es el valor de dicho dngulo; es decir, mientras mds
rdpido vayan, menos ''sienten'' el efecto del campo magnético,

Consideremos ahora el otro campo magnético;

Fig. 124a,

consideremos un electrén que entra al campo magnético a la altura y,; describe
entonces una circunferencia de radio R, cuyo centro 1o suponemos a la altura

Ye = Yo * Ry este radio R es exactamente el mismo que antes:

R=VI2H15

PR .

aB

Supongamos que el electrdon tiene la velocidad suficientemente ba-
ja como para devolverse, saliendo por la regidén ''‘plana' del campo magnético; es
decir, el electrdn describe una semicircunferencia dentro del campo y sale ha-
cia atrds con una velocidad ¥ = - vi, a una altura Ys = Yo * 2R
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Se cumple entonces,

para evitar que los electrones se devuelvan, debemos exigir por lo tanto:

Yo > 22

0 sea Yo t 4R >-2a

Pero, puesto que tenemos un haz de electrones, la altura de entra-
da Yo puede tomar cualquier valor comprendido entre O y Za; para evitar que
ninguno de los electrones se devuelva, debemos ponernos en el peor de los casos,
es decir, debemos poner Yo = 03 con esto, resulta:

cBa
v 2 Se

Esta condicidn nos asegura que todos los electrones salen del cam-
po magnético por el borde que tiene forma de semicircunferencia,

Calculemos el punto por donde el electrdn sale; la ecuacidn de la
trayectoria es;

(y = y )% + x* = &

en que y. es la altura del centro de la (circunferencia) trayectoria; (ver Fig,

124a) .

Ye = Yo * R

luego {y - Yo ~ R)2 + X2 = RZ.

El punto por donde sale el electrén es el punto de interseccion de
" 1a trayectoria con e! borde del! campo; éste ultimo tiene por ecuacidn:

Ay - a)? +x% = 8%,

Debemos, por lo tanto, resolver el sistema de ecuaciones.

(y - a)2 + x* = a2

(y - Y, * R)2 + xz = R%

restando:
2 2

o bien,

2
(y -a +y - Yo © R) * (y-a-y + yO+R) = a% - R

de donde.
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2
Yo ¥ 2Ryq
r o s S 2(R + Yoma)

La abscisa correspondiente es;

x, = +V a% - (y, - a)t
Xg = ¢ V 2ay¢ = Yo o s

S

+\/y;(y + 2R)'I4a(R“+ Yo - a) -y;(y0 + ZR)I

e = .
’ 2R +y_ - a)

El d4ngulo 8 puede entonces determinarse fdcilmente, pueS tgo es
igual a la derivada de la trayectoria en el punto de salida (xs,ys):

= gx X=X
tg® ax S
Y¥Y¢

2
(y - yo)o +x% =R

o bien

2 2 2
(y - yo = R) +x" =R
se tiene. -
2(y - Yo - R) dy + 2xdx = 0
de donde;
4 iy
X Y T Yo ~
d Xs
tqf = X 2 v
3 Hﬁ{ > Ys = Yo © R

PROBLEMA |33 .-

"""'Un cable largo, rectilineo, colocado a lo largo del eje z, lleva
una corriente | en la direccion positiva de z. Se coloca un momentodipolo
magnético M = Mg T’ en el eje x a una distancia xp_del alambre,

a) ¢Cu8l es la energia potencial de ™ en el campo magnético del alambre?
¢Qué signo tiene si X > 07

b) Calcule la fuerza sobre M en la posicién descrita, Diga en qué senti-
| do se moveria @ si se le dejara libre, Calcule el troque que se ejer-
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ce sobre M.,

| : . .- mally : .. "'?' : o

c) Se coloca W en la posicién m =mg i. Calcule la energia, la fuerza y
el torque sobre M en este caso.

Indfque la posicidn de . m en la cual tiene:
i) mdxima y ii) minima, energia. ¢&A qué caso corresponde la posicidén del p&-
rrafo ¢)7? - | |

Resolucidén.-

Calculemos primero el campo magnético producido por la corriente:

| d ¥ ‘ ‘- L L )
Por simetria, el campo magnético H tiene la direccidn de €$,

y su médulo H depende sélo de la distancia r al alambre; aplicando la
ley circuital de Ampére al trayecto de integracidn C, tenemos:

luego: X rH(r) = |

y de éQuf:

H = H(r) g‘b

- ] ~ ~
H = o= (~isend + jcos¢).

a) La energfa potencial de un dipolo M puesto en un punto T donde existe
un campo magnético H es:

. ()

En nuestro caso:

N

W = - mOJ.- 21ér (-?sen¢ + Tcos¢)

y en el punto P, tenemos que:



luego
mol
W= - .
Zﬂxp
que tiene signo negativo si xp> 0.
b) La fuerza es:
i
F = W

donde W es la energia potencial del dipolo; en la parte a) vimos que:

" = TQ.!__ ~ cosé
DY - r

y el gradiente en coordenadas cilindricas es:

e
V=€r—a— +—i _9_.+‘i2_3_ ’
dr ' Jé d z

3

e cos €.sen
FeOWs- 5% [:- A -ih——j-]
27T r2 rz

luego.

A
|

y en el punto 0, donde se encuentra el dipolo ®r= xp,¢ = 0, vy Er - i

por lo tanto.

s Dol 7
T 27T 2
“p

Si se dejara libre, el dipolo m se moverfa a lo largo del eje
x, alejdndose del alambre (sélo en el instante inicial).

El torque que se'ejerce sobre M es:

T

-

ullh

T = mOT X'Z?%F’ (-?sen¢ + Tcos¢)

y para ¢ = 0, el torque es nulo!
T = 0.

¢) Orientamos el dipolo segin el eje x:

— H
m=m.l,
0

La energfa serd ahora:

H--ﬁ-'n--m?"—zlﬁ (-Tsen¢ + Jcosé)

O

W=20.
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La fuerza ? es

F =W
m. I send
donde W = 54z * 7 .
L m € senp  €,cosé
I B . ¢
2 [
v en el punto P:
N
2 Mol T
Yale J";2
P
El torque es
venle -la ad
T=mxH
IR S B ~
T = Mol X o= (-isen¢ + jcosé)
t.le_ %
21‘txD

Hagamos un gréfico de la energfa del dipolo m vs, el dngulo &
que forma con el campo magnético H:

W=-mm-+H
W= - mGHCOSG

HmMH[ " """ T T T T Tssssss s

2

Fig. 126

De aqui se ve que la posicidn de mdxima energia es aquélla en que
el dipolo ™ es colineal con el campo H pero apunta en ei‘sentido contrario
a él: en el problema nuestro, corresponde al caso m= - m.J-

La posicién de minima energia es aquélla en que el dipolo es co-

A
lineal con el campo magnético; corresponde en nuestro problema al caso WM = m.j.

La posicién T = m&?’del pdrrafo ¢) es una posicién intermedia,
donde la energia vale cero,
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PROBLEMA 34, -

En el eje de un solenoide por el que pasa una corriente | se
pone una particula P cerca de un extremo, produciéndose en ella una magne-
tizacion M = deH} esta particula no es ferromagnética,

a) Demostrar que P no estd sujeta a torque,

b) Calcular la fuerza sobre la particula, y determinar su sentido segin ella
sea para o diamagnética,

Resolucidn.-

o

—
| \\‘P\\z
\\

Fig. 127

a) Supongamos que el volumen V ‘de la particula sea muy pequefio, o mds pre-
cisamente, qQue las dimensiones lineales de la particula sean despreciables
frente al tamafio del solencide; de este modo, el campo magnético en todo el vo-

lumen de la particula es prdcticamente constante, y apunta en la direccién po-
sitiva del eje z, |

Por'definicién:

i
1S

fuego:

3
I
‘h—--\
N——
|
-
oL
of
I
i
@
=
-

El torque es:

—i¢
!
3
X

= o

=
!

 pde1ﬁ x H=T1.
b) La fuerza es:

F=w
donde W es la energia potencial de Ié particula;

W= -m-~* H

W

- FOXM H2.



-137-

o Por simetria, la fuerza debe tener la direccién del eje z; lue-
go:

AU
dz

F = 7w =

2 - dH

o= - XV 20 28T

HoX 2z
Si la particula es paramagnética (diamagnética), entonces X >0
(X. €0) y por lo tanto la fuerza apunta en el sentido positivo (negativo) del
eje z, 3H2 | |
| | (= < 0 sobre el eje z, ver problema 26).

oz

PROBLEMA 35. -

Calcule la energia almacenada por unidad de largo, W, , para el
cable coaxial de la figura, El cable es de cobre cuya permeabilidad magneti-
ca es j, Yy en el hueco entre los conductores y al exterior hay aire, cuya
permeabilidad es uno.

}
}
t
t
!
|
i
|
|
|
|
!
'

Rescolucion. -

La energia magnética almacenada en un volumen donde existe un

campo magnético H es: .
].a. -
—- + HAT
jff2 8- R

w::
W= £ I”szdr.

_ Tenemos un sistema de referencia (x y z) como se indica en la
figura siguiente. -

El campo magnético H depende sélo de r y 8, y el médulo H de-
pende sélo de r; si tomamos una unidad de longitud £ segin el eje z, enton-
ces podemos calcular (en coordenadas cilindricas) la energia almacenada por u-
nidad de largo; la energia total almacenada en esta regidn de altura £ es:



2® L e
1)
=0 2=0 r=0
o
w=:-3- 2% - & [p(r‘)
0

p(r)Hz(r)rdrdOdz

Hz(r)r dr,

v la energfa almacenada por unidad de largo £ es:

p(r

W
e = Z_% PoT j

0

En el problema 29, part
tico H producido por el cable coaxi
el campo es,

YHE (r)dr .

e ¢), nosotros calculamos el campo magné-
al: para las regiones r¢ ayagrgb,

e
H(r) =

2

-27%-, agsreb

donde J
expresar en términos de la corriente

| = Taty

y luego;

es la densidad de corriente

del cilindro central® ésta es fdcil de
|, que es un dato en este probiema:
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Sin embargo, para las regiones bs r £ cyra» c, el campo mag-
nético que calculamos en el problema 29 no serd igual al de este problema; la
razdn es que en el problema 29, supusimos que las densidades de corriente J
eran iguales en el cilindro interno y en la ''cdscara' cilindrica externa; esto
es incompatibie con el problema presente (donde se supone que las corrientes |
son iguales en ambas partes), salvo en el caso excepcional en que se cumpla:

2 _ 12 . .2

C = 3%,

condicién que, naturalmente, no podemos suponer.
Calculemos entonces el campo magnético para bg& r£ cy r 2z c,

de la misma menera que lo hicimos en el problema 29, Para esto, supongamos
que la densidad de corriente de la ''cdscara'’ cilindrica sea Jt,

Para la cdscara externa tenemos.

=3t (e - bP)

J! = — 2
Tl'(cz-b)

La ley circuital de Ampére dice:

%ﬁ'df == “]‘ d§h

c S (C)
donde | es la corriente total enlazada por el trayecto de integracidn C.

Para b €rg¢c, tomemos un trayecto C de integracidn que sea
una circunferencia de radio r; entonces: |

"

27 rH

l | . (r2 - bz)
H = | -'—3_"“"‘_‘“ )
2.'1! r C - b2 |

Y para r 3¢, el campo magnético es nulo pues la corriente total! enlazada por

Jmal -yt (r2 - b%)
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el trayecto de integracidén es nula,
Tenemos, finalmente, entonces:

| r

, r<&a
2 oy
21 a
| , agLrghb
| 21Tr
H{r) =
I 1{(r? - b%) bercc

Los datos del problema nos dicen también que:

H r £ 3

] a £r £5>b
plr) =

p b<r<£c

I r >, c

- Podemos introducir todo esto en la expresién para la energia al- .
macenada por unidad de largo: | o | |

a | b | J

w£=ptp lr_ 2 rdr + p T | 2rdr + i
° Zﬁaz © 2Tr § '

O

Las integrales son todas inmediatas, aunque algo largas,

El resultado final es:

2 |
H, ! h




PROBLEMA 36.-

B Se construye un electroimdn de hierro como el de la figura, E!
largo de cada uno de los trozos de hierro es a, y su seccidn es circular de
drea S; la permeabilidad magnética del hierro es p, y la del aire es uno.
Los trozos de hierro estdn separados por una distancia b que es mucho menor
que el didmetro del hierro, de modo que los efectos de borde pueden despre-
ciarse, La corriente es i y da N vueltas,

a) Haga un dibujo de las lineas de campo magnético.

b) Calcule la densidad de flujo B dentro del hierro.

c) Calcule la intensidad de campo_magnético'ﬁ en el hierro y en el entrehie-
rro. |

d) Calcule la magnetizacidn del hierro.

e) Calcule la fuerza de atraccidén entre los hierros.

Resolucidn,-

a) Dado que el electroimdn estd hecho de hierro, el flujo queda practicamente

todo confinado dentro de él; en el entrehierro, dado que tiene dimensiones
pequefias, el campo se deforma muy poco con respecto al que existe en el hierro,
Un esquema de las 1{neas de flujo es entonces el siguiente: (ver Fig. 132).

b) El campo magnético es constante en médulo dentro de cada trozo de hierro,

puesto que prdcticamente no se pierde flujo hacia afuera del electroimdn;
las 1ineas de campo tienen practicamente la misma forma del aparato. Calcule-
mos el campo magnético H aplicando la ley circuital de Ampére a un trayecto
que pasa por todo el electroimdn; la corriente total que atraviesa este trayec-
to es Ni. | | |

1& H-d€ = Ni
Luego H]a + sz + H3a + th = Ni,

Pero, por conservacidén de la componente normal de la densidad de
flujo, B,, en cualquier superficie de separacidn, tenemos |

e f e o moms T - . ——— o fELe s e e m o mmm =k dmm = e - o ——— — — i — — =t m P e e e e — —— — ——




B] =Bz=53=8458;
y como, en general, B = pp_  H, tenemos:
B oa+ BB oL, By
P,'IC' ”O ppo ’JO
luego.
5 o ot
2(2 + b)
Y
H’Hs
H'Hg}
.’Bz
HaH,
'nzbq
HaM,
8=0,
Fig, 132
c) El campo magnético H dentro del hierro es;
Sy, = B N
T U T2G + b

y en el entrehierro es:

' B N i
H = H = ee— T Srnee———
2 b Ho 2(2 + p)
| H
d)  Sabemos que:
B = i + F
y también:
M =_;Jé7(l-T
B = Po(] '?'_X)ﬁ = pgpﬁ
M= pHoR = poH = po(p - 1H
-1 }Ni
Luego M = Ef(i___)___l_
2 (a + bp)

En realidad, puesto que p>>1, se tiene que p=lap; IUET’:
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H'i.l FOPﬁ = g.
e) 'Si suponemos la corriente i constante, la fuerza es
F = VW

donde W es la energfa almacenada; consideremos la distancia b como variable
y llamémosla x:

Por simetria, la fuerza tiene la direccidn del eje x dibujado en

la figura de arriba; calculemos la energia en ipncién de x: para esto hay
varias maneras de hacerlo {(p.ej. integrando-f B . H dentro de todo el imén),
pero una forma es particularmente simple: sabemos que para un sistema de

n circuitos, cada uno de los cuales enlaza un flujo magnético b; vy es reco-
rrido por una corriente jj, entonces: |

N
Yl

y en nuestro caso:

2 2
luego:

v Nzizs

W= —=
L2 + X)

H
La fuerza serd:
F = UW - _§_W_(>_<)_?
. PX
x=b X=b




o péNZEZS
F = = o |
4(& + b)

La fuerza tiende a juntar los dos trozos de hierro, v de aqui
la utilidad del electroiman,

PROBLEMA 37.-

1) Una espira rectangular plana de lados a vy b que es recorrida
por una corriente |, se encuentra en un campo magnético de densidad de flujo
B. Se define el vector unitario N como aquél que es perpendicular a la es-
oira, y que apunta en el sentido en que avanzaria un ornillo derecho que se
hiciera girar en el sentido de la corriente 1,

Suponga un sistema de coordenadas Oxyz cuyo origen se encuern-
tra en el centro de la espira; suponga también que sus lados de longitud b
son paralelos al eje Oy, de modo que A pertenece al plano (0 y z). Se de-
fine el dngulo & como aquél que forma N con el eje 0z, |

A) Suponga que la densidad de flujo B es uniforme: B = Bk:

a) calcule la fuerza neta que se ejerce sobre la espira, y convénzase de que
el resultado es vdlido para cualquier espiras

b) calcule la fuerza sobre cada uno de los lados de la espira, y de aqui el
torque que se ejerce sobre ella:

" e

c} defina el momento magnético ™ de la bobina y compruebe que T = @ x H,
R B) Suponga que el campo magnético no es uniforme, sino que

B = B(x,z) (independiente de v), pero que varia muy  suavemente en toda la re-

gidn en que se encuentra la espira, de modo que puede usar el desarrollo de
Taylor a primer orden: |

d) ~ calcule la fuerza scbre la espira cuando &« = o3

~e) calcule el torque scbre la espira cuando a # o,

11} Repita d) y €) para una espira circulak de radio a situada

en un campo de densidad de flujo B = §'(r,z) (es decir, B tiene simetria al-
rededor del eje 0z). |

Resolucidn, -~

A) a) El elemento de fuerza que se ejerce sobre un elemento de
corriente IdR es:

dF = 1 dZ x §

y por lo tanto la fuerza neta que se ejerce sobre la espira es:
F=¢1dZxB

donde la integral se realiza sobre la espira en el sentido de la corriente |I.

En este caso, B es uniforme, de modo que



~145-

$

E;= -18 x é dg = 0

soues la integral cerrada de una diferencial exacta es nula. Este resultado no
depende de la forma de la espira, y por lo tanto el resultado es vadlido para
cualquiera (siempre que B sea uniforme)

b) La figura es:

Fig. 134

lLas fuerzas sobre cada uno de los lados de la espira son:

C |
EEC _ S 1d2 xB =1 BC x B =- alB Tgt
B
Feg = @ 18 T
- A Y | - | A A
FDA'z g 1d2 x B :_.[ DA x B = a 1B ixk
D
FDA = - iB_],
N | l d¥ x B i CD x B
"ep T
C
vero CD = b (senak - cosa )
luego:
FCD = - b | B cosd i}
FAB={ | d2 x B = | B)(_B=-'CD){B
A
F.. =b IBcosali.
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iy

Puesto que el campo B8 es uniforme, la fuerza por unidad de
longitud que se ejerce sobre cualquiera de los lados de la espira es cons-
-tante; podemos afirmar entonces que la fuerza que se eJerce sobre cada la-
do actua en el centro de éste.

oA ]

®|

3>

El torque que se ejerce sobre la espira es:

L
z: F}x?}
=

il

donde r., son los vectores de posicidn de cada uno de los puntos medios de

ios lados de la espira, y E; son cada una de las fuerzas que calculamos:

T=2 *Fee* 7 *Foasz % Fag 3 % Fep
T = BA x FDA
:i'h= ab - |B senc(?

El momento magnético M de la espira se define como.

m = pg | AS = H ! abn
Fﬁ=p0 l.ab('j\ send+icosa)
y el torque es T = mxH
f=p0 l ab(Tsenq + K cos o0 ) x HK

T=ab | B senq?;

donde hemos utlllzado que B = Fo Hay -que notar que el torque es exactamen-
te igual a M x H sélo en el caso de que el campo magnético sea uniforme: si e§-
to no ocurre, serd igual a M x H en primera aproximacidén sdlamente.

B) d) Cuando A = O, tenemos que la figura es la que sigue:
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Fig. 136

La fuerza neta sobre la espira es:
F = fl dZ x B(x,z)

Tal como antes, descomponemos la integral cerrada en cuatro in-
tegrales correspondientes a cada uno de los lados de la espira.,

C
Fge = | j df x B(- 3, 0)
B .
FBC# | -B-Exﬁ(-%, 0)
FBC =--1 |bTX E(- -g- s 0):
_FDA. 1 d& x B (5, 0)
D
Fop = | pA x B(Z, 0) = 1b x BE , 0);
- A 2 e
Fep = i | df x B(x,z) = S id x T x H(x,0)
C " a
Vi
a
el B ol ” 2 e ol
FAB = I 1d2  x B(x,z) = S ldx 1 x H(x,0) = - FCD
A a
=

La fuerza neta es entonces;



F=|b‘j‘x[ﬁ(%,o)-§(-i,o)]

La expresidn del desarrol'lo en serie de Taylor para una funcidn
vectorial de un espacic de n dimensiones es la siguiente; |

o n ko
F(X +R) = k§; -:2-—( _Z,'] h 5?(—) F(X)

donde X es un punto del espacio y B un desplazamiento independiente de X :

S (x],xz,...,x )

n

'k

{

i :h ,...,h
(Il] 9 n)

Volviendo a nuestro problema, podemos desarro]lar el campo mag-
nético B(x z) en tor.o al origen a primer orden en las coordenadas:

B(x,z) = B(0,0) + x —59——8_— (0,0) + ﬂ (0,0)+..
0 X g z

con lo cual podemos obtener una expresidn aproximada para la fuerza que se ejer-
ce sobre la espira:

F.-_.:ab I_T X g:S (0,0).

e) : Sobre un elemento de espira situado en el punto T actda un elemento de
fuerza dF de modo que el elemento de torque es.

_— -

dT=rxdT—f

It
-
2

~—
O
=
X
o

[(‘F‘-B‘) d¥ - (¥ - d?-")B]
y el torque neto que se ejerce sobre la espira es:
T f [(r—' B)dF - (F - d?)'ﬁ]

espira

Nuevamente descomponemos la integral cerrada en cuatro, correspon-
diente a cada uno de los lados de la espira;

P
-k o3«

Fig., 137
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E} trazo CD estd descrito por,

% = - %
Y =y ?=(-% vy, -y tga )
z = -y tgd
y el torque es
$ cos )
to= F-B L. T8 a
cD | _ dy dy ’
y='l21 cos ol

ErT:(O:I!-tQQ)
y
- _ = a _®( a 3B _a
B.(X,Z) B( E: Z) _‘g( 21 0) + z'ﬂ ( 2r 0)
Blx,2) » B(- 2, 0) - ytga 48 (- 3, 0)
luego,
. _ 8 - Y. R(- 3 - ' _a _ '} . EZET .4
P Ba(-2y, sytga ) B- 3, 0) - ytga (- &, v, -ytga) * Z (-3,0)
y también:
. dF _ 2 2 _—Y
F e go =y tytgha =y(l +tgca ) ==

Y cosz s 4

Con esto, tenemos todo el integrando expresado en funcidn de la
variable y sdélamente; la integral es trivial, aunque un poco larga, y da
como resultado;

:FCD = | (§ cosa - K sena ){ "‘}b? . B (- %, 0) +..b_3..l§.%.'l.?‘.‘__ (Tcosa.-ksend).
o8 3 . 1b3 sena JB ' |
- I — - - . B - a .
z(r*")} — - gz 700

La contribucién al tdrque producida por el segmento AB se calcu~
la en forma muy similar; allfl se tiene:

?-"-—-(g,_y,- -y tge )

JF o

& (0,1,-tga )

B(x,z) ~ B (£, 0) -y t “?B(‘aI 0)
’ ~ 2 Y gd?'z '2'!

y el torque es:



B cos
= - ijf._ - dFy
Tag = S [( ) dy ( dy-) 'E]dy
"..'121 cosu.
_ | - b3 « '
TAB'= I (J COS & -k sen & ){ ‘22 i+ B %,0) - b?—%& (.? cosa -k send ).

_éc_?__ (2 o)} . b3-zsenoc i‘_f_ (2, 0)

En los segmentos DA y BC escogemos a X como la variable de-integrécién; en
DA, se tiene: |

r= (x, - % cosu.,% sen & )
dr _ oA
i .(_1,0,0) l

--]-%—3?—8 (O,Zsenu )

_Anélogamente, para.el trazo BC, se tiene:

¥ = (x —cosd, %sean)

dr = (1,0,0) = 7

dx
§(xz)=§(x-gsen-m)wg(0 —Eééhm)+x-§—-§-(0 - D senx )
) K P — ) 2 | 3 X ’ '2‘ |
~y el torque es:
| _a .
2 s 4
Tge = | [(F‘ B)a-;-(?-a-;)ﬁ]dx
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R R " " b : D
Tpe = -az'-?{ b(k sena -] cosa )+B(0,- Fsen & ) - g=i+B(0,- 7 sena ) }

+ﬂ§-|- 28 (0,'-_-2b- sen & ).

N
X

El torque neto es la suma de los cuatro;

T=TB+TBC + Tep + 7

A DA

T

||
-
O
O
v
> |
1
~>
w
D
—
o
j
”'h'_'\
i
""_)
=
'
N[
-
o S
!
jor
i
ol
o
L
+

El campo magnético y sus derivadas con respecto a x y z pueden
ser desarrollados en serie en torno al origen; obteniendo un resultado mas
aproximado para el torque; despreciando los términos proporcionales

7 -
a‘iaﬁ ., se obtiene.
XOX

T =T1ab | (k seng -] cosa&) * B (0,0) +

28 (0,0

az_bf

~ a
> (k sengt - Tcosat) |

| | 1 1) El cdlculo de la fuerza sobre la espira circular cuando
o = 0 es andlogo al que hicimos para la espira rectangular; en efecto, la
fuerza que se ejerce sobre ella es:

F = §d3 x B (r,z)

pero cuando O = 0, la ecuacidn de la espira es:

{r = a
z =0,

F=-l§(a,0)x§ dZ =0 .

it

de modo que

Para el cdlculo del torque, hagamos una figura de la espira;



#

~

k cosda + | send

-
il

Conviene hacer de inmediato un cambio de coordegadas de (0x yz)
a (Ox' y'z'), de modo que el eje 0z' tenga la direccion de n:

2 42

| x'xl Fig. ]39
fas ecuaciones del cambio son:
X = x!

y' cosa + z'send

h{
It

z = vy' sena + z'cos a

En las coordenadas primitivas Oxyz, definimos las coordenadas
polares (r,¢,z) mediante:

X =r céé¢
y = r sen¢
z = 2

Def inimos también otras nuevas coordenadas polares (r2¢',z')
mediante: “

x'! = r'cosé'

r'sen¢g’

.
I

N
1

Zl
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De donde resulta que las ecuaciones de transformacidn entre (r,¢,z) vy
(r',¢',z') son: |

e
ro= 1 2cos? ¢' + (z' sena + r'seng!cosa )_2

_zl'sena@ + r'cosa send’
tgp = Z3SNAT F cosd send

r‘cos ¢'

'z = z2'cosd® - r'sen¢'senq

e, .
~ El campo magnético B (r,z) puede ser desarrollado en serie en
primera aproximacidon en torno al origen:

B (r,z) 8 (0,0) + r-%}g (0,0) + z'gtgl(O’O) |

y, escrito en las nuevas coordenadas, queda:

Im
= jcob

r'zcoszcb‘ + (z'sena + r'seng’ (:ostrx)2

g(r,z) ~ B(0,0) + (0,0)

+ (z! cos -r'seng’ senol ) —3——2- (0,0).

La ecuacidn de la espira en las coordenadas nuevas es:

r'‘' = a

r A 0,

de modo que el campo magnético alli serd:

-B"# Eo + a \/coszct' + senz ¢'coszﬁl Er-a Ssenq sen <t:' Ez’

donde hemos introducido las abreviaturas ﬁg;ﬁr y ﬁz’ porlg(0,0), é;ﬁ (0,0) y
ro

jlﬁ.(o,o), respectivamente.

g 2

E! torque que se ejerce sobre la espira es, tal como en el caso
de la espira rectangular:

T = | § [(F".E) ' - (7" -d?*)"ﬁ}

espira

o0 sea, eligiendo como variable de integracidn a ¢' ,

2% - . R
T =1 [(F*-E)%%-(?*-%})E]w.

O

En este caso,
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e 4 ~
r' =a (i‘cos¢’ + j'send')
dr' _ a (-T' sen¢' + _?’ cos ¢')
de’ |
-, dr'
Luego ¥+ , Y = 0

o Bo= o Eo + a \/c052¢' + senzcb'coszq r'o 'ﬁr-a senat send' T -Ez
P B =3 (Eo'?'cos¢‘ +- go'j‘sen¢') + a2 \/c052¢' + sen2¢‘c052a .

V(B Deoss’ + B Trseng!)-a2 (B Trcoss' + BT send!)
_ i ' coséd -'J'sen¢')-a"sena send , " i'cos¢ ,'j' sen¢g').

Introduciendo esto en la expresion del torque, puede integrarse;
conviene calcularlo componente por componente, y el resultado es:

R L A (2T 5
T o« 1! = -3 I{aBO*_i' g sen“¢'d ¢' +
| 0
| 2 1C |
+ 3 B‘r;?'_ L \fc052¢' + cosza .sen2¢‘ cos ¢' sen ¢° d.¢' +
2T
Tt =a 1 aB -7 j cos?p' d ¢' +
J { o' Jg ¢ $

21
+ 4 'B"r'?' g cos? ¢$' + cos? o slenz ¢’ coszcb' d¢' +
G .

BRI | S '
+ a Ehr‘f' g Vv c052 ¢! + cos’a sen” ¢ s-er?f‘l;'d@' ;'

Las integrales tienen los siguientes valores:

2T 2% .
sen? §' d§' = coszct' d¢' =T ;
0O O
27
C°52 ' + COSZQ Sen2 $' cos ¢$' send' do' =
O
2T

= cos? & + coszcb' senq cos¢' send' d¢' =

O
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T

= ZS\/COSZQ + cosz¢' sena cosp' send' d¢' =
0
I
=27 ‘ cészd+ xz senza X d X (x = COS¢')

- 1

= 0, pues el integrando es una funcidn impar y la reqidn de integra-
cidn es simétrica con respecto al origen. Las integrales que restan, que las
Ilamaremos S{(ol) y C(a ), son elipticas, y no pueden integrarse sino numerica-

mente,

27 T 2
S(a ) = S ]'-senzu senzqa' 5en2¢’d¢' = 4 S \/ l-senza. sen2¢'sen2¢'d¢‘
O ®
21 | T/ 2 L |
C(ad) = S \/‘l-senzq sen2¢' c052¢'d¢' = 4 5 \/l-senza senzqa' c052¢'d¢'
0 | O

Las componentes del torque son, entonces,

T-i' = ?-*r[ ézlgo'j\' - a3IS(C1) -Er . j’"
?'T' = "T'Cazlﬁl'c} T+ ad |S(c:l.)'?'Bmr g
Tk = 0
El torque es.
__Fz (f . Tl)?l + (f j-"l)_?l- + ("F , "Et)"l:i,

que puede reescribirse dando:

T = ma? 1k'x B, - a°) { s(o) (B - TOT - c(x) (B, ?')T’} ;

para obtener el torque eipresado en el sistema antiguo de coq;denadas, basta
sustituir los vectores 1i',7' y k' expresados en funcidn de Ny K

e d

AL A ~

j'! = j cosd -ksend

k' =% sena +kcosa = A

. La sustitucidn de estas iqualdades no simplifica la expresidn de
T, vy no vale la pena hacerla,

Hay otra forma de calcular el torque que se ejerce sobre una es-
pira circulada por una corriente | en un campo magnetico B, En efecto, po-
demos suponer una superficie arbitraria, abierta, cuyo contorno se apoye sobre
la espira. Esta superficie la dividimos en pequefias espiras ficticias de co-
rriente | vy de superficie }d%1, de modo que cada una de ellas constituye un



~ 156~

sequerio dipolo magnético dm= g |dS.  Suponemos también que la corriente cir-

cula en todas las espiras en el mismo sentido de modo que las espiras contiguas
cancelan sus carrientes entre si: ta dnica corriente que sobrevive es la de la
espira real;

El,terue que se ejerce sobre cada uno de los dipolos es.

dT = dm x B =1 d§ x B,

y el torque neto seréd.

Se deja propuesto calcular los torques mediante este método,

PROBLEMA 38, -

Un dtomo de hidrdgeno se encuentra en un campo magneético uniforme
ﬁg, de modo que l1a normal al plano de la dérbita (circular) forma un dnguloda
con respecto a la direccion del campo, |

a) Demuestre que la Srbita toma un movimiento de precesidn por efecto del
campo magnético; calcule la velocidad angular de precesion;

b} Considerando al electrdn girando en su &rbita como un pequefio dipolo mag-
nético, calcule el campo magnético total fuera de la drbita.

Resolucidn.-

Sea N la normal a la érbita, que escogemos en el mismo sentido
) "4 - L » - r
en que avanzaria un tornillo derecho que girase junto con el electrdn, Supone-
mos que el nlcleo estd inmévil en el origen, y que B tiene la direccidn del

eje Oz.

a) Debido al movimiento del electrdn, éste tiene un momentum aQ%ular Ly
por consiguiente existe un momento dipolar magnético m = J L, donde y-
es la razdn giromagnética (ver al final del problema) : |

P T "R T T ey = S P



_157..

El momentum angular es:

L

~ -~
=mrxv =mR v n,

I
=1
X

O

donde m, Ry v son la masa del electron, el radio de Ialérbita y 1a veloci-
dad del electrdn, respectivamente, |

La velocidad puede calcularse igualando la fuerza centrifuga
con la atraccidén del nucleo:

2
- e
R bece R
luego:
V 4T &, mR
liyeqo:
el m -~
VAN T
0o
,
> _ [JOE R H
| 2V Lbrre, m

E] hecho de que exista un momento dipolo magnético en un campo
magnético implica la existencia de un torque. |

T=mxH

Este torque es igual a la derivada del momentum angular con res-
recto al tiempo, y es el responsable del movimiento de precesions en efecto,

A A " “
n =1 sena cos¢ + j sen®l send + k cosqQ
L A w
luego: st e R (-senda sendd i + sent coséd T);
dt htre | |
por otra parte el torque; 2

- o Ho€ ./ R a A
T=mx H = > - HEFE;E' NX H0 k



-158-

e 2 |
T =2 BC‘, [ R (7 sena send - | sena cosé)
2 L4TC & m

dL

e igualandolo con qr> Se obtiene:
$ - eBg
2m

a

Esto demuestra que la normal a la dérbita, n,rota en torno al cam-
po magnético con frecuencia constante, manteniendo un angulo constante con é€1;
ésta es la precesién de Larmor, y es de fundamental importancia para la teoria
del paramagnetismo.

b) El campo magnético total es el campo B_ mds el producido por el electrdn
que gira en torno al ndcleo; fuera de Ta drbita no existen corrientes, de modo

gque

il

=“vvm?
donde V_ es el potencial magnético escalar] este potencial, para un dipolo
es

sl il

m « [

V. =
LLTT}JO r3

sz_érz R ‘R'?
LS 4LTCe 3

r = r (senBcos¢ T + sen® send T + Cos®O i)

3)
i

(sena., cos¢u'? + send sencp‘f + cosui),

(¢' = ¢t +8),

’ - 4
entonces el coseno del dngulo Y que forman ¥ y T estd dado por

cos ¥ = cos8 cosd + send send cos (¢ - ¢'),

y el campo magnético producido por el electrdn girando serd:

) | |
- _ Hae / R cos8 cos® + senB send cos(p - ¢') )
at E'rc LT aom ( l'z

El gradiente en coordenadas esféricas es:

A3 L8 3 ,_%¢ 5
V I + Y SR

or r sen @ o¢

y de aqui obtenemos de inmediato:

Z

v, = — -2F | cos8 cosda + senB seno cos ($-¢')| +
at 3 _
81t r LTe  m - )
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’

+ 39 [ - sen® cos® + cos @ sena €OS (¢-¢')] + Ecb [-sena sen (¢'-¢')] }

(recordemos que ¢' = $t + ﬁ5 de modo que Egt depende explfcitamente de
r, 8, ¢ vy t).

El campo magnético total serd entonces.

B= By + gét

Nota 1.

En la primera parte del problema, hemos hecho implicitamente una
serie de hipdtesis, por ejemplo, que el campo magnético es suficientemente pe-
quefio como para no romper el dtomo por efecto de la fuerza de Lorentz, que el
dngulo & es constante, etc., Esto requiere una discusidon mds detallada, y el
resultado a que se llega, llamado teorema de Lamor, es mds general que nuestro
ejemplo (que es un caso particular de aquél); ver Bleaney and Bleaney: ''tlec-
tricity and Magnetism'', pdg. 753. | |

Nota 2.

Deduzcamos una expresidén mds general para el dipolo magnético m,

vdlida para un cuerpo en general.
Sabemos Que para una espira de corriente,

A7 = poia S

por un teorema de geometria diferencial,

A3 =~l 6 Fox dz&,
2
donde la integral se realiza sobre la espira; luego:
- F > '
am=32 97 xidl;

pero la corriente i es igual a j-ZSS,'donde j es la densidad de corriente (en
"médulo), y A S un elemento de drea perpendicular a *T : 'y como j es colineal
con df resulta: | | |

P i
|"|"T=§2UJ'F:<jd8.

Sapongamos que el cuerpo tiene una densidad de carga por unidad
de masa constante e igual a gq/m, donde q y m son la carga y la masa total del
cuerpo; entonces, usando la definicidn de la densidad de corriente j:

+ _,a>-49 dnae g dm ¥

JEOV=TGn deY m dg Vv
resulta.

M ='§Eﬂjjl rF X Vv dm= —5— L,

que es el resultado al que queriamos llegar; la cantidad

. M8
E =

recibe el nombre de razdn giromagnética;‘t es el momentum angular total del cuerpo.
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En el caso de una sola particula puntual que gira describiendo
una circunferencia, el resultado es el mismo, aunque ya no se puede hacer el
cadlculo utilizando una integral de volumen: supongamos que la particula es
de carga q vy masa m, y describe la é6rbita de tal modo que la normal 17 a
ella cumple con la regla del tornillo derecho; entonces

AL i AS _u it R
M= M| A =P n.
.a corriente | es

~y si tomamos una vuelta de la particula,

| = d
TJ
. v ) o« 27:
donde T es el periodo de revoluciony como T_. — , resulta
2
L HdRTw g 2 .
m= ——5——n = Eam-' mR “wn
Lo Pt s
m 2m
que es 1o que_querfamos demostrar,
PROBLEMA 39, -
a) Escriba la expresiodn matemétita_y_demuestre la férmula de Neumann.

H) Se tienen dos anillos conductores cuyos planos son paralelos al plano (Oxy)

de un sistema cartesiano de coordenadas Oxyz; los anillos llevan corrien-
tes tguales y en-el mismo sentido, y tienen radios a y b, a > b; estdn separa -
dos por una distancia d vy sus centros estdn sobre el eje 0z,

wllion.

Calcule el campo magnético B en el centro del anillo mds chico
producido solc por la corriente que circula por el anillo mds grande, Suponien-

do que el campo magnetico es uniforme (d»> a) en toda la seccidn del anillo mds
chico, calcule la inductancia mutua entre los circuitos.

c) Usando la férmula de Neumann demuestre que:

b 29T |
o b
M= Ty c }d.2d g (2 cos? g--l).(] + 2 ;b cos §r+
| C
0
2, 2 2, 2
+ 6 34b COSM E + 20 a b _COS6 ‘g_ + . )dg
c 2 c©
en que ¢ = /(a + b)? + 42 (Escriba d@; - dz;, cos8 y r en potencias de cosz.g
y desarrolle -1 en potencias de ﬂﬂ%.cosz g., usando el desarrollo en serie de
S - | | |

Taylor).
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c} Utilizando gque
0/ 2

cosPxdx = —2
O 2 L" '6 . 8 p

]'3'5--;({3 - I) 1
. 2

con p = nUmero par, demuestre que

x 1t a’b? 2,2
S § 3 ab + 15 a_b” 4+ )
2 3 | c2 8(:br

y compare este resultado con el obtenido en la parte b).

Resolucidn. -

a) Si se tienen dos circuitos, Cy y Cp recorridos por sendas corrientes i

e iy, Ccomo se muestra en la figura siguiente?

Cz

Fig. 142

entonces el flujo magnético enlazado por el circuito (; debido ai campo magné-
tico ﬁz producido por el circuito L,, es:

b':_, J((gz'dg]z JJ ?xﬁz-dgl

¢ 12 |
R sy (¢

donde SI(C]) es una superficie arbitraria, abierta, cuyo contorno es el cir-

cuito Cy; por el teorema de Stokes, se tiene que;

b = A 47
¢12 ? 2~ 9h

2

esta integral se realiza en el mismo sentido en que la corriente 1) vrecorre

el circuito CI,
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PerO
T . o2 LY
2 L v
donde r = I7I: luego: .
b, o 102 4z, - 91,
?]2 L"'TC r - $
C] C2

Y i definimos la inductancia M]2 del circuito C] debido al circuito {5 como

%2: 2 Mo
se tiene
| Ho & df} E dfé
M2 = Ty | § I
Cl CZ
‘Dada la simetria en los fndices | v 2, resuita.evidente que M]2= MZ]’ por 1o

que definimos una inductancia mutua entre los circuitos:

donde las integrales se realizan en el mismo sentido en que las corrientes reco-
rren Sus respectivos circulitos.

b ) Hagamos una figura de la geometria de la situacidn:

 —

E1 campo magnetico B en el centro del anillo chico (z = d) producido por el
anillo grande es:



R My dEj X
B (d) = W r3 »
CI
por simetria, §(d) = BZ (d) E;
R R p i é df]x?‘ K
=8 (d) - k=
s () = B (d) = ,-3
4
o @) - ol § Zh cosa
Z L 1T 2
C
|
p_iCOS o u.,1COSs o
B (d) = > %dﬂl‘ — 2T 2
“ LTtr LT r
| ,
y COomo
5 a a
COS = - = g ’
R
se tiene: 5
(d) o &
B (d) = _
2(d2 + a2)3/2

Dy

£1 flujo a través del anillo chico debido al campo magnético 1

producido por el anillo'grande es.

S, (C))

pero como ﬁ} = E'(d) en toda la seccién del anillo chico (d>»> a, b), se tiene:

b = B (d) - H 43

.Szﬁgl) |
1a inductancia mutua entre los circuitos serd
| 2 .2
¢ 1 Po“a .b

M=—" =

: 2 (d? + a2)3/2

c) Hagamos un esquema mds completo de la situacion:



La geometria de la figura nos dice que:

+h2

2 4 b2 -2ab cos8

dfl y d% = dfldfzcosﬁ

df, = bde

-
™~
1!
Q

Luego:

| 27
M = EQ § it _ _bEOSQdQ
lﬂT ! \/32 + b4 + d% - 2ab cos8
C O |
]
Pero

cos @ = Zcosz-g -]
2
2, .2 _ 26
Luego a2 + b2 + d2 - 2ab cos® = (a + b)© + d° - hab cos™ 7

= c2 - Lab cosz-%

2T ,
(2cos 2-1)de
Entonces; M =.E2 dg b(2cos” 8/
o | 2 _Lab cosz J
o c »

“)
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27 |
| (2(:052 .9_-1>(1- ab cos? 8 ) 2 do
2 o2 2

O

Fo b
TN

l
Pero sabemos que d>»> a,b! luego tenemos:

Ll'ab COSZ 9_<<],

2

C

y aprovechando el desarrollo de Taylor siguiente:

(]'l"x)n — ] + nx + n(n"l) XZ + .n(n"l)(n‘Z) XB .|.;. .

Z. 3!
tenemos entonces.
- 2n2
(1 Hab cos? E) 1z _ | + 2ab cos? & 4 6ach cost s .
* ‘ ol 2 M 2

3p3

20a6b cosb & 4 '
c 2

con lo cual queda demostrado lo que se nos pedia.

d) Prosigamos con el cdlculo de M; la integral

K

‘)

es trivial, siendo iqual a 2Ma; con esto, nos queda solamente por calcular

21

(2c052 E-;I) (1 + 2ab cosz-g + ,,.)de:
0 z | c? 2

efectuando el producto de ambos paréntesis, y haciendo el cambio de variable

NjD
1
o

se tiene,;

| L . 4
donde hemos despreciado el término proporcional a E_gﬁ_
C
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La integral
14

cosPxdx, p = ndmero par,
o

es igual al doble de la integral de cosPx entre 0y T/2;:

f TC

| cospxdx = L_M T ;
| 2 L. 6,.. p

JO

utilizando este resultado, y reduciendo términos semejantes, se obtiene de in-

mediato el resul tado buscado:

2 2
M = 1+ 2ab +.25§__E_.+ o ) ’
z[(a+b)2+d2]37’2 ( 2 8t

que es evidentemente mds exacto que el que obtuvimos en la parte b).

2,2
" Hod B e
2 (a24d2)°*
PROBLEMA 40, -
a) Una linea de transmisidn (ver Fig. 145) . consta de dos cables de radio

separados por una distancia d,
Calcule la inductancia propia del sistema por unidad de largo, L'.

b)  Demuestre que
. _ Fo
L' = Log 3
cuando a << d.
c) Se remplaza uno de los cables utilizando la tierra como retorno. Supo-

niendola un conductor perfecto, calcule la inductancia L' si el cable
estd a una distancia h del suelo,

d) Calcule la inductancia propia del sistema de la Fig, 146, cuando se en-

via la mitad de la corriente por cada uno de los cables, v el retorno se
efectia por tierra. |

Resolucidn.-

a) Hagamos un esquema en un sistema de coordenadas cartesianas: (Fig. 147)

Calculamos el campo magnético 'H, producido por el cable Cl’ sobre el
plano Oxy, Para esto utilizamos la ley circuital de Ampere aplicada a las
circunferencias de radio vy, y cuyos centros se encuentran sobre el eje 0x;
las circunferencias son paralelas al plano Oyz.

para Iyl & a,

d



...]67_

. 147

Fig.

146
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El campo magnético producido por el cable C, se calcula en

forma andloga, y es claro que-basta remplazar y por d-y en las expresio-
nes para ﬁ] para obtener R .

-I-T2=-'-(d--\’f-§ , d-as yg¢d+a
27 a?
. A y £ d-a
HZ = ! k s
27 (d-vy) y 2 d+a

El campo magnético total sobre el plano (Oxy) es la suma de am-

bos .
H = H] + H2

ik ] ]
Zw(y +d_y_): ‘,"5-&!
.LE Y o+ 1 -3 &
ZTr(aZ d-y)’ R
ik () 1

-~ A (L 4 . & -

H = ZTT.(y d-y) , a <y« d-a
.LE b 4 d-y |
5 (Y 2) , daé y._.;;d+a

a .

ik l
ik 1 + 1 d+
; (y d_y) , Y dta

Calculamos el flujo enlazado por unidad de largo por el circuito; paré esto,
integramos B - d sobre la superficie S que estd achurada en la figura si-
quiente: | |

Y

)

IIII/IA.;
N

'”””IIA

vy yyesy)

-=-
"
—
! |
s np——
_-_H
o
Q.
W)



xo L d+a
¢' = g S pOH(y) dy dx
. X=X ya -3
a d-g . d+a e
b = Ho E{ g H(y) dy + S H{y) dy + j H(y)dy]
-a 1a d-a

Los integrales son triviales, y el resultado final es:

Po 4 d+a
b

y la inductancia propia por unidad de-largo es:

¢l . H

L} 7 jag' Log

i
I

d+a
=

b) Si a<<d, entonces d + a = d, y el resuitado es:

H d
| - _O -
L Log -

c) El campo magnético producido por la corriente que retorna por la tierra
es nulo, pues se supone que ella es infinitamente extendida; esta corrien-
te que retorna lo hace por la superficie, pues ella es un conductor perfecto,

i

x  (NTTT77777772
VPP I IEE

1
Fig. 149 gP
El campo magnético es, entonces,
_ii_i.k , |yl € a
2Ta
H =
ik , 2 a

y el flujo es:
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donde dS = k dx dy
Xot 2 h
b = S S Ho Hly)dy dx
X=X y=-2a
, Po £ h
¢' = T Led g
y la inductancia propia por unidad de largo serd:
f - L _ EQ_ L h
- g T o "%
d) F1 esquema es:
1
- oy = ®Z
1
P |
SN

Nuevamente la corriente que retorna por la tierra no produce cam-
po magnético,

El flujo total por unidad de largo es.

b= ¢} + ¢
kel hy
bz
¢2 2 1 g an ’
_ ol hihy
luego. $' = L Log 2,4,

y la inductancia propia por unidad de largo serd.

e j%l‘ B Po 1 .hl h2
B i LT o9 ap ap
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PROBLEMA 41,-

a) Calcule la inductancia mutua M del circuito de la figura. La bobina 2

posee N espiras enrolladas sobre un cilindro de radio b y largo d. EI
solenoide tiene n espiras por unidad de largo, y tiene largo D vy radio a.
(D>> a,d). | | ' |

b)_ Calcule el coeficiente.de acoplamiento k

en que Ll y L, son las inductancias propias de cada circuito.

I
|
AR

LT
I

Resolucidn, -

Suponemos que las corrientes iy e i, circulan en el mismo senti-

do; si esto no fuera asi en la realidad, la inductancia mutua sélo cambiaria
de signo. | “ |

Por definicidn,

$12 $,)
M = - = o
1

) i

donde ¢y, es el flujo a través del circuito | oroducido por la corriente que

circula por el circuito 2, y viceversa para ¢2]; en nuestro caso, conviene mas
aplicar | |

.

el campo magnético B, es aproximadamente constante en toda la seccién del

solenoide, y es nulo fuera de €1.:

El campo magnético en el interior del solenoide,
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y si elegimos K como la direccién del eje del solenoide,

ﬁ = ni] i

W
I

] poni]k

2

5
M=—i-r—:—— poni]"l'ta = Na n‘rtpo

b) La inductancia propia del solenoide es:

2
AN nDBy wa 2 2

= = = e ————— 2= a D_
ST T Fo T < 1

Para calcular la inductancia propia de la bobina, debemos supo-
ner que el campo magnético producido por ella es constante en toda su seccion,
entonces la inductancia propia de la bobina es .

Lo

I
=
O
=
o
(")
P sl ™
Ql=
‘\---/
O

La constante de acoplamiento es entonces;:

UO‘TTBZ

M nN
k=JT—__=" =ﬁ
L, L 2 .2 o't ==~ =~
I -2 Poﬂta n< D . |
a\/ﬂ"
D y

con 1o que hemos comprobado que la constante de acoplamiento debe ser menor
que la unidad,

x_
]
o

Para que k sea igual a uno, debe cumplirse que a = byd-=0,
que es lo que uno esperaria intuitivamente,

PROBLEMA 42, -

La energia almacenada en un sistema de n conductores recorri-
dos por corrientes permanentes lk, k=1,2,...,n, estd dada por

] N
W=3 Z‘l’k'k
=1
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a) éCudl es el significado fisico de ¢, 7
/

b) Suponga que se reduce el sistema a un circuito Unico alimentado por una
fuente de fuerza electromotriz &, que realiza un trabajo ZLWB_ en mo-

ver un elemento de carga A a lo largo del circuito, Demuestre la relacién

AWy = 2AW y explique su significado fisico.

c) Calcule el trabajo mecdnico realizado en un desplazamiento rigido AT
a expensas de la energia almacenada en el sistema, con la definicidn

— 2
Awmec. =F <D,

Resolucidn, -

a) ¢k es el flujo magnético total enlazado por el conductor k; ¢, es la

suma de los flujos producidos por todo el resto de los conductores mas el
flujo producido por él mismo:

X
i
l"""'

N
P = J_Z] Mkt

i
X

Mjk kj

b) Podemos imaginar un circuito formado por una fuente de f.e.m. &, vy una
inductancia a traves de la cual cae una diferencia de potencial &:

Fig, 152
Una ley de Kirchhoff nos dice que
&, t & =0
pero
AWg =6 Aq=¢,i At
y COmo
c_ . b
At
se tiene
Y
O At
luego
O Wy = A iA =i ¢
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Por otra parte:
W= ig
2
luego.

AW

| I
7 A

pues la corriente i es permanente; luego

&MB=ZQW.

Esto significa que la energia almacenada por el circuito es sélo ta mitad de
la energia gastada por la baterfa. Esto es porque la bateria debe trabajar
sara mover las cargas eléctricas, y ademas para mantener constante la corrien-
te, pues ésta tiende a reducirse a cero debido a la f.e.m. inducida por el
campo magnético; esta f,e.m. inducida actua en contra de la causa que pro-
duce el campo (que es la corriente), de acuerdo con la ley de induccidn de

Faraday-Lenz.

c) Sabemos que

Awmec, =F *Ar
Y también.
F=UW

luegos

PROBLEMA 43, -

a) Calcule & = &(t) producida por la rotacidén de una espira circular en un
campo magnético uniforme, ' | ~

b ) Para medir el campo magnético terrestre se dispone de un solenoide de
1000 espiras y 11,3 cm. de didmetro, que se hace rotar en torno a un eje
paralelo a un plano de las espiras, con una velocidad angular w de 100 rad/
seg. El eje de giro del solenoide se coloca horizontal en la direccion Este-
Oeste. Mediante un oscilégrafo, conectado a los extremos del solenoide, se

determina una f.e.m. inducida
& = 50 sen (w t + ¢) [rn\l] ,

en donde el tiempo se mide a partir de la horizontal (ver figura).

Se pidé:
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i) La magnitud del campo magnético en ese punto de la tierra.

ii) La direccién del campo con respecto a la horizontal.

iii) éCudnto vale $ en el ecuador y en los nolos magnéticos terrestres?

Vertical

\ .”;"

"r 'r Ireccion
“"“ N[grt_e —-%ur

Fig. 153 .

Resolucidn.-
a) Supongamos que el campo magnético sea
B = Br ,

donde B es la magnltud (constante) Yy r es la direccidn del campo (constan-
te también). | |

Supongamos que el eje de rotaciodn de la espira coincide con uno
de sus didmetros y sea el eje Ox de un sistema de referencia cartesiano de
coordenadas, Sea dS un elemento de superficie del plano de la espira.

Fig. 154

s

dS = dS (j cos8 + k sene).

El flujo enlazado por la eSpifa es -

¢ = {( B+ dS = J[ B dS$ (I + Tcosé +.E'?sen9)
S S '
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N

¢ = 11'_'RZB_ G + Tcos wt + k -+ Fsenw t)
Y 1la f.e.m, inducida serd:

N,

&=-%¢ =1rRzBu(T-?senut-k'?coswt)
t

(R es el radio de la espira; si ésta no fuera circular, entonces basta rem-
plazar TR% por su 4rea).

b) Suponemos que el campo magnético B estd contenido en el plano que for-
ma la vertical con la direccién N-S; ésta es una buena suposicidn para

- la mayoria de los puntos de la tierra.

VERTICAL

>
> N
W
}

74"\
&V \ee

V’:‘@‘"' 4 N-5

/

Fig. 155

B =8 (j cosey + Ksenoy)

dS = dS$ (._T cosw t + Kksenw t)

¢=Ng]§.d'§'=n S[ BdScos(wt-GB)

una  una
espira ~espira
¢ = NB1TR2cos (wt - GB)
donde N es el nidmero de espiras del solenoide.

La f.e.m, inducida es entonces*

d ¢

& = - ==

t

& NB X Rzusen (Wt - GB)

T

i) Comparando con la f.e.m, que se nos da

& = 50 sen (wt + ¢) [mv]
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vemos que
NBTCRYAw = 50 x 10”3 [Volts]
e introduciendo ios datos
N = 1000
R = 11,3 x 1072 [m]
w = 100 [seg‘]] ,

se obtiene

(o
f

0,5 x IO'L* [_\j_ggg_:;] = 0,5 [Gauss].

W

ii) Comparando también, se ve que el &ngulo QB que el campo magneticc forma

con la horizontal es:

QB R ¢.
iii) En el ecuador, B es horizontal; luego g = ¢ = 0; en el i 1o magne-
tico norte, B es vertical y apunta hacia arriba; luego ¢ = -QB = - NW/2,
y en el polo sur, ¢ = -85 = /2, |

PROBLEMA Lk, -

Una barra conductora de masa m resbhala sin roce, hactendc con-
tacto eléctrico sobre dos rieles conductores paralelos,

| Perpendicularmente al plano del sistema existe un campo magnéti-
co B constante y uniforme,

En t =0 se cierra un interruptor que conecta los rieles a un
circuito formado por una resistencia R vy un condensador de capacidad C( car-
gado inicialmente con carga q, (ver figura), |

a) Calcule la fuerza magnética y la f.e.m. inducida &; en el circuito en

i
funcidn de la velocidad v de la barra,

b) Escriba la ecuacidn de balance de energias y encuentre una ecuacidn dife-
rencial para la corriente i vy resuélvala,

c) Calcule la velocidad de la barra cuando se alcanza el régimen permanente;
calcule también la carga que queda en el condensador.

d) Calcule la energia total disipada por la resistencia durante el proceso,
Resolucidn, -
a) La fuerza que se ejerce sobre la barra es

F'= Si dﬁr X E,

'barra |



Fig. 156

v, dado el sentido que tiene B y la direccién en que circula la corriente,
resulta |

F ia B

y | - F=ia B3X.
CE] flujo enlazado por el circuito es

- ¢ = B ax
y la f.e.m. inducida es

- B a v,

't
il

TR
9t

b) Es necesario aclarar un punto para poder continuar,

En nuestro dircuito no tenemos ninguna fuente de voltaje o de corriente
(es decir, un elemento que mantenga una caida de potencial constante entre
sus bornes o un elemento que mantenga una corriente constante a través de si,
respectivamente). La ""fuente'' que tenemos es el condensador cargado; es el
condensador quien nos proporciona la corriente que circula en el circuito,
Esto trae como consecuencia el hecho que, si llamamos q a la carga que tie-
ne el condensador en el tiempo t, e i a la corriente que circula por el cir-
cuito (es decir, que sale del condensador), entonces se cumple

dq _ _
dt
y no |
dq .
dt
que es la relacidn usual; esto es porque hemos definido i como ta corrien-

te que sale del condensador y no como la corriente que entra a él.

Esto puede verse mds claramente si integramos la ley de conti-
nuidad sobre una superficie cerrada S que envuelva la placa positiva del
condensador.:



"Fig. 157 .
L~ _ 0p -
V J_-_Q__E
> _ | P -
_ o B(s) G (5)
luego., R > SR
- égj'ds "E‘H‘Pd?
o S | T(S)
O sea. | = - g%-

(i corriente que sale de S, por el alambre).

Con esta aclaracidén hecha, podemos proceder, Puesto que el con-
densador es nuestra ''fuente de energia'', entonces la tasa con que varia su e -
nergia es igual a la tasa con que se disipa la energia en el resto del circui=
to: | | |

9 : _p 124 _
= | R i ) 8I
El signo menos en -i &; es consecuencia de que la f.e.m. indu-

cida &, actda en contra de la corriente; &, es una ''subida potencial'' si
recorremos el circuito en el sentido de la corriente, en términos de la ley
de Kirchhoff, que nos dice que la suma algebraica de las caidas de tensidn a
lo largo de un circuito cerrado es cero:

9 - R +aBv

y derivando con respecto al tiempo:

i _ o di dv
- == R —~— + gB =X
C dt - dt
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Pero como

F o= m-ﬂi = | abB,
dt
resuita
dv . 1aB
dt m
con o cual la ecuacidn diferencial para | queda:
, : 2 2
R di 4 i 4+2 8 ;=0
dt Ef I}
di = o | += , a2 8’
dt RC mR
que se integra de inmediato para darnos
2 pr2
i = 1Iq - " + S : t
RC mR
donde i es la corriente en el instante t = 0: ésta es fdcil de calcular, pues

o
en t = 0, la velocidad de la barra es también cero; luego se cumple:

qO
Rty = "¢
q
i ===
© RC

Si definimos § como:

2 .2 -
T={-0— + 2B
RC mR ’

entonces T tiene dimensiones de tiempo, y recibe el nombre de ''"constante de

tiempo del circuito'; es el tiempo que se demora la corriente en disminuir

a e'] de su valor inicial,

As T,

| Si el campo magnético B tiende a cero, la constante de tiempo
se reduce a RC, que es el valor usual para este circuito cuando no esta en pre-
sencia de un campo magnético; si B —»a , entonces & —» 0, y el circuito
tiende a alcanzar la corriente i = 0 en forma instantdnea (i = 0 es la corrien-
te en régimen permanente; es decir, no circula corriente).

" El grdfico de la corriente es, a grosso modo;
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1
o
D

\

\
e \\'

T t
Fig. 158

(puede comprobarse que t =T es el punto donde la tangente a la curva por el
origen corta al eje del tiempo).

c) Calculemos la velocidad de la barra en funcidn del tiempo; para esto,
basta notar que:

@8

dv . 4

dt ' m

luego.

a8 j(t) dt + K
m

L
ag ;. (-T)e” T +K

It

la constante de integracidén K se calcula sabiendo que en t 0, v = 0, luego

aB .
K = ;“ IQTI
y finalmente
V:ano []" e“%]
m +Ca282

Un grdfico aproximado de la velocidad es:

Fig. 159
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ta vélocidad mdxima, que es la velocidad en régimen permanente, es:

anO

v e — R PP—
_ max, n + Casz

Si B—» 0, la barra no se mueve, que es el resultado que uno esperaria en au-
sencia de campo magnético; si B se hace cada vez mas grande, la velocidad maxi-
ma se hace cada vez mds pequefia, y la constante de tiempo se hace cada vez mds
pequefia también, de modo que la barra tiende a alcanzar la velocidad mdxima en
forma :nstanténea, si B —-a-m la barra no se moverd.

Para calcular la carga que queda en el condensador, basta notar
que |

9 = Ri + aB |
2 i + aBv ,

.y la carga que queda en el condensador en t =® serad:

Imin, = © BVmgx, (i (t =0) =0)
q = q CaZB2 :
min, 0 m o+ Casz

Si B —— 0,-qmrn_-—550, que es el resultado en ausencia de cam--

' po magnético; si B —p @, Smin. —> qc, de modo que el condensador no se des-
carga,

d) La potencia disipada por la resistencia es:

dW _ pi2
9t Ri%,

de donde la enefgfa total disipada por ella es:

(° '
o
la integral es trivial, y.nos'dal
| q2
W 2 L

tot. ZC m + CaZBZ

2
q

; . © | | )
St B —> O, wtot_-_-+ ¥E que es el resultado esperado en au

. sencia de B; si B—s» 00 W, , —> 0, resultado que es consistente con el he-

cho de que el condensador no se descarga.
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PROBLEMA 45, -

A)

a)

H

En el circuito de la figura, el interruptor 5y ha estado abierto desde

0.

fi

t = -~-om hasta t

¢Cudnto vale el voltaje v. a través del condensador y la corriente |

. L
a través de la inductancia en t < 07

]

En t = 0 se cierra 3. Calcule las corrientes y tensiones en los dis-
tintos elementos en t = 0Y y en t = ®. |

Se remplaza la inductancia L por un interruptor S,. suponga Qque am-
bos interruptores han estado abiertos desde t = - ® hasta t = 0, En

0 se cierra S;. Ent =1t se abre ). En t = tzl.se cierra S,. En
t3 se abre 5.

Para t>t3, se dejan ambos interruptores abiertos. Calcule el

voltaje v. = vc(t) a través del condensador.

Resolucidn., -

a)

b)

54 R4
4
€0
Fig. 160
Evidentemente v, = iy = 0 para t ¢ 0, pues la fuente de voitaje &, es-

td desconectada,

. . + .
Para calcular corrientes y voltajes ent =0 y t =8 no es necCesario
resolver el circuito; sdlo basta notar que para una resistencta, un con-

densador y una inductancia se cumple, respectivamente:

v = Ri
i = ci¥
dt
_,di

V-th-

La sequnda de estas relaciones nos dice que el voltaje a traves

de un condensador no puede variar bruscamente (no puede dar un salto) a menos
que la corriente sea infinitamente grande; el voltaje a través de el debe ser
una funcidn continua del tiempo (salvo que i = 00),

;

La tercera de estas relaciones nos dice que la corriente a tra-

vés de una inductancia no puede varias bruscamente (no puede dar un salto) a
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menos que el voltaje sea infinitivamente grande; 1la corriente a través de ella
debe ser una funcidn continua del tiempo (salvo que v = & ),

Por lo tanto, si en t = 07 se cumple

0

i

ve (07)
[ (07) = 0,

entonces debe cumplirse también (pues en este circuito no estdn permitidos co-
rrientes infinitas gracias a Ry y Ry, y los voltajes son todos menores o igua-

les a &0):

Ve (O+)'

I
-

i, (07)

Esto nos permite concluir que para t = 0+, el circuito se compor-
ta como el siguiente.

0 .

Fig. 161

El hecho que i, (0+) = 0 implica que

i. (0Y) =0,
Ry

pues debe cumplirse i = i, para cualquier tiempo. Luego también es cierto
que Z
v (0%) = 0O
R2
luego v (0%) = 0 (VRZ t+vp=0,ent = 07)

De la figura se ve que:

En t = 0® sabemos que el circuito ha pasado por su periodo tran-
siente, y estd en régimen permanente; todas las corrientes y los voltajes de-
ben ser constantes: esto nos dice de inmediato que



y por lo tanto el circuito se comporta en t = @ como el siquiente:

R, LL
) e
(i
+ 0 R2
o
Fig. 162
Por lo tanto,
— — . — g-o
Ry T 'Ry T L TR AR,
EORZ
V. = vp = —
Ero R]
Ve . =
R R1+R,
B) El circuito es
R,
S, S2
Eﬂ_ "C- C
Fig, 163

Para -% £t 40, v. = 0,

Para 0 & t % ty, al estar cerrado S], ia parte relevante del circuito es (Fig.

164).

luego: &, = Ryi +'% )
derivando;
=R, 9L 4 L
0=Ri gt *¢



-186-

‘luego

~donde i, es la corriente en el instante inicial t = 0; es fécil ver que

Fig. 164 ? _ Fig. 165

| En t = ty, se abre §S,, abriéndose todo el circuito; luego no
circula mds corriente, y el voltaje Ve (tl) se mantiene durante todo el in-
tervalo ty &t s.tz. '

En t = t, se cierra 35,, y el condensador comienza a descargar-
se a través de Rp; el circuito relevante es: (Fig. 165). '

| El condensador se comporta como ''fuente'', y pof lo tanto (ver
problema 4k): |

= g = :
Ve T Rzi
.‘.E’...c_l.= -i = R E’_.i:.
c dt C 2 4t
luegqo: A= (tz) e” th
_ - 9
| | | . . ) .
luego: Ve = R0 = vc(tz) e "R  frststy.
| | 2

En t3 se abre SZ,IquedandG el condensador desconeétada; por lo

tanto para t > t3, el voltaje vc(t3) se mantiene.
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Un gréfico de vc(t) es aproximadamente;

Velt)
€o [— - — -
to (1"'3 -4, ’R,C) :; o .
E.,(l-e"'td Rq€ )e"t3," 2¢ L - -
- 0 t, tq ts t

Fig, 166

PROBLEMA 46, -

Calcular la potencia disipéda (en Watts) por la resistencia R3
de! siguiente circuito:

L] = 3 18 {mH ]
L, = 6,36 [mH]

Resolucidn, -

La fuente de voltaje de 220 Volts y 50 ciclos por segundo nos
oroporciona un voltaje alterno entre los bornes a y b que puede escribirse
COmo

g(t) = &, coswt,

eligiendo un origen de tiempos adecuados; aqui,

5, = 220 \J2' [volts)
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w=27 50  [rad. seg™! ],
oues se supone que el valor 220 V es el voltaje eficaz de la fuente.

La potencia que Se nos nide calcular es evidentemente el valor
medio de la potencia instantdnea disipada por la resistencia R3; es bien
sabido que este valor medio es: '

W= Wit)) -—=-‘2-R3 14 ,

O

donde Io es la amplitud de la corriente que circula por la resistencia,

£s sabido también que los circuitos de corriente alterna pueden
~esolverse en la misma forma que los de corriente continua, pero con valores
complejos para voltajes, corrientes e impedancias. Esto se hace en la siguien-
te forma! suponemos que en régimen permanente, las corrientes y voltajes en
cualquier rama varian en el tiempo en la forma

A(t) = A cos (Wt + ¢),

donde w es la frecuencia de la fuente, y ¢ es un desfasamiento con respecto
a ella: la cantidad A es la amplitud de la corriente © el voltaje de la ra-

ma considerada, Todo el problema se reduce, entonces, a calcular Ay ¢ en ca-
da rama del circuito. La introduccidén de nimeros complejos al problema se ha-

ce aprovechando que,

Re (A d WEF Ay (5 = /)

+ Wt
Re(AeJ

A cos (wt + ¢)

),

donde A se def ine como,

A = AeJ¢

(E1 punto indica sélo que se trata de un nimero complejo). El problema lo he-
mos reducido entonces a calcular A para cada rama del circuito; teniendo és-
ta, la multiplicamos por eJWt tomamos la parte real, y tenemos de inmediato

la corriente o el voltaje en funcidn del tiempo.

Es sabido que las cantidades A cumplen con las leyes de Kirch-
hoff de los circuitos de corriente continua, con la condicién de que las impe-
dancias sean nlmeros complejos; las impedancias, en médulo tienen dimensiones
de resistencia, y entonces, Si Vel sonel voltajey la corriente (comple-
jos) a través de una impedancia (compleja) Z, se cumple

v = Z |

Las impedancias asociadas a la resistencia, inductancia y capacidad son:

e

resistencia R
inductancia L . jwl

capacidad C .{ ==
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Las impedancias en serie o en paralelo se suman tal como en el
caso de corriente continua, Asi, el circuito original que teniamos se reduce
al siguiente_(introduciendd inmediatamente los datos numéricos: las impedan-
cias estdn en Ohms, las corrientes en Amperes y los voltajes en Volts,)

§ =& =220/ [v]

&

Fig. 168

La potencia disipada poh'la resistencia R3 es entonces,

W=y R | i3I2 - :

Las ecuaciones para I], I, e l3 son;

0 = l] - '2 - '3 »
que se resuelve para darnos:
i . “o 3= h4f
3 v+ 11 -10"°
luego.
2 I&olz _25 [ 2]
517 = = 5 Amp .
- 12 220%. 2 2
I ' = 22 Amp ~
| 3 2 221 [ P ]

y la potencia pedida es.
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E-

Ly

tn el circuito de ia fiqura, calcule 1a corriente total entre
da por la fuente y la corriente y voltaje en cada rama dei circuito;

Resolucidn.-

s

Supongamos que el voltaje entregado por la fuente es.

de esta manera, reduciendo el circuito a cantidades complejas queda;

La impedancia total vista por la fuerza la llamamos Z:

l

¥y = jwl + PR I

]

jNL] : R] R?.; + _JML;:;

de modo que la corriente total entregada por la fuente esq

3
e =2 o ~ - . —_
| = = & (JHJC + R, + R, + v )

pero:
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* .oy ] _ | _ ,
fa admitancia Y = F puede escribirse como una parte real (conductancia) mds

j por una parte imaginaria (susceptancia):

Ry - jul
‘ ; : . ] ] 2 2
Y = = ch - em— ¥ —t - e
-1 Wb R RS WAL
? “'—l“ + Rz + wC —i—~ v LZ
= 2 > 5 - m ——————
Rl R‘,2 + W L2 wiy R% + sz%

Esto puede reescribirse como:

donde

y donde la fase ¢ es:

w L
wC - —— - 2
wi] RZ + szg
= t — ,
¢ = arctg | . R, m,_
R] R2 + WZL%

La corriente total entragada por la fuente &3, entonces,

() = Re(1eiWt)

(6) = Re(] 1 ] W T ),
| (t) = | | | cos (wt + ¢)
1(t) = %i v | cos(wt + 4).

El voltaje a través de C es el mismo que entrege ia ruente;

lo mismo ocurre con Ly y Ry:
~ C

&(t) = &, coswt L,

RI

La corriente a través de C es;
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|=£°

b 1/jwC

-— " - , jﬂ/z .
jwC &, ucaoe .

- luego,

11 (t) = wC &, cos (wt +3) = - wCe_senwt

(pues &, &) -

La corriente por L] es.

i, - =2 =..J_fs IR
yi JUL] wL.' WL' ?

& &
Iz(t) = “'—f'i' cos (wt - g) = :E"" senwt

La corriente por R, ‘es|

luego,

La corriente por_-.R2 y Ly es:

l’+ = E'O = § —u_.z__
R2 + JWLZ © R% +-N2 L%
%o ity
' 2 2
V RS + w? L3
 donde |
w,
¢, = arctg ( - —E-—-) :
2
luego: -
o
1, (t) = _ cos (wt + ¢,)
' R% +w2 L% |

E1 voltaje a través de R, es:
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&
i
O
— .
-©-
-

luego;

&n (tj = ——————————  cos (wt + ¢,+)

El voltaje a través de L2 es.

. . o ;F
wh, & . T
. 2.0 iy +35)
L 2 . 2,2' ° *
2 RZ + W L2
luego;
llIL-Z &Q
YL \0 =T coslwn v o, v
L. &

_ 2 oW

() = g el ),

PROBLEMA 48.-

El'circuito de la figura representa un motor de | h.p. de po-
tencia activa y de cos ¢ = 0,8; estd alimentado por una fuente de 220 Volts

efectivos, y de 50 c.p.s.
a) Calcule Ry L.
b)) Calcule la corriente,
¢) Haga un diagrama fasorial, mostrando la corriente y la tensiéh en R y L,
d) Calcule la potencia reactiva (en funcidén del tiempo, evidentemente).

e) Conecte un condensador en paralelo con el motor, y calcule su capacidad
de modo que la red sea un circuito puramente resistivo, Pruebe que en
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este caso la corriente necesaria por la red es minima,

Nota: 1 h.p. = 0,7351 kW = 735,1 Watts.

S
I _ .
i I
| |
220V | -
50~ | >R
|
l
i
l
l
L MOTOR |
Fig. 171

Resolucion, -
a) Supongamos que el voltaje entregado por la fuente es:

£{(t) = &, COs wt,

donde

£, = 220 /2 [Volts] = 312[volts]

w=21mT" g0 [rad.seg-'] o 3]’-4-,]6 [rad-seg']]

La impedancia del motor es:

Z =R+ jw = \/R2 + w2 12 ¢

H

arctg

¢

Wi
R

Para calcular R y L, necesitamos dos ecuaciones: una de ellas es:

cos¢ =—L_ 0,8 ;

R2 +-w2L2

la otra ecuacidén la obtenemos de la definicidén de potencia activa (que se disipa
en la resistencia R solamente):

&
=1 = | o
W = 5 &Dlocos¢ 5 &O 71 cos ¢



&
W = ! & = COSs
7 O 7 ¢
.2
RN cos ¢
W = "i"
- RZ + msz
&
luego RS + wz L¢ = cosé
2W

Resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtiene:

Z 2
. 50 cos” ¢
2w
2
& cosdsend
L=....E_.____...__.__.....

2w

e introduciendo los vaiores numéricos, se obtiene?
R = 42,2 [O1]

L o= O,] [Henrf] = 100 EmH]

b) La corriente que circula por el motor es:

.6 & eIt ‘
Z Vo2 + o2 12 °© ©
R4 4+ w< L
luego.
50
| (t) = ” 5 cos (wt - ¢),
R® + w L2

e introduciendo valores numéricos, se obtiene:

1(t) = 5,92 cos (wt - 0,64) (Amp.)

c) En la resistencia R, se tiene:

& =R 1 .
R

de modo que tensidén y corriente estdn en fase; el diagrama correspondiente
es: (Fig. 172).
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la potencia reactiva es, entonces:

2

&, sen ¢

\/R2 +u2 L2

wr(t) ~ 1110 senwt coswt [Watts)

serwt coswt

W (t) =

(E1 valor medio de la potencia reactiva es, naturalmente, nulo).

e) El nuevo circuito es:

Fig. 174

'si llamamos Z' a la nueva impedancia vista por la fuente, entonces

l ' | 'I
- = Wl t o
S T

- para que el circuito sea puramente resistivo, se requiere que la impedancia

Z' sea real, pues ésta es la dnica forma de que la tensidén y la corriente de
ta fuente estdn en fase; o sea: . |

jwC, + _"—Z—ZR-.MZ' = real

2. RS + w L
luego |
wi
wC - - = (
7 R% 4+ w2 L2
. = L ,

‘e introduciendo valores numéricos, se obtiene:

CO 2« 36 [p.F].
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Calculemos la corriente cuando la impedancia es Z':

1= -2 2} (iwC + __i;i&__)
o\

dond
onag . HC-—._Z__,%
?' = arctg { —L%—L——L—- :

la corriente es, entonces.

1t (t) = |I'l cos {wt + ¢').

Se ve de aqui que {'(t) serd minima cuando 1] sea minima;
esto se obtiene, evidentemente, cuando

_............_!L_.—_——— = 0

wl ~
R2+w2 L2
et
R? + w? L?

que es igual a Co’ la capacidad necesaria para tener un circuito puramente

resistivo.

PROBLEMA 49 . -

En el circuito de la figura, calcule las corrientes I],I2 e I3.
6 8 -8
14

Fig. 175
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O ' |
Vy = 1oadQ” (V] y V, tienen la misma frecuen-
cia).

<7
)

il
-
-

1
O™
QO

O

Resolucion,-
Supongamos que
Vy(t) = 100 coswt;
entonces,

100 cos (wt - 60°),

<
A
——
H
e
i

Luego!

«
|
-
-
(D
I

El circuito, escrito con cantidades complejas es entonces:

y las ecuaciones para este circuito son:

-\?1+(6+8j) i]+10j i3=0
-V, + (6 - 8j) 1, + 10 33=o
l3mllw§2 = 0

tEste sistema de ecuaciones se resuelve para darnos:

Y

© 600-500 V3 - 300

_I] _ ~ .2,56 + 0,0738j ,
100 + 120j -
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' _ 300 + 900 ¥3 - 100j - 3004J3j 4,16 - 3,45]
100 + 120; ’

900 + 400\J3 - 400j - 30043
100 + 120i

i

= 1160 - 3:38j-

Las corrientes l],l2 e I3 pueden escribirse en la forma

o= liledd

V(Rei)_z + (Imi;)2

e ()

donde

"

Rel
asi se obtiene.

'ill ﬁ2:56; ¢].:3:'2

LA =540} ¢, * - 0,693

Ll =370 ¢;-1,12.

Las corrientes son, entonces:
I](t) o 2. 66 cos{wt + 3,12),
Iz(t) =2 £ 40 cos{wt -~ 0,693),

I3(t) > 3.70 cos{wt - 1,12).

PROBLEMA 50, -

- Considere la propagacidn de ondas electromagnéticas planas en
un plasma (gas idnico tenue), cuya densidad iénica es N, La ecuacidén de on-
da es

o 9 a o
2= dE , 1 O E
VEE = FPO? Y + vz atz ...... | (1)

2 — | .
W g v,

su#onga soluciones del tipo

Ei=l EO- el(kz - wt)
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(onda plana monocromdtica Gue se propaga en la direccidn positiva del eje 0z).

a) Sustituya la solucién en (1) y obtenga una expresion para el indice de
refraccidn del plasma: esta expresion contiene la conductjvidad ¥ + los
puntos siguientes llevan a su cdlculo.

b) Escriba la ecuacidn del movimiento de los iones; de las fuerzas que ac-

tdan, desprecie la fuerza magnética, y suponga que no hay disipacidén de .
energia, es decir, que la amplitud del movimiento s lo suficientemente pegque-
na como para que nc haya choques entre los iones, gque se mueven bajo la influ-
encia del campo; por ejemplo, suponga que la amplitud del movimiento es mucho
menor que la longitud de onda; integre una vez y obtenga asi la velocidad de
los iones. B

c) Escriba la densidad de corriente, usando el resultado de b) y la densi-
dad idnica N. |

d) Usando c), obtenga la conductividad @ ; discuta.

e) Introduzca O en el indice de refraccidn: discuta.

Resolucidn,-

-~ a) La ecuacidn diferencial de ]a onda es

V2E = o 9F 4 _1_ ﬁ
FHo _i;?i v2 3&2 |

y con la solucidn

= 2 i{kz - wt) -
E Eo e (E0 = qte),
resulta:
P2E = -Kk2F
-%;% = -jwE
2> -
é__g. - -sz ;
ot?
fuego:
- : ol -l
K = ppo @ (-1W)E - 2 E
" |
7 W .
ke = :2—- + lppotr W

En general, el indice de refraccidn se define como:
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2 pHy @
v w
b) Si my gq son la masa y ia carga de un ion, entonces la ecuacion del movi-
miento es: |
2* il vl sllite
mdL = gt + gqv x B + fuerza de roce;
dt4

rd . s F »
despreciando la fuerza magnética y la de roce, la ecuacidn queda.

ZF__,, . ..C!E _ qE'Oei(kz - wt)
dt

Q.

- M

t

o

* » L | -#
Consideremos un ion en un punto (xo,y0 yZg) = r o la direccidn
anlli

de E serd en general arbitraria (pero constante); por lo tanto el ion, al mo-

O s anlily /o
verse, lo hara en torno a r y Su coordenada z sera.

O!
z =z, + Az,
donde A z varia con el tiempo sinusoidalmente.

Luego,

= F ikzy ik Dz -iwt

»

pero el valor mdximo de Az es la amplitud de la oscilacidon del ion, y sabe-
mos que ésta es despreciable frente a la longitud de ondaj por lo_tanto,

kAz=21‘t-%§ &0

Luego o ’

2l (kz,-wt )

dv _ o

w—— — '

t m

qE;e'(kZO"“t)

T s ————

Y ’ -miw O

il

Aqui, V, s una constante de integracidn, que podemos igualar a cero Si Supo-
nemos que cuando no hay campo, el ion no.se mueve Sesto no es posible en 1la
oréctica, pues contradice la hipétesis de que los iones forman un gas; pero en
todo caso, la velocidad ¥ no se debe al campo eléctrico, y por lo tanto no
interviene en absoluto en ?a conductividad eléctrica del plasma). Luego:

qEO e! (kzo-wt)

<
i

m/
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c) Por definicién de la densidad de corriente f:_

- 2nE
j = qN? = | 51—_
- T

~d) Por otra parte, se sabe también:
j = oF;

luego:

Q
i
|

£] resultado nos dice que la conductividad es ;maglnarla pura:
esto tiene la interpretacidn inmediata que la densidad de corriente ] vy el
campo eléctrico E no estdn en fase; mds precisamente, la densidad de co-
rriente atrasa en W/2 con respecto al campo eléctrico. Esto ocurre sdéla-
mente si deSpreciamos las fuerzas magnéticas y de roce; si adn despreciamos
la fuerza magnetaca pero suponemos una fuerza de roce proporcional a la velo-
cidad del ion, obtendremos una conductividad que es compleja en general; el
campo eléctrico y la corriente estarén desfasados en un dngulo cualquiera.

e) Introduciendo el valor de @ en la expresidn para el [ndice de refraccién
obtendremos:
20 2
2 2 HH,C"Ng
T T 2
Vv mw
y COmo
| , ]
v : ’
Hho &&
se obtiene:
21
N = yH ]'_' qu
| &&GW

La canti‘dad

2 1/2
- Nq“©
()"

O

que depende sélo de caracteristicas .intrinsecas del plasma, tiene dimensiones
de frecuencia, y se la denomina ''frecuencia de plasma”,Jup - De este modo, el
indice de refracclén se escribe: | )

= /()
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El {ndice de refraccién del plasma puede ser real 0 complejo,
.dependlendo del valor de la frecuencia w de la onda; para ondas de alta
frecuencia, en que J-up, el Indice de refraccidon es real, y las ondas se
propagan libremente a través del plasma refractdndose; el fendmeno es com-
pletamente andlogo a la propagacidn de la luz a través de un cristal, Pero
si se cumple que w < wp, entonces el indice de refraccidn es imaginario pu-
“fb" SUPONgamos que el plasma existe mds alld de un plano bien definido que
lo separa del vacio (interfase}, y que la onda procede desde el vacio inci-
diendo sobre el plasma; entonces la onda se reflejard en la interfase, y se
“atenuard exponencialmente mds alld de ella, sin propagarse, sino que oscCi -
lando sinuscidalmente como una onda estacionaria. Esto se puede demostrar
ficilmente: en efecto, el ndmero de onda k es proporcional al {ndice de re-
- fraccién n:

k = n %ﬁ ;

por lo tanto, si n .es imaginario puro, también lo es k; si escribimos n
ofeinle | | | |

—
i
2

, o real,
entonces

K

1l
R

el campo eléctrico dentro del plasma es, entonces;

£ = F e:(i—szz )
W - 1wt
B - L &
E=EFEe C
O

lo que demuestra lo que queriamos, El hecho que la onda se refleje sin trans-
mitirse implica que se ejerce una presion sobre el plasma {(presidn de radia -
cidén}). Esto se utiliza para confinar plasmas a altisimas temperaturas, usan-
do la presidn de radiacion como un ''envase'' del plasma: de otra manera, el
nplasma caliente veporizaria cualquier objeto cercano, | |

PROBLEMA 51 ;-

| | Una onda electromagnética plana incide sobre la superficie de
'separacién.de dos medios dieléctricos como se indica en la figura.

a) Demuestre que existe -un angulo de incidencia para el cual no hay refle—
xi6n (dngulo de Brewster) calculelo

b) Ca]cule el éngulo'de'indicencia rara el cual la onda refractada se prOpa-
- ga paralelamente a la superficie de separacidn, y calcule el promedio tem~
poral de flujo de energia a traves de ella, T
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£ vt
E‘ _Eéu
o
Fig. 177

esolucion, -

Es bien sabjdo que las ecuaciones de Maxwell implican que en una
superficie de separacidn de dos medios, se conservan las componentes normales
a la superficie de los vectores Dy B, y las componentes tangenciales de los
vectores FE y H, L

Esto se traduce en cuatro ecuaciones para nuestro caso, gQue son,

. ' I

b

Dy = Dy | , | D, *n = D,n (1
- 4 a - N ~ | |
B1n = B, | ByA = B,H (2)
| 0 bien S, -
El'n = EZt E‘]Xﬂ = szn_ (3)
Hie = Moy R, xn + Hpxil (4)
Usando las defiqjciones
5 = pp i
3 = cs E

vy el hecho que, para una onda plana,'

podemos escribir las cuatro ecuaciones en términos de la amplitud eléctrica de

;la onda, f;:



_[aog(ED +E ) -5 8B )t R0 i (1)
k x E k' x E_' k! x E'}F 0 - L
. _0 | .. Q -.._....—.——-—---—0 '-ﬁ= EEERE |
I}_:r__.4_ —_ . - ] n=20 (2)
(B + B ~FE') x A =0  ceveriennnn (3)
O O
| ™ X T ™ T 1 ~ _ N
—_— (k X E + k' x E' ) - k' x E ]x n = 0. (L)
[PPO( PFO °

Ademds sabemos que se cumple la ley de Snell,

o
™

seni  _ n

senr n }J

™

La ecuacién (2) es trivial, pues por hipdtesis, todos los campos
magnéticos son perpendiculares a f.

La ecuacidn (3) es:

!

A -hll iy ey
Eoxn  t onn - Eéxn = ;

#
]
)

cada uno de estos vectores son colrneales entre si; los vectores E xn Y
. =
lo hace en el sentldo

E;xn apuntan en el mismo sentido, mientras que. ngn

contrario: luego la ecuacidn se escribe:

|€;' sen(E&,ﬁ) - |E I sen(*”_ n) - |Eél sen(E'  A) = O
o bien.

EOCQSt - EO COS | -Eocosr = 0 tiinnevans (3)

_Anélogamente, en la ecuacién (4), que es

i

- . A
Hxn + H'xn - H!'xn

o

" se cumple que los tres vectores son colineales y apuntan en el mismo sentido,
Tuego: | |

]
-

Hy + HY - HD

y Como
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b= KXE 27Tk x E -;
PHoW MHo AW
O sea
. Wkx £
Ko ©
resu] ta:
'K et -
nEO . EO ) n E0 _ o
HPo®  PHoC . P HoC '
o'bien: |

\ (%=(50 } Eg) -,[%; E; = Q ceeee (B) .

La ecuacidn (1) junto con la ley de Snell nos reproducé ]a-ecua-'
cidn (2): de este modo tenemos, finalmente, dos ecuaciones, la (3) y la (4)

dividiendo ambas por E_ , se obtiene el siguiente sistema de dos ecuaciones
con dos incognitas: |

£ 3 .
o o
cosi(l - E;"-) - E;—- cosr = O

EII El
£ O & O
VEO g2 -\ 2 -

De acd se obtiene el resultado siguiente, tras usar algunas identi-

dades trigonométricas.
EI _ .‘
o ., L& sen2i
E, f p'é sean +-ﬁn sendi

E' ET sen2i-senlr

-1

E. '
O senr +-HTsen2i

F

Si hacemos la aproximacion p = p', tendremos, usando la ley de_Snell:_f'

E' 5 _ 2cosisenr
E, sen(i + r)cos(i-r)
Ef' ~otg(i - 1)

Eo tg(i + r)
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a) Se ve.que no habré reflexién .(E“O/Eo = 0) cuando
tg(i +r) = e
o sea:

. T .
| o T 2

el éngulo de incidencia i para el cual esto-ocurre;'es el Wéngulb de Brews-

ter , lB y

1 = I - °
ig = 3 ro:
pero

senr =_sen6§r4 iB) i”cosz

fuego
senin, o |
. B senip 2 &’ .
senr  cosig tg: o & (r - r)

entonces
PO & !
IB arctg s

- ‘De no haber supuesto que p = p', el cdiculo es un poco mds com-
Pltcado y el resultado es Ilgeramente distinto, | -

b) Se nos pide calcular i 2 io para_el cual -

la ]ey de SneTl_hOs diceientonces. | -
o sengL‘ n V g
. |0  arcsen ral

(en este _caso-res'fundamental ‘suponer n' < n para que el dngulo - i, sea real).

El promedlo temporal del quJo de energia a través de la superfi-
Cle de separahlon es.: | - |
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~donde S es el vector de Poynting

§‘=-EXH;
]uegO: vl ..n.. ] e b
| <S"ﬂ> =7Re{ﬁ‘- '(E' xH'v‘r)};
pero.
ﬁ.___'lf‘xf'
TRy VIR
luego.
Py ~ i ~ k'xE"
<S ﬁ>=-—Re n.(Elx I )}
2 { Hol ¥
s @ En ] ]
2pop'w
pero:
El '-I.(L':O
E' + E'x = 1E112 = real
luego.
> 12
- - N ! - -
(S +nD = = Re (R - 1)
2pop ' W
pero si i = 1i,, entonces r = M/2; luego A - k' =0, y entonces
<-§“;'IL> = {
=0

lo que prueba qué toda la energia permanece en el medic por el cual incide la
onda, Este resultado es también vdlido para i> i,, pues en este caso,

N

vl il
n * k' = lk" COos r,

pero cos r es un ndmero imaginario puro,
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PROBLEMA 52.-

Calcule el coeficiente de transm;sién T para el caso de una
onda electromagnética plana que atraviesa tres medtos dieléctrlccs en la for-

~..ma indicada en la figura

6, @, ®

Fig., 178

Suponga H} = H, = M3

Resolucidn.-
_ Hagamos el cdlculo en funcién de los campos eléctricos; si lla-
mamos E; al campo eléctrico de la onda incidente por el medio I, vy E3 el

campo eléctrico de la onda transmitida al medio {il, entonces el coeficiente
de transmisidén seréd

E. |4 2
T=_;l A
|
EI 3
donde Z, vy Z3 son las |mpedancras intrfnsecas de los medios | y I, respecti-

vamente,

/P3P0
&3&

El prablema no puede hacerse calculando directamente Ez en fun-
"cidn de Eyy E3' en funcidén de E pues la anda se refleJa lnflnitas veces
en las dos. superflc:es de. separac:%n. |

La forma de proceder es la sfguiénte: ‘sean E;,E;,_E;, E2 y Ey
las amplitudes eléctricas totales de Ias ondas en los d:ferentes medios y di-
recciones, 'como. se |nd|ca en la figura s:guiente. | | |
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—_— —L —
keki =k, () k=K
0 | d X
o= &%
¢ I
3 3
Fig. 179

Los campos se propagan en forma proporcional a

Wt 2lgx) 2,3

donde el signo positivo (negativo) indica que la velocidad es positiva (nega-
tiva) segin el eje Ox; Kj, j = 1,2,3, es el ndmero de ondas en la regién j.
Al reflejarse, los campos eléctricos se invierten y los campos magnéticos no,

Las ecuacidnes de separacidén de conservacidn de las componentes
tangenciales a las superficies de separacidn de los campos E y M son, entonces!

l to_ gl _ gl
E. - E] = E2 E2
| _ikd r -ikod _ I k3d
E2 e 9 E2 e = E3 e
i Tkopd r =ikod i kad
_H2 e H2 e = H3 e' "3
ro_ r
y como
E
H= —F
HHoC ’

resulta el siguiente sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas (to-
mando E{ como dato conocido):

r i _ gf - gl
E] + E2 E2 E'
E% etkad _ EE elkad _ Es eikid = ¢
n n n
] o 2 ' nz r ! H
E £ i T2 _ i
RS DA
n i ik C| N - k d i .
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El sistema es lineal, de modo que puede resolverse metddicamente;
los célcilos son algo tesiosos, y el resultado para E3 es.

| n, n ;
. . ARV E - .
3 ik n n Ny N n
3d frp M M3, . 173 2 4 ]
2 B-_Z (‘_|I + PB)coskzd | (P]P3 + -------’_l2 ) senkzd

£l coeficiente de transmisidn es

2
T = EL . f.l. = E_B—- 2 f_lii
i i ’
E] 23 E] F.3€']

y haciendo F1 = Pz = P3» se tiene,

4n]-n22 ﬁ3
T = —=

n22 (n] + n3 )2 cosz'kz d + (n] n3 + n% )2 sens k2 d

el ndmero de onda ky, es simplemente

kz-'-“-En = —= k

y el {ndice de refraccién de cada medio es igual a la ralz cuadrada de la cons-
tante dieléctrica del mismog

n, -Ve, L =123

PROBLEMA '53.-

Considere una onda electromagnética de frecuencia Ww Qque se pro-
paga por el vacio, e incide normalmente sobre 1a superficie de un conductor.
Estudie la onda transmitida y reflejada; calcule explicitamente los campos £

y B transmitidos y reflejados en (¥,X), tomando como datos los campos inciden-
tes. Discuta segin el valor de la conductividad o .

Resolucidn.-

E1 problema es muy similar al de la incidencia de una onda electro-
magnética sobre un dieléctricos la diferencia estd en que el vector de onda k'

de la onda transmitida serd complejo. Las ecuaciones de conservacion de D ;B

! « g &b . # . . . . ."t’- n?
Et y He son formalmente idénticas a aquélias del caso de incidencia sobre un
dieléctrico, |

g e
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Consideremos una onda pltana que incide desde el vacio sobre una
interfase, sin especificar si se trata de dieVéctrico o conductor, como se in-
dica en la figura siguiente:

A iy
N B
-h
;
K
el /
60

Fig. 180

Supongamos que los campos eléctricos son:

= a2 (kT - wt)

E = EO e

- —h I('I‘(‘l '? - Wt)

E! = E‘0 e

- - i(.i':” "-'? - Wt)

BV = E e :

puesto que la onda es plana, ocupa todo el espacio, y si la superficie de se
paracion de los dos medios es infinita, debe exigirse que los campos E,E y

EM oscilen en fase para cualquier tiempo y en cualquier punto del plano de
separacidon; esto se traduce en;

— el il masiailly = T %
r r r, r = punto arbltrario de Ia
interfase,

K

| - -t |
Esto nos dice, en primer lugar, que k,k' y k'' son coplanares;

en efecto, restando adecuadamente, se tiene:

(K-K')-7T=0 .
N R T€&€ Iinterfase
(k= K') = r=0

y por lo tanto, dada la arbitrariedad de T, se cumple

k - k' = jl]n
T(-"'L.h— 12‘;'?
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donde :\] Y :12 son escalares arbitrarios, y 0 es un vector unitario normal
al plano de interfase, Multiplicando vectorialmente, se tiene

(k - k') x (K - :ﬁ) =0

Kx k' -k x Kk + & x K = 5:

-

y multiplicando escalarmente por k, se tiene

que es condicidn necesaria y suficiente para la coplanaridad de los tres vec-

Por otra parte, escogiendo un vector T que pertenezca al plano
‘F"l T e . |
formado por k,k' y k'', se tiene:

k sen i = k! senr = k' seni'
pero k = k', de modo que seni = seni', y por lo tanto i = i'; esta es la ley

de reflexién de ondas electromagnéticas. Ademds, se obtiene la ley de refrac-
cion de Snell:

m
1
-
ﬂ

i
>

wn
{©
-3
>

Por otra parte, las ecuaciones de Maxwell implican que para una
onda electromagnética, |

ademds implican la conservacién de las componentes normales de los vectores

U’y B, y de las componentes tangenciales de los vectores'f'y'ﬁ'(ver problema
# 51); en nuestro caso, estas ecuaciones de conservacidn son, respectivamen-

te’

[_‘:X EO +-T' XE; - k' p 4 E'o] -.?1 = 0 | P (2)
E et . 1 A _ 7 | |
o+ EN Ean 0 S &)

.. — - ey, ol

SEREIEIITIES PSR

La ecuacién (1) es trivial, pues, por hipétesis, (ver Fig. 180)
todos los campos eléctricos son perpendiculares a %% la ecuacién (2) junto
con la ley de Snell nos reproduce la ecuacidén (3); las ecuaciones (3) y (4)
se escriben en forma escalar como:
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oo (3)

I
-

E_ + E' - E

K(E, - E'" )cos i - ,-‘f-'— £ cosr = O | el (B),

-

y, dividiendo por EO, tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas;

la solucidn es inmediata, y es,

Elo - Vi
E0 | +.El COSY
Fk COS |
1 - k! cosr
By = gkl COS |
P k! cosr -
“o P+ pk cosi

Nos interesa 1a incidencia normal, es decir, i = 0; la ley de
Snell nos dice que en este caso debe ser tambien r = 0, con lo cual nos que-

da:

Fo_ _2uk
E,  k'+uk
i = r = 0
Eo_ ki-pk
., k'4uk

La figura correspondiente a este caso es:

H I

S
el

- 0 ‘I‘J.
-

b
Bo

Fig. 181

Supongamos que la onda incidente sea



oo
|

v

donde w es la frecuencia y k el vector de onda:

- A A,
k = kn =!§ n o,

. ' .
podemos suponer, como origen de fases, que E, es un vector real; puesto que

il iy

k también es real, B estard en fase con el campo E.

| Estudiemos la onda transmitida; las ecuaciones de Maxwell para
un medio conductor son. |

V- H =0
V-E =0

<Q
P
™M
il
]
=
g o=
O
m|

<3
X
"
I
Q

de donde: '
'Vx(VxE')=—PP -—?— (V x H')
| 0 Dt
B - vl = . JE _ 928
A LA Dl v
utilizando V - E' =0 Y ordenahdo, se Iiega a

=

1 9%E
- - G
ve  ot? PFo

lcu
i
o

(7 = Hrotto) &

v

i,

por un procedimiento andlogo, se llega a una ecuaciédn semejante para H.

Si suponemos soluciones del tipo

- | - . -h' .-h-
i = |°ei(k r “t) , -..I kl‘a‘ |

entonces
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P20 = -k 4
EBZE.; o= e uzgl
t
E -
-g—% = -~ jwE’

luego

Esto nos dice que k' es5 complejo; si suponemos

k! = QA+ if3 | | a,3resles
entonces,
2 2 W
2= a®- p°+2iap =& +ipp o w
y |

lo que nos conduce al sistema de ecuaciones,

)
o - P 2

2

I
-
-
O
9
3

que se resuelve para darnos:

donde el signo positivo (negativo) se refiere a « ( {5 ).

El campo eléctrico serd entonces:

= if(a s ip)n T wt]
O . _

-, wlin . A ...h. |
'E", A E‘F”'rel(Qn'r-wt)
0

y el campo magnético serd

B ':lw—;El- = (ELiifii) n X E

-
?

X
w W
-l

anllie
el vector E' se expresa en funcién de E_ 2 través de:
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_Zuk F
O kl+Pk O

m
|

oL o duk P
: O d."'iﬁ + Fk ED

Todo esto trae una serie de consecuencias; en primer lugar, los
campos eléctricos y magnéticos 3 Y B decaen en amplitud exponencialmente méds
alld de la interfase, en forma proporcional a

- i
PRz -8z

donde 2z es la coordenada que mide la profundidad del conductor, a partir de
la superficie de separacidn, Puede definirse un '*factor de penetracidén' g

(skin depth),

§-)
este factor de penetracién & tiene dimensiones de tongitud y es la profundidad
a la cual la amplitud de los campos se reduce a e~! = 36,9% de su valor en la
superficie de separacidn.

Cuando la conductividad o es muy grande, entonces

2
HHo TV

con lo cual

Hay que recordar que el hecho de que haya una conductividad dis-
tinta de cero en el conductor :mpllca la existencia de una corriente vy por io
tanto hay una pérdida de energia por efecto Joule: esta pérdida de energia es
ta que da origen al decaimiento exponencial de los campos,

| En sequndo lugar, el campo maghético no estd en fase con el cam-
po eléctrico dentro del conductor; en efecto, puesto que

»

B(iw_ﬁ_> Ay B

se cumple.

A+ B
Blo = B



H! =_g'.f_ié_ Fl
°©  pPpo W ©
H'O _ - 2 e|¢ E'O
FF oW '
2 2 5 1/4
Y i -T N 2SS 4 .,
o FHo w y °
donde
_ B
tg$p = — ;
gé "

la expresidén de tgp se simplifica si se calcula tg2¢:

2
Vv
t92¢ = _thL = .—éza = .Ef_{?.i___
1 - tg%  al-ff “
luego. 9
] Hég O~ V
¢ = 5 arctg | T o :

El campo eléctrico estd, entonces, adelantado en ¢ con respec-
to al campo magnético, Esto se expresa también diciendo que la impedancia in-
trinseca del medio conductor es compleja: en efecto, la impedancia intrinseca
Z del medio se define como

€
)
H

Ll =
O

232
; - /FPQ FHo T V ~id
= E;; | + ” e

35i el conductor es excelente, O —» 00 vy

luego

en valor absoluto,

y por lo tanto, el campo magnético es mucho mds importante que el eléctrico:®
la energia proviene entonces principalmente del primero.
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Otra consecuencia importante del hecho que el vector de onda sea
complejo, es que el campo eléctrico transmitido E'0 tampoco estd en fase con

el incidente, Eg: en efecto,

2 O a+i@+ Pk EO

o fuk i8¢

E' _ e ,
../((1 + .“k)z + pz 0
g = arctg( - € >
| A HuK

H

donde

Si suponemos que el conductor es excelente (O —» 00 ) y que
no es ferromagnético (p = 1), entonces:

/s
tgo ——» —————— = =1
1/8+ k | + k&
k;g -~ W 2 — 0 .
« HTW o ,x
tgo ——>» -1 ,
T
8 ——3» - =,
L

(E'O adelante en T/4 con respecto a Eo)x

Estudiemos ahora la onda reflejada; ésta es:

plie

E’ = Eﬂo e!(k B “t) :-
S K x £l
w »
donde kKt = -k = -kn = - % ﬁ, y donde

T = AHifB-pk F

O  A+ip +uk o

Se ve que tambiéh los campos reflejados estdn desfasados con res-
pecto a los incidentes; en efecto,



~221-

donde

Si suponemos FT-vo0 YU T I, entonces

tg'q)—-—pO

y los campos estardn en fase.

PROBLEMA 54, -

Se tienen dos planos conductores perfectos y paralelos, separa-
dos por una distancia d. El medio entre los conductores es dieléctrico de
constante dieléctrica & vy permeabilidad magnética . (Este sistema consti-
 tuye una guia de ondas). - '

| Estudie la propagacion de una onda electromagnética plana entre
los conductores. | |

Resolucidn,~
Supongamos que los planos sean z = 0y z = d de un sistema car=

tesiano deICOOrdenadas, y supongamos que la onda se propaga en la direccidn
positiva del eje 0Ox, |

Dado que los planos estdn hechos de un conductor perfecto, el

campo eléctrico no puede tener componentes tangenciales a los planos en z=0
v z=d, ' -

Es decir,

Ex=Ey=O en z = 0,d,

‘Supongamos E. =H =0 (frente de onda transversal, o sea, per~'

pendicular.al eje de pr0pégaci6h Ox).
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s

Si esta onda estd polarizada con E perpendicular a los planos
(E = 0), las condiciones de borde se satisfacen automdticamente, y una onda
coh esta polarizacién es posible; las soluciones E(X,t) y B(X,t) son de la
misma forma que para un medio infinito, y la velocidad de propagacién es la
misma., Por otra parte, una onda plana en la cual las componentes del campo
E no varian con 2z es obviamente imposible si el vector E es paralelo a
los planos, ya que Ey debe ser ceroen z =0y z =d, y serd nulo en todas

partes a menos que varie con z, Examinemos si es posible tener una onda con
E finito, pero & = E, = 0, de tal forpa que el campo eléctrico sea pura-
mznte transversal, Las componentes de H pueden obtenerse de las ecuacio-
nes de Maxwell, Supongamos que la onda se propaga como

e (kx - wt)

donde k puede ser real o complejo, y en general no serd igual a w/v,

tonces.

J _ _

at '

2 - k-

= = ik

la ecuacién |
- oB

VxE=-—

g dt

se escribe entonces

E

IWPQHX - T -a_zx

i”PFOHy = 0 ceesnes (1)

i”PPon = | kEY

La ecuacidn

En-

a* wilh .
IxB=—=2  (T=7)
t
se escribe:?
dH oH
0 = Z o ——tl
Jy o z
3,
-ING&OEY = 32 ---~il<Hz teveee (2)
aHx
0 = ikH,6 =~
Y 0y
Dé (1) se obtiene que HY = 0, pero Hx debe ser ¥ 0 porque si
H
no, %;1. = 0, y esto no estd permitido por las condiciones de borde; por lo
Z
tanto la onda no serd puramente transversal, sino que tendré Hx # 0. Intro-
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duciendo (1) en (2), se llega a:

- iweE E = —— - ikH vous (3)

Luego se ve que H_, y H
aﬁy
“BT ’ (Ex = EZ = 0)

« ho varfan con y, y como se sabe que

V- E=0=

entonces EY tampoco varfa con vy.

Resumiendo, tenemos:

JE

ol

- lwup Hy

- iwppoy = - TKE,

"E”FFGEy = 3z - ikHz

Eliminando Hx y H,, se obtiene

_ Q%

2
W ppoBEE, -V,
o bien,
2E
. 2. W
= - (=k
TX%_ ( t vz )EY » o " 0 @ (5)
donde

es la velocidad de una onda en este dieléctrico pero en ausencna de los planos
conductores. De aqul,

Ey = A senﬁjgﬂi) + BcosCﬂ%ﬂé) :

y para cumplir que Ey = 0 en z = 0,d, debe ser B = 0y n un entero. Para sa-

tisfacer (5), es necesario que
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. . !l-é. n V¢
‘('_\/?") -(—?r- ., n = entero ... (6).

| Por fo tante, k es real o imaginario puro: es clarc que para w
suficientemente pequefio, k serd imaginario, y la onda serd exponencialmente
atenuada;

i (kx - wt)

-lkix emiut!

pues k ™ i-ﬂgg ~ ilkl. Para w suficientemente alto, k serd real y se pro-

pagard libremente (se dice por esto que el sistema constituye un filtro de pa-
so alto sin atenuacidn). La condicidén para la libre propagacidn es

W '\ nw
Y ? d

| T . .
COmo % = -z-i-— ., donde A/\o es 'a longitud de la onda en el medio, pero sin con-
)
dicion<s ue aorde, entonces la condicion se escribe;
Zd [ ]
Ao < F
S1 {i1amamos
2d _ .
h ~ )uc

entonces debe cumplirse :lo <:lc para la propagacidon libre; por esto, :lc se

denomina frecuencia de corte (cut-off wavelength).

En el caso que la condicidn lo (‘)“c se cumpla, podemos escri-

b
- 21T
k = A ,
donde ;la es ia longitud de onda aparente en la quia {0 sea, es la distancia en-

tre dos puntos sobre el eje Ox cuya fase difiere an 2 70 ).

Lla ecuacidn (6) se escribe,con estas nuevas definiciones:

] l ]
— = T t3 ceve. (7),
Ao Xa” Ac

que recibe el nombre de ecuacidn de quia de ondas, y se encuentra que es vdlida
para cualquier guia de onda; la longitud de corte, ) . depende de la forma de

la guia y del modo de propagacidén en ella (d y n, respectivamente).

La ecuacidn (7) fmp!ica que la longitud de onda en la guia ;la’
es siempre mayor que en el medio sin condiciones de borde { A 5); i ;10<<)c,

entonces laﬂ- lo P SiA  - :\c’ entonces Aa — OO,

La velocidad de fase, v¢, en la guia, se comporta como ;la’ PO =
que

Vf=f=vla »
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donde ¥ es la frecuencia (w =2 v )* por lo tanto la velocidad de fase es me-
vor que !a velocidad en ¢l medio libres en particular, si se trata del espacio
vacio, entonces p = & = 1}, y la velocidad de fase serd mayor que c, pues Ag> A,

sin embargo esto no implica gque 1a energia se transporte con velocidad mayor
que la luz, ya que tenemos dispersién: vf depende de la frecuencia vy no es
iqual a la velociazd de grup® vg? |

- Ow
Y9 T gk
En efecto,
WANNEY )2 . nx 2
\ C ad
Luego dk _ W
Zkld“ 2-:2_ g
Luegﬁ} (w) (dﬂ) = vy . = C2 .
¢/ ‘dk f vg ’
como  vg es siempre mayor que ¢, entonces la velocidad de grupo Vg €S Siempre
menor que ¢. La relacidn wv¢ Vg = c? se cumple para cualquier guia de ondas,

oues &s una consecuencia de la ecuacidn (7). En la figura 183 se ilustra el
comportamiento de vg vy Vg €r funcidn de 2R
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Fig., 133

Veamos con un poco mds de detalle el significado fisico de 1la
velocidad de fase; consideremos dos frentes de onda dentrc de la qguia, cuya
diferencia de fase sea 2MW; sus trazas sobre el plano (0xz) se verdn como

“en la figura 184,
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La geometria del esquema nos dice que Qﬁ§%~CE”T9§%b
' N %%
<z Ot B
y como se cumple W Ta Q%fﬁﬁu ésl
- N2 Al
c.:’p W 7
t\)} Q"ﬁ' ,
1= ~ | n 7 _
L= sh e (9, et

202 _232 )'CZ Aaz
resulta finalmente

cos@ = A_ 0. . n = entero.
O 2d

Esto muestra que, dada la longitud de onda en el medio 1ibre :lo,
sélo ciertos valores del 4ngulo @ estdn permitidos,

La relacién entre el 4ngulo @ y las velocidades de fase y de gru-
po son directas; la velocidad de fase es la velocidad con que se mueven las
intersecciones de los trazos de los frentes de onda con los planos z = 0 y z=d;

esta velocidad es

donde v es la velocidad-de la onda libre, La velocidad de grupo v, es la
: : g
componente de la velocidad v en la direccién de propagacién:

vg = yvCos8 < v

i

multip)icando, obtenemos la relacién Vg Vf = V

2, que ya conocfiamos,




El éxito de esta ““Coleccidn de Problemas" es evidente del hecho
que su primera edicion se agoté rapidamente, hace ya varios
anos, y que desde entonces se ha convertido en un texto que
circula activamente en la universidad en cada comienzo de los
periodos lectivos; esto habla con elocuericia de la excelencia de!
trabajo realizado por el autor.

Los problemas resueltos en este libro fueron seleccionados de entre
aque..0s propuestos, ya sea como tareas, ejercicios, controles o
examenes, a los alumnos de la Facultad de Ciencias Fisicas y
Mateméticas de la Universidad de Chile en aquelics afios (esto es,
en los afios inmediatamente anteriores a 1971, fecha en que

se reaiizé este trabajo).

Los aiumnos deberian usar este texto para aprender a trabajar,
y no s6lo como un medio para asegurar una nota aprobatoria
en los controles (lo que desgraciadamente parece ser la regla
general). Para ello, como dicho ya por el autor en el prefacio de la
primera edicion, deberian trabajar ellos mismos cada problema,

sin recurrir al libro sino cuando realmente se encuentren sin saber
cémo continuar, y no limitarse a mirar superficiaimenie los
desarrolios hechos, con la esperanza de memorizar (jen el mejor

de ios casos!) los pasos esenciales. S6lo de esa manera, con ese
método,_ estaran aprovechando realmente, en cuanto a universitarios,
el generoso esfuerzo realizado por Miguel A. Furman, en ese
entonces (1971) destacado estudiante en nuestra Facultad, y hoy
“~mante Doctcr de la qJniversidﬂd da Califarnia v activa
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