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PREFACIO

Al iniciar la reflexién sobre el objeto de un libro de problemas. me viene
a la memoria un proverbio cuyo origen y redaccién precisa desconozeo, pero
la idea se puede expresar de la forma siguiente: Olwvido lo que oigo. recuerdo
lo que veo y aprendo lo que hago.

Creo que siguiendo el proverbio, el objeto de los ejercicios y problemas de
Electromagnetismo cs facilitar al estudiante una scric de propuestas dc tra-
bajo para motivar la reflexion sobre la idcas bdsicas, y haciendo problemas
aprender dichas ideas. Ademds de promover la reflexion sobre conceptos
fundamentales, sc trata de comprender la aplicacién y manejo de la herra-
micnta matematica- cilculo vectorial, diferencial ¢ integral- imprescindible
en la formulacion de modelos matematicos que describen los fendmenos fisi-
cos y la solucion de los problemas con ellos relacionados.

También deben considerarse las limitaciones que "idealizan” cada proble-
ma como elementos que acotan la validez de las soluciones, puesto que para
resolverlo hay que establecer simplificaciones que determinan los limites de
aplicacién. En este sentido los problemas deben considerarse abiertos para
la discusion sobre la forma de aplicar las ideas basicas a casos concretos.

Los capitulos del libro comienzan por un resumen de las ideas y expre-
siones basicas que se utilizardn en los problemas. El objeto de este resumen
es facilitar los instrumentos y conceptos necesarios que eviten recurrir con
demasiada frecuencia al libro de teoria, y al misino tiempo proporcione una
referencia sobre siimbolos y notaciones. Los problemas gue siguen pretenden
los objectivos indicados en el parrafo anterior, procurando que la solucién
también sirva como aprendizaje en la aplicacion de una ley general a casos
concretos.

El desarrollo del libro sigue el tratamiento tradicional o histérico del
Electromagnetismo, es decir, se parte de leyes experimentales como la de
Coulomb, Ampére, Biot y Savart, Faraday cte, sintetizdndolas al final en las
ecuaciones de Maxwell. La sccuencia de capitulos enumerada cn el indice
muestra los temas tratados en el conjunto de problemas resueltos.

La mayoria de los problemas han sido propuestos en los exdmenes de
Elcctricidad y Magnetismo en 2° curso de (°C' Fisicas de la UNED: por tanto
¢l nivel de dichos problemas es adecuado para el primer ciclo de Ciencias e
Ingenieria.
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Capitulo 1

CAMPO ELECTRICO 1

1.1 INTRODUCCION

En este apartado introduciremos las definiciones y expresiones mas impor-
tantes que sc utilizardn en los problemas que se proponen y resuelven en
este capitulo.

1.1.1 CARGA ELECTRICA

La carga eléctrica es un atributo de las particulas clementales que la
poseen caracterizado por la fucrza clectrostdtica que entre ellas se c¢jerce.
Dicha fuerza cs atractiva si las cargas respectivas son de signo contrario, y
repulsiva si son del mismo signo.

En el sistema internacional SI la unidad de carga es el culombio.

La carga libre més pequena que se conoce cs la correspondiente al elec-
trén e = 1,60 x 107! culombios [C].

1.1.2 DISTRIBUCIONES DE CARGA ELECTRICA

Las distribuciones de carga puntuales sc caracterizan por que suponemos
la carga concentrada en el punto donde estd situada cada una de las cargas
que componen la distribucion.

1.1.3 DISTRIBUCIONES CONTINUAS

Son aglomerados de carga que desde un punto de vista macroscépico
pueden ser caracterizados por densidades de carga. Se definen las densidadces
por la relacién entre la suma de todas las cargas que hay en un volumen,
superficie o longitud eleniental y dicho volumen, superficie o longitud.
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Densidad volumétrica de carga p

. Ag
e a!:;lﬂn Av (1-1)
Densidad superficial o o p,
A
7= Jiﬂo.ﬂ—g (12)
Densidad lineal A
Ag
A= lim — 3
Als0 Al (1.3)
1.1.4 LEY DE COULOMB .

La ley de Coulomb establece que la fuerza entre dos cargas puntuales, es
directamente proporcional al producto de las cargas e inversamente propor-
cional al cuadrado de la distancia, cuya direccién cs la de la recta que une
las cargas y el sentido depende de los respectivos signos, de atraccion si son
de signo opuesto y de repulsion si son del mismo signo.

1 qd

h ATe, |r — |

z(r—1r') [N] (1.4)

AN®
-

e
y
/X /X
Figura 1.1 Figura 1.2
1.1.5 CAMPO ELECTRICO

Campo eléctrico es la regién del espacio donde la fuerza clectrostética
actia.
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Intensidad de campo eléctrico E, es el limite al que tiende la fuerza
sobre una carga de prueba Ag, producida por una distribucién de carga,
cuando Ag tiende a cero y con Ag positiva. Esta relacion es independiente
de la carga de prucba Ag, siendo un vector funcién del punto considerado,
cuyo médulo, direccién y sentido es el de la fuerza por unidad de carga en
dicho punto.

F
E = lim =
Ag—0

1.1.6 PRINCIPIO DE SUPERPOSICION LINEAL

Este principio establece que, la fuerza electrostatica (campo eléctrico
resultante) sobre una carga (en un punto), es la suna vectorial de las com-
ponentes individuales sobre la carga (en el punto), debidas a cada carga
puntual o densidad de carga sobre un volumen, superficie o longitud ele-
mental.

1.1.7 SISTEMAS DE CARGAS PUNTUALES

Fuerza sobre una carga ¢ situada en el punto r debida a un sistema de
cargas ¢, en el vacio.

[N/C =V /m] (1.5)

Z o a(r- ) (1.6)

4‘11‘50 r —T;

Campo cléctrico en el punto r.

! Zl i =(r —r;) (1.7)

~ Anme, r—

1.1.8 DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE CARGA

Fuerza sobre una carga ¢ situada en un punto r debida a una distribucién
continua de carga. El vector r’ indica el punto donde se sitiia el volumen
elemental dv’ de la distribucion (véase la figura 1.2).

F,=-2 ﬁ "("’)(_‘";r;’}dw’ (1.8)

Campo eléctrico en un punto r.

1 p(r’)(r —r') o
./‘;' 7—d (1.9)

 4ne, v — 1/
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De forma similar se obticnen fuerza y campo en el caso de distribuciones
suparficiales v lincales de carga, sin mas que sustituir p(r") por o(r') o A(r),
dv’ por ds' o dl', y V por S o C, respectivamente. Las expresiones para el
campo eléctrico en el caso de distribuciones superficiales y lincales son:

! [’ o(r)(r —r) ds' (1.10)

T 4rwe, ir— o/

! ]Mr’}("_rr)dt’ (1.11)

 A7e, Ir—r/|*
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2.5 PROBLEMAS

P21

115

Disponemos tres cargas g, g2, g3 sobre una circunferencia de radio un
metro como indica la figura P2.1; ¢ = q,, g2 = q3 = —qo/2.

1) Calcular el campo eléctrico creado en el centro de la circunferencia.

2) Calcular la fuerza ejercida sobre la carga q;.

(4 [ o

{. . r:“{,]' . I-g

Figura P2.1

P 2.2

s

i ¢

o s d!
o ¢rr

q G

o »

i s

o »

q

Figura P2.2

Sobre el eje Y colocamos nueve cargas q como indica la figura P2.2.
1) Calcular el campo en los puntos (1, 0, 0) y (10, 0, 0).

2) Suponiendo que la carga @ = 9q estd distribuida uniformemente sobre
el segmento de recta comprendido entre los puntos (0, 4, 0) y (0, —4, 0),
calcular el campo en los puntos (1, 0, 0) y (10, 0, 0). Comparar los resultados

obtenidos en 1) y 2).
P 2.3

Sobre la semicircunferencia indicada en la figura P2.3 se distribuye una

densidad de carga lineal A = A, cos .

1) Calcular la carga total distribuida sobre la semicircunferencia.

2) Calcular el campo en el punto O.

3) (En qué punto del eje X debe situarse la carga calculada en 1), para
que el campo en O sea el mismo que el obtenido en el apartado 2).
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Wi,
x,‘\\ 7
R”\
¢
o/ \¥ -
I X R
Vi . 0, |
.J'/:’ "-
.._——"—---l-..’. K
Figura P2.3 Figura P2.4

P24

Sobre una capa semiesférica de radio R, tenemos una distribucién super-
ficial de carga uniforme o = 1 C/m?.

Calcular el campo eléctrico en el centro O de la figura P2.4.

P 2.5

Sobre una superficie esférica como la indicada en la figura P2.5, se dis-
tribuye una densidad de carga superficial o = o, cosf.

Calcular el campo eléctrico en el centro O.

v 4
" ] Z
O /R | i
| i ¥ 4 F l.. a
= 5
X A
X
Figura P2.5 Figura P2.6
P 2.6

Sobre un plano indefinido tenemos dos distribuciones de carga. Una
densidad superficial de carga uniforme —o sobre un circulo de radio R y
otra de signo contrario o sobre el resto del plano, véase la figura P2.6.a.

Aplicando el principio de superposicion, calcular el campo eléctrico sobre
el eje Z.
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P27

En una capa esférica se suprime un casquete esférico de 30°, como indica,
la figura P2.7. Sobre la capa, una vez separado el casquete, se distribuye
uniformemente una densidad superficial de carga o.

Aplicando el principio de superposicién calcular el campo eléctrico en el
centro de la esfera O.

Z
Z ’L-’
-
i
| [ R 0O P
_ ; | -r .
R of | ' | Y
B | |
|b| a
X X =
Figura P2.7 Figura P2.8

P28

Una esfera de material dieléctrico, se taladra diametralmente, dejando un
hueco cilindrico de radio b = 10~2a. El hueco se puede considerar filiforme
en comparacién con el radio a de la esfera. Véase la figura P2.8.

Sobre la esfera, salvo en el hueco cilindrico, se distribuye un densidad de
carga uniforme p.

Aplicando el principio de superposicién calcular el campo eléctrico E en
el punto P (OP = av/3).
P29

Disponemos de una esfera dieléctrica de radio R. Sobre un meridiano
se ha realizado un canal de seccién circular; el radio de dicha seccion es d
(d << R). Véase la figura P2.9.

Sobre la esfera, excluido el canal, existe una distribucién uniforme de
carga p,.

Aplicando el principio de superposicién, calcular el campo eléctrico en
el punto P debido a la distribucién de carga descrita.

Suponemos el radio medio del canal igual a R.
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- " ‘ b
L2
R \ _§

OL—1 | I:" . 0.3

Figura P2.9 Figura P2.10

P 2.10

Sobre un sector truncado de una esfera de dangulo 60, como el indicado
en la figura P2.10, existe una distribucién de carga uniforme p.

Calcular el campo eléctrico en el punto O debido a la distribucién de
cargas.
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1.2 PROBLEMAS

PROBLEMA 1.1

Disponemos tres cargas ¢y, ¢o, g3 sobre una circunferencia de radio un
metro como indica la figura DL g1 = qo. g2 = gz = - /2.

1) Calcular ¢l campo cléctrico ereado en el centro de la circunferencia,

2) Caleular la fnerza ejercida sobre la carga o .

Ai
9,
30°
R=Im_
a J\c{
Ce 0 3
g, 60 q,
Figura P1.1

Solucion
1) Calculamos ¢l campo en el centro de la circunferencia, teniendo en
cuenta ¢l principio de superposicién v su aplicacion al caso de un sisteina de
cargas puntuales. Es decir, el campo serd la suna vectorial de los campos
creados por cada una de las cargas. Aplicando la ecnacién ( 1.7), con:

r=0,.r3=Ruy, : r; = — R(u,cosq+ 1uysena)
ry = R{ugcosa—ugsen a)y |r—ri|=R con i =1.2 3
' I ¢
By = 471‘50‘}75(_[[”)
E,_ | @ | _
2= 7— —Iﬁ(u,r cos ( + 1y, sen a)
Co
1 ¢
3= g %(—Ur cos o + 1, sen o)
-0

Teniendo en cuenta los valores gue en el problema se proponen para las
cargas,

]' ¥ ]
E=E +E;+ E3= e ;L?z(-l — sen ) uy,

como a = 309 sen a = 1/2 v R = 1. por tanto el campo E en el centro
es:
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N 1 3¢ 3
) _471'5,;,@ ty = 8o Yy
2) Para calcular la fucrza sobre la carga g, sc obtiene primero el campo
debido a las cargas g2 y ¢z en €l punto donde se sitia la carga 1.

La distancia entre las cargas es:
ri —rjl=d= (H’Qcosga + R*(1+ sena)z)l"(2 = RV3

Los campos respectivos son:

1 R
E;2 = 4NEO%(“ —Trg) = 4?1_50%(11!, + u, cos a + uy sen )
1 g3 R g3
Ez = 4?1_50-d—3(r1 —r3) = RE(U” - Uy COS (v + Uy, sen «v)
El campo total, sustituyendo q2 y g3 por —¢o/2, scra,
R ¢
E =Eiz + Ej3=— — (2 + 2scna
12 13 471_50 2d3( + sCI )lly
Sustituyendo los valores de sena=1/2yd=R V3, queda,
B oL q_".‘@.u
Awe, B2 6 Y
La fuerza es:
1 ¢ V3
F=gE = L \/_

e B2 6 Y

PROBLEMA 1.2

Sobre el eje Y colocamos nueve cargas ¢ como indica la figura P1.2.

1) Caleular el campo en los puntos (1, 0. 0) y (10, 0, 0).

2) Suponiendo que la carga (¢ = 9¢ estd distribuida uniformemente sobre
el segmento de recta comprendido entre los puntos (0, 4, 0) y (0, —4. 0),
calcular ¢l campo en los puntos (1, 0, 0) y (10, 0, 0). Comparar los resultados
obtenidos en 1) y 2).

Solucién

1) Campo debido a las cargas puntuales

Para calcular el campo en los puntos indicados, recurrimos a la ecuacién
(1.7).

1.1) Punto (1, 0, 0)
r=1u, ;r; =d;isenq;uy para y>0; r; = —disenuy para y <0

disenc; =n,(n=1..4) = |r — r;] = d; = (1 + n?)'/?
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Dada la simetria de la distribucién, las componentes u, al sumar se
anulan, va que, salvo la situada en O, cada carga tiene otra situada de
forma simétrica.

q
E; = Tne, (u;.—, + Z(u;g -~ d; sencnuu) & + Z(uq: + disen aguy) )

n=1 n=1
Operando y bustltuycndo d obtenemos:

E] —.lﬂ‘ig ( Z (1 _|_.n2)3f2) -l';rr l 08 U,

d

et ha.‘

R A N N R
Tt e

L

|

s

|

e

Figura P1.2
1.2) Punto (10. 0, 0)
Se procede en forma andloga al caso anterior. con la diferencia de que
ahora r = 10u,, y d‘lf = (102 +n?)l/2,

q 10 _9
Es = 1x10

2) Campo debido a la dtstnbucwn lineal de carga
En el cédlculo que vamos a realizar en cste apartado, se supone que existe
una distribucién lineal de carga A = 9¢/8 (C/m). Los campos se calculan
mediante la ecuacion (1.11).
2.1) Punto (1, 0, 0)
r=ug; r'=yu,; d'=dy; |[r-1'|=d=(1+4)"?
1 9g [* (ur —yuy)dy

dme, 8 J_g (1+32)32
Integrando por componentes, quedan de la forma siguiente:

/4 dy —[ Y ]4 ~_5 ara u
_4 (1 +¢2)3/2 (L+y)12| , 17172 p T

E} =
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4 ]
—ydy | . -
[ e [(1 +y2)1f2] L T

Llevando los cdlculos anteriores a E, obtenemnos:

q
E! ~ 2. 18u
1 d7e, o

2.2) Punto (10. 0. 0)

Procedemos de mancra similar al caso anterior. ponicndo ahora:

r— 10u, y d = (1024 y?)/2. La integral que no se anula en este caso
o8

] : 10dy B 1 . B 8
_g (102 4 y2)3/2 10(102 + y2)V2| 10116

Il campo E gueda de la forma,

g 9 8 ] 2 4
E, = — u, ~ 8.35 x 10
2 Ame, 810V/116 dme,

Comparando los resultados obtenidos en 1) v 2), se observa gue el cam-
po cléctrico disminuye inds rapidamente con la distancia en la distribucion
continua que en la discreta. Ademas la diferencia entre ambos caleulos clis-
minnye con la distancia.

PROBLEMA 1.3

[LES

Sobre la semicirennferencia indicada en la figura PL3 se distribuye una
densidad de carga lineal X = A, cos 2.

{) Calenlar la carga total distribuida sobre la senicivennferencia.

2) Calenlar el campo en el punto O.

4) ;En qué punto del eje X debe situarse la carga calenlada en 1) para
que ¢l campo en O sea el mismo gue €l obtenido en ¢ apartado 2)?

Solucién

1) Carga
El cdleulo de la carga total se hace sumando las cargas elementales sobre

cada segiento diferencial de la cireunferencia. es decir. se suman Adl" desde
/2 am/2.

dl' = Rdp; M’ = A\, cosp Rdy
por tanto
/2

Q= Rlocose dp = 2R A,
—n/2
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Figura P1.3

2) Campo

Aplicarcmos la ccnacién (1.11) para calcular el campo cn el punto O.
Dada la simetria de la distribucion con respecto al eje X, la componente
Ey del campo serd nula.

Los vectores de posicién r y 1’ son respectivamente:

r=0; r'= Rcospu, + Rsenygu, : |r -r'|=R
Los limites de integracion son los indicados en el apartado 1).
1 [“’”‘2 1IX; cos ¢ dp(—Rcos pu, — Rsen pu,)
Ao J_npa R3

La integracién de la parte correspondiente a la componente y es de la
forma [ seny cos odp = (1/2)sen?y, que entre los limites indicados cs nula,
por tanto solo queda la componente r.

E =

- 1 /ﬂ!‘f-’ -—Aocosztp d(,ou D Ao ¥ n sen 2 pi u
N -lj‘TED —'}1.'/2 R v —I-TI'EOR 2 | _71-/2 .
Ao
E —
8, R

3) Punto sobre el eje X
Para calcular la distancia a que debemos colocar una carga Q = 2A R,
que produzea el mismo campo en O, se igualara el campo que crea ( en el
punto de coordenada ' con ¢l obtenido en ¢l apartado anterior.
Ao 2AR

8, R Ameyuw?

por tanto deducimos que
4
W= :I:(—}l! 2R
il
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Dado que el campo tiene la direccion v, (x > 0) y por ello,
r=2Rx1/?
es la coordenada del punto donde debemos situar la carga .

PROBLEMA 1.4

Sobre una capa semiesférica de radio R, tenemos una distribucion super-
ficial de carga uniforme o = 1 C/m?.
Calcular el campo eléctrico en el centro O de la figura P1.4.

ZAA

ol
NN
X

Figura P1.4

Solucién

Se trata de una distribucién superficial de simetrfa cilindrica, por tan-
to aplicaremos la ecuacion (1.10) para calcular el campo en el centro O.
Teniendo en cuenta la citada simetrfa al sumar las contribuciones de ods’
sobre la semiesfera sélo quedan las componentes en la direccion del eje Z. Las
componentes perpendiculares se anulan pues cada ods’ tiene otro elemento
simétrico que produce una componente perpendicular al eje 7 del mismo
modulo pero de signo contrario.
r=20; r = Ru,; ‘r — r’| =R ;ds = R*senfdfdy
Cada componente sobre el eje Z es proporcional a,
(r—r')-u,=—Ru, -u, = —Rcos¥
Teniendo en cuenta la ecuacion (1.10) y las relaciones anteriores,
1 2 1/2 6 R? sen 0dOdy oo [1 5 ™2
E, =— Rcost = — —sen“f
47r50_/; /G-K R3 d7e, [2 ]D
El vector campo tiene sentido hacia z < 0 por tanto,

o
E=-—
4e,

u;
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PROBLEMA 1.5

Sobre una superficie esférica como la indicada en la figura P1.5, se dis-
tribuye una densidad de carga superficial ¢ = o, cos#.
Calcular el campo eléctrico en el centro ().

Figura P1.5

Solucién

La distribucion de carga ticne simetria cilindrica con eje 7, la zona de z >
0, partc superior de la esfera, corresponde una densidad de carga positiva,
y en la inferior z < 0, la densidad de carga es negativa .

Dada la simetria de la distribucién, al suinar s6lo quedan componentes en
la direccién del eje Z, ya que las perpendiculares a dicho eje se anulan. Cada
carga clemental ods’ tiene otra simétrica cuya componente perpendicular al
eje Z es del mismo médulo y sigho opuesto.

r=0;r =Ru,; lr— r"l = R;ds' = R%*sen 0dbdy

Cada ods’ tiene una componente en la direccién del eje Z proporcional
a(r—-r')-u,.

(r—r')-u,=—Ru,-u, = —Rcosb

El campo debido a la semicsfera superior (z > 0), tiene la direccion y
sentido de —u,. Fl correspondiente a la semiesfera inferior, dado que su
signo es negativo, tiene el mismo modulo direccion y sentido que el anterior;
por tanto. calculando el campo correspoundiente a la semiesfera superior y
multiplicando por dos se obtiene el resultado correcto del problema.

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores y la ecuacién (1.10),
podemos calcular E, de la forma siguiente:

. _9 /»2:1 /ﬂfz R20, cos Hs:nﬂdﬁdn,:* R lcos39 w/2
dre, 0 0 R € |3
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Realizando operaciones obtenemos,
To To
= — E=——u,

[~

S Eo

PROBLEMA 1.6

Sobre un plano indefinido tenemos dos distribuciones de carga.  Una
densidad superficial de carga uniforme ¢ sobre un circulo de radio 7y
otra de signo contrario o sobre el resto del plano, véase la figura P1.6G.a.

Aplicando el principio de superposicion, calcular el campo eléctrico sobre
el ¢je Z.

Z
Y v
i T e r
d | Ve r-r'
~K ¢ /
//, ~ ,—--""/ /// Y ,'-/ r Y
/// s /}/(
s X
a b

Figura P1.6
Solucion

Las distribuciones de carga propuestas son equivalentes a las siguientes:
una distribucién uniforme o sobre todo el plano, incluido cl circulo de radio
R, y una distribucién —2¢ sobre el circulo de radio 2. El célculo del campo
cléctrico. aplicando el principio de superposicion a la distribucién indicada
anteriormente, ¢s ¢l que obtendriamos con la distribucién propuesta en el
probleina.

Los calculos correspondientes a cada distribucién los haremos utilizando
la ccuacion (1.10).

1) Campo debido al circulo de radio R y densidad —20

La distribucién tiene simetria cilindrica con eje el Z. El campo cléctrico
en cualquicer punto del eje Z, dada la simetria de la distribucion, solo tie-
ne componente cn la direccién de dicho cje, ya que cada clemento —20ds’
tiene un simétrico que produce una componente perpendicular al cje Z de
signo contrario, véase la figura P1.6.b, por lo que al integrar s¢ anulan las
componcntes perpendiculares al cje Z.

Como se indica en la figura P1.6.0,

r—zu.; ds —r'dedr'; ¥ = r'cos pu, +7 sengu,
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‘I‘ —I"" _ (z2+ ;_.".2}1/2
Las componentes en la direccion del cje Z son proporcionales a.
u,-(r—r’)=z
Aplicando la ccuacién (1.10) y teniendo en cuenta las condicioues parti-
culares del problema expresadas anteriormente.

E — L [2“/R 20 20'dedy! o 2z
T dmey Jo oo (224 172)32 £q (zz+r"2j1f2

E = 2yl
€o (22 + R? )UQ
El significado de |z] es el siguiente: El campo ticne el inismo médulo.
tanto para z > 0 como para z < (), pero el sentido es opuesto, el sentido de
—u, para 2 > 0 y u, para z < 0.
2) Campo debido al plane con la distribuciin o
El plantcamiento es similar al caso anterior, lo que varia es la densidad
superficial de carga y los limites de integracién para 1.

R

0

£ 1 ]‘2"/“' ozr'ldpd’ o z ~
T Aren Jo o (22 +712)3/2 7 2¢, (zg_'_T;z)l/? .
{a
E, = —
2,

El camipo eléctrico en este caso tiene el sentido de u. en la zona de z > 0,
y el de —u, para z < 0.

El campo cléctrico total sera:
o o z o 2|z
E=——mu, - —{1- || u, - 2] — 1] u.
2=, €o (22 + R2)1/2 2c, (22 4 Rz)lﬁ
El campo eléctrico para z < 0 tiene el mismo médulo pero sentido opues-
to al anterior.

PROBLEMA 1.7

En una capa esférica se suprime un casquete esférico de 30°. como indica
la figura P1.7. Sobre la capa, una vez separado el casquete, se distribuye
uniformemente una densidad superficial de carpa o.

Aplicando el principio de superposicién calcular el campo eléctrico en el
centro de la csfera O.
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Solucion

El problema propuesto es equivalente a dos distribuciones superficiales:
Una capa esférica completa con densidad uniforme ¢ y un casquete, de las
mismas dimensiones que el propuesto, con una densidad —o.

La aplicacion del principio de superposicion lleva al cédlculo del campo
nediante la suma de los campos creados por la capa con densidad o y el

casquete con densidad —o.
o -\-\Hhh‘\\
- 3[}/ \
Y

Figura P1.7

El campo creado por la capa esférica con densidad o en su centro es nulo,
dada la simetria esférica de la distribucién.

La contribucién del casquete se obtiene mediante la ecuacion (1.10), y
la aplicacion de las condiciones de simetria cilindrica, con eje 7, que tiene
dicha distribucion. La simetria tiene como consccuencia que sélo existe
componente del campo cn la direccion del eje Z, ya que cada clemento —ods’
tiene un simétrico, que produce una componente perpendicular al eje Z dcl
mismo modulo pero de signo opucsto, con lo que al integrar sc anula la
componente perpendicular al eje Z.

Los distintos clementos de la ecuacion (1.10) en este caso son:

r=0; =Ru, ; [r—1|=R ; ds = R*senfdbdy
La componente en la direccion del eje Z es proporcional a:

(r-r')-u,=—Ru,-u, = —Rcosb
2w pw /12 3 . .da N m/12
B — 1 o R* cos 0 sen 8dbdy _ 0 lsen? p

El campo E en O sera:

E,~1,67Tx10 2L & E~1,67x102Zu,
EO EO
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PROBLEMA 1.8

Una esfera de material dieléctrico, se taladra diametralmente, dejando un
hueco cilindrico de radio b = 10~2a. El hueco se puede considerar filiforme
en comparacién con el radio a de la esfera. Véase la figura P1.8.

Sobre la esfera, salvo en el hueco cilindrico, se distribuye un densidad de
carga uniforme p.

Aplicando el principio de superposicion calcular el campo eléctrico E en
el punto P.

Solucién

Figura P1.8

La distribucion indicada en el problema es equivalente a las dos distri-
buciones siguientes: Una esfera con una distribucién uniforme p y un hilo
de radio b y altura 2a con una densidad lineal X tal que A2a = (—p)wb?2a,
es decir, A = —wb?p.

1) Campo creado por la esfera

Dicho campo es el mismo que si consideramos toda la carga sobre la
esfera situada en su centro. Con los datos de la figura OP? = 46? — a2, es
decir, OP = /3a, por tanto,

B 1 1 d' u 1 1 4 u
= _— ' -
Y7 are, 302 V'o Y 4W503a23ﬂa Pty
pa
E
S 9e,, 9, Y

2) Campo creado por el hilo
Para dicho célculo utilizamos la ecuacion (1.11) y las siguientes condi-
ciones particulares del problema:
r=ruy; 1’ =zu,; d' =dz; [r - 1| = (1 + 222
Los limites de integracion son —a y a: r = /3 a.
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N

v 1 [“ Adz(ruy —zu;)
1 - “ Ao Joa (P24 22)3/2.
La int.cgrac'ié'nI de cada componente, produce lo siguiente:
.Componente u. |

A 1 % :
E‘ - — — 0
- ine, L,z{?:z N 22)1/2] .

i L
1
Componcente u,

—il

Es,, = AT [ “ ]a - A 2a
Y dme, | r2(r2 + 22)V2_,  Ameor(r? + a2)1/2
Sustituvendo los valores de A = —ma? x 107%p y r = V3a,
Ey — _p(£10_4\/§u
12¢,, o

Sumando los valores obtenidos en 1) y 2) calculamos E,
0

1 10743

pa 0_‘/__ u, ~ ,111_‘1111,
o \ 9 12 Eo

PROBLEMA 1.9

Disponemos de una esfera dicléctrica de radio K. Sobre un meridiano
se ha realizado un canal de seccion cirenlar; ol radio de dicha seceion es d
(d << R). Véase la figura P1.9. Sobre la esfera, excluido el canal, existe
una distribucion uniforme de carga p,,.

Aplicando el principio de superposicion, calcular ¢l campo cléctrico en
el punto P debido a la distribucion de carga descrita.

Suponemos el radio medio del canal igual a R.

Figura P1.9
Solucidén

Aplicando el principio de superposicion. el sistema indicado cs equivalen-
te a una csfera uniformemente cargada con densidad p,, mds un anillo cuya
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seccion es de radio d y densidad de carga —p,. El anillo ocupa la posicién
dénde se ha abierto el canal en la csfera. Calculamos por separado los dos
campos.

1) Esfera

Puesto que el punto P estd situado fuera de la esfera. Aplicamos el
campo creado por la carga de la esfera sigada cn O,

B10) = fre?

(4/3)m1p,, polt

Ei(P) = Are,(21R)2 W= Tog, W

2) Anillo
Calculamos el campo integrando la distribucién de carga que representa
el anillo. Usaremos coordenadas cilindricas, pero con el ¢je Y como eje del

anillo. Aplicamos la siguientc ecuacién para ¢l campo,

r’ -r")de’
Ex(y) = . /; i |)fr_ I.:IQ:J)

4Te, |

donde, en nuestro caso, y para el punto P, suponiendo que # ~ R ya que
d < R.

p(r') = —p,: r =2Ru, ;: ¥ ~ Ru,

v v = (4R? + R?)* = RVS v dv/ = nd®Rdy
La integral sc extiende al volumen del anillo, y la tinica variable cs ¢,
cuyos limites son 0 y 27. Reescribimos la integral,
Ey(P) — —p,7d® [*" Rdp (2R, — Ru,) _ P V5 [ (20, - u,)dy
Ame,  Jy (R\/5)3 de, 0 26 R
Resolvemos la integral para cada componente de los vectores U, y 1y,
que son:

27
/ Ru,de =0
0

Fl resultado es nulo por que sc trata de la summa de vectores radiales

que varian para cada angulo de la circunferencia, de manera que u,(p) =
—u,(p + 7).

2
/ 2uydp = 27 2u,, = 4y,

0
Sustituyendo en la ecuacion anterior:
—p w25
E2(P) = ilios ﬁuy
£o 20 R
Ahora ya podemos escribir el campo total como E(P) = E; + E»
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12, e,R Y &
PROBLEMA 1.10

Sobre un sector truncado de una esfera de dngulo 60°, como el indicado
en la figura P1.10, existe una distribucién de carga uniforme p.

Calcular el campo eléctrico en el punto O debido a la distribucién de
cargas.

12 20 R

E(P) = _p_ﬁ B po'rrd?\/g Po (E ?rd’z\/g)

Solucién

El campo eléctrico en el punto O debido a la distribucién de carga dada
se calcula mediante la expresién
E_ 1 [ pdd'(r —r')
= 47‘[‘60 . Ir - rfl:.’»
En este caso r = 0y v/ = 7/u,.. dv' = r?sen 8 dr’ df dp. Sustituyendo en
la ecuacién anterior,
1 / —pr'u,.r? sen0dr’ d6 dp 1
E — - _
Arey Jy ri3 Ae,

[ pu, senfdr’ do de
|4

-,

X

Figura P1.10
Dada la simetria de la distribucién al sumar las componentes sélo nos
queda la que corresponde al eje Z. O de otra manera, como u, en coordenadas
cilindricas es u, = u, cosf +u,, sen6; al considerar todas las variaciones del
angulo ¢, u, ticne signo opuesto en ¢ + 7 con respecto al valor en , por
tanto al integrar dicha componente se anula, en consecuencia,

1‘ ’
E= Vi /Vpuzco.sﬂ sen O dr” df dy

Los intervalos de variacién para @ y ¢ son: ¢ varfa entre 0 y 27, 6 entre
0y /6,y entre a y b.




1.2. PROBLEMAS

i
pu
4?1_50/ d(pj cos @ senf d@] dr’

= P e &,enﬂe i [']" = "“‘" b— a) sen®(r /6
47r€ 0 0 ( )
La solucién final para el Ccampo es,
E_ plb—a)

16c, 2

33



Capitulo 2

CAMPO ELECTRICO II

2.1 INTRODUCCION

2.1.1 POTENCIAL ELECTROSTATICO

Se define la diferencia de potencial entre dos puntos como el trabajo que
hay que hacer contra el campo para trasladar una carga cléctrica unidad
desde un punto a otro. En forma matemstica:

2
Vo — V4 =—/ E.dl (2.1)
1

La definicion de potencial en un punto requicre tomar otro como refo-
rencia. Generalmente se toma el infinito como referencia de potenciales ¥V se
le asigna el valor cero. Con esta referencia, el potencial en un punto es cl
trabajo realizado para trasladar una carga unidad desde el infinito al punto
considerado.

El potencial cléctrico es un cscalar.

Integral de linea : Campos conservativos

La integral de lineca indicada en el segundo miembwo de la ecuacion (2.1),
en campos clectrostdticos, no depende del camino elegido para ir de 1 a 2,
solo depende de los puntos 1 y 2. Esta propiedad es caracteristica de los
campos conservativos.

En un camino cerrado los puntos 1 v 2 coinciden, por lo que la integral
de linea a lo largo de un camino cerrado ¢s nula, cs decir:

j’{ E-dl =0 (2.2)
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La expresion (2.2) caracteriza a los campos conservativos.
2.1.2 GRADIENTE DE POTENCIAL
Lineas y superficies equipotenciales

Son aquellas en las que se manticne el potencial constante e igual a un
valor determinado.

Lineas de campo

Son lincas caracterizadas por que en cada punto el vector campo es
tangente a ellas.

Las lincas de campo y las lincas o superficies equipotenciales son orto-
gonales entre si, ya que sobre una cquipotencial ¢l primer miembro de la
ecuacion (2.1) es nulo, por tanto E-dl = (0 para un intervalo diferencial dl. y
si E es distinto de cero, E debe ser perpendicular a dl para que el producto
cscalar sea nulo.

Gradiente de potencial

Se define ¢l madulo del gradiente de potencial en un punto como el limite
del aumento de potencial AV a lo largo de la longitud clemental Al sobre
la linea de campo dividida por Al cuando Al tiende a cero:

AV dV

f f— fr e i —_— T —
lemad V| SIVY = i o =

El gradiente cs un vector cuyo médulo es ol indicado en la ccuacion
(2.3}, su direccion es la del campo eléctrico en cada punto, y puesto que una
clevacion del potencial se verifica cuando nos movemos en sentido contrario
al campo, su sentido es opucsto al de E, en forma matematica:

(2.3)

E=—gradV = -VV (2.4)

2.1.3 POTENCIAL DEBIDO A UNA DISTRIBUCION DE
CARGAS

Superposicion

El principio de superposicién aplicado a los potenciales establece que:
El potencial eléctrico en un punto es la suma algebraica de los potencia-

les individuales en dicho punto correspondientes a cada una de las cargas
elementales consideradas.
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Potencial debido a una carga puntual

Si aplicamos la ecuacién (2.1), tomando como referencia el potencial cero
en el infinito, el potencial de una carga ¢ situada en ¢l origen de coordenadas,
en un punto r es:

1 ¢
V= - |V 2.5
—1 W (25)
Potencial debido a una distribucion de cargas puntuales
Si cada carga ¢; estd situada en el punto de coordenadas r; v el punto
donde se calcula el potencial es el definido por r, ¢l potencial debido a N
cargas ¢ es:

TR 4
V= : 2.6
Potencial debido a distribuciones continuas de carga

Las distribuciones que consideramos son las de volumen, superficiales y
lineales. Las coordenadas donde se sitia la carga las designamos con 1/ y
las correspondientes al punto donde se calcula el potencial por r.

Distribucion volumétrice de carga p(r'):

i 1 p(x’)dv’
V = 2.
4dre, /1 lr — 1’| (2.7)
Distribucion superficial o(r'):
1 o(r')ds'
V= 2.8

Distribucion lineal A(x'):

po | f,\(r')n!;* 29)

- Aree Jo v — 1|

2.1.4 ENERGIA POTENCIAL

La energfa potencial de una carga ¢ situada en un punto r es igual al
trabajo que debemos realizar contra el campo eléctrico para levar dicha
carga desde el infinito. tomado como origen de potenciales, hasta el punto
considerado.

Partiendo de la definicién de potencial eléctrico,
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W(r)=qV(r) (2.10)
2.1.5 CONDUCTORES EN UN CAMPO ELECTROSTATICO

De una forma genérica podemos definir un conductor como un cuerpo en
el que las cargas cléctricas se pueden mover libremente bajo la influencia de
un campo cléctrico. Los casos mds comunes son los metales como el cobre,
plata, oro, almninio, ctc.

En condiciones estéticas el campo eléctrico dentro de un conductor es
nulo, de lo contrario se estarfan moviendo las cargas. Si el campo es nulo.
la mtegral de linea a lo largo de cualquier camino sera nula, por lo que el
conductor es un volumen que estd a un potencial y la superficie que lo limita
es. por tanto, una superficie equipotencial. En resumen, en el interior de un
conductor E = 0 y V7 = constante,

Como consecuencia de ser equipotencial la superficie del conductor, se
dednee que el campo cléctrico es normal a dicha superficie en los puntos
exteriores muy préximos a clla.

Cnando ponemos a un conductor en presencia de un campo cléctrico
s¢ produce, en un tiempo muy corto dependiente de su conductividad, una
redistribucion de las cargas libres del conductor. de forma que al terminar
el proceso el campo es nulo en su interior. Estas cargas sc sittan sobre la
superficic del conductor v se las conoce como cargas inducidas. Las cargas
inducidas producen un campo en el interior del conductor que contrarresta
cl campo exterior. de forma que el campo electrostitico en el interior es cero.

2.1.6 TEOREMA DE GAUSS
Forma integral

El tecorema de Gauss establece que la integral del vector intensidad de
campo cléctrico E sobre una superficie cerrada, es decir, ¢l flujo de E a
través de la superficie corrada es igual a la smma de todas las cargas que
encierra dicha superficie. En forma matemaética:

C'argas puntuales

E-d5=—qu.i (2.11)
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Distribucion continua de carga p(r’),

1
j{E-ds = — / p(r') de’ (2.12)
S fo Jv

El volumen V' que figura en la integral es el limitado por la superficic
cerrada S.

El teorema de Gauss es nna consccuencia de la ley de Coulomb v la
definicion del campo eléctrico, que establece una dependencia con la inversa
del cuadrado de la distancia.

La aplicacién del teorema para calcular el campo E requiere tomar super-
ficies sobre las que el médulo E permancee constante y E es perpendicular
o paralelo a la normal de dicha superficie.

Forma diferencial

Aplicando el teorema de la divergencia en la ccnacién (2.12) se obtiene
la siguiente ecuacion:

r
v.E -2 (2.13)
o
Dicha ecuacion expresa que la divergencia del eampo eléctrico en un
punto cs igual a la densidad de carga en cse punto, es decir, V- E es una
funcion del punto considerado.
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3.8 PROBLEMAS

P 3.1

Sobre tres vértices de un cuadrado se sitiian tres cargas puntuales, cuyos
valores y posiciones respectivas estdn indicados en la figura P3.1.

1) Calcular el campo y potencial sobre el eje de ordenadas Y.

2) Calcular la fuerza sobre un carga de prueba @ en el punto A, OA =

dv/2.

TLA

d

i
L.
|
-~
—

03 g X |
Figura P3.1 Figura P3.3

P 32

Sobre un disco de radio R situado en el plano XY, cuyo centro coincide
con el origen de coordenadas, se distribuye una carga superficial que varia
radialmente de la forma siguiente:

o(r) = | Po(P/R)* parap <R

il e parap > R
Calcular el potencial y campo sobre los puntos de la parte positiva del
eje Z.
P 3.3

Dada la distribucién lineal de carga A sobre un arco de circunferencia,
de radio R y dngulo 3007, véase la figura P3.3, calcular el campo y potencial
eléctrico en el centro O.

P 34
Dada la distribucién de carga indicada en la figura P3.4, donde,

A= Ap(1 + cos )

1) Calcular el potencial y el campo electrostético en el origen de coor-
denadas.
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2) Determinar el trabajo necesario para trasladar una carga @ desde el
infinito hasta el origen.

Figura P3.4 Figura P3.5

P 3.5

Sobre una circunferencia de radio R, situada en el plano XY se distribuye
una densidad lineal de carga A = A\, sen? .

Calcular potencial y campo sobre el eje Z.

P 3.6

Dos potenciales estdn definidos por: ¢ =2z —4; v ¢/ = —2? + 4.

Representar graficamente las equipotenciales de ambos.

Calcular el campo correspondiente a cada potencial. ;jCudles son las
diferencias mds importantes entre los dos campos?

Y
=10 i

-20)

.50 51

-100 ..Jk 100

Escala en cm

Figura P3.7
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P 3.7

Mediante un dispositivo para la medida de diferencias de potencial (d.d.p.),
hemos obtenido la representacién grafica indicada en la figura P3.7.

1) Dibujar las lineas de campo.

2) Mediante la aproximacién E ~ AV/Ad entre dos equipotenciales,
calcular E en los puntos A, B y C indicados en la figura P3.7. ;En qué
punto de los indicados se comete mas error al calcular el campo?

P 3.8

Sobre una esfera de radio R tenemos una distribucién uniforme de carga
p,- Por un cilindro diametral, de radio tan pequeno que practicamente no
perturba la distribucién de carga, se puede mover una carga puntual —q de
masa m.

Establecer la ecuacién que gobierna el movimiento de la carga puntual.
Resolver dicha ecuacién y establecer los puntos del recorrido donde se hace
maxima la velocidad y la aceleracién.

Nota : Suponemos despreciable la fuerza gravitatoria.

P 3.9

Dado el campo vectorial F = (K/r) u,

1) Calcular [, F-dl sobre la recta AD y sobre el camino ABCD indicado
en la figura P3.9.

2) (Cumple el campo F las condiciones requeridas para que sea un campo
electrostatico?

R -
Figura P3.9

P 3.10

Sobre una esfera tenemos una distribucion superficial de carga o =
ogocosf. [Se puede aplicar el teorema de Gauss para calcular el campo
eléctrico en puntos exteriores a la esfera?
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P 3.11

Sobre una esfera de radio R tenemos una distribucién de carga cuya
densidad es p = Ar (C/m3).

Calcular el campo eléctrico en funcién de 7.

P 3.12

Dada la distribucién volumétrica de carga:

3
p=pﬂ(1—£} para 0<r<a ; p=0 para r>a

Calcular el campo E(r) y dibujar una grafica de |E| en funcién de r.

P 313

Sea un disco de radio a y espesor e, con e << a, (figura P3.13) y con una
densidad de carga p = p,. Calcular el potencial y el campo electrostético
en el punto A(0, 0, a). Determinar el trabajo necesario para trasladar una
carga () desde el infinito hasta este punto.

Z

=
- \
. i

Figura P3.13

P 3.14
Dada la distribucion esférica de carga:

po(r/a)/? paraa/2 <r <a

P=10 parar >a y r<a/2

Calcular el campo y potencial en funcién de r.

Dibujar un grafico aproximado de E y V en funcién de r.

P 3.15

Sobre dos placas paralelas e indefinidas, separadas por una distancia d,
se distribuyen respectivamente las densidades de carga superficiales: o1 = 2
Cfm?, oy =4 Cfm®,

Calcular el campo entre los dos planos y en el espacio a derecha e iz-
quierda de los mismos.
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P 3.16

Sobre una placa dieléctrica, de espesor 2a e indefinida en las otras dos
direcciones, se distribuye una densidad de carga:

p= | Pall—lyl/a}para 0 < |y <ea
0 para |y| >a

Calcular el campo E(y).
P 3.17

Dada la distribucién de carga en el entorno del plano XZ, determinada
por la siguiente densidad,

_ | poly/d) para |y| < d
d 0 para |y| > d

que unicamente es funcién de la coordenada y.

Calcular el campo eléctrico en cualquier punto del eje Y. Obtener el
potencial electrostético en la zona comprendida entre —d y d (—d < y < d),
tomando como referencia el potencial en y = —d.

P 3.18

Tenemos un cilindro indefinido de radio a, sobre él se distribuye una
densidad de carga p = p sen (7r/a), siendo p = 0 para r > a.

1) Calcular el campo eléctrico para 0 < r < a.

2) Si ponemos una carga negativa sobre el eje del cilindro. ;Ser4 estable
la situacién de equilibrio de la carga?

P 3.19

La interseccién de dos esferas de radio R = O0O’, se muestra en la figura
P3.19. Sobre la zona exterior a la interseccién se distribuye una densidad
de carga en la forma siguiente: Una densidad de carga uniforme positiva p
sobre el volumen exterior a la interseccién de la esfera con centro en O; y una
densidad de carga negativa —p sobre el volumen exterior a la interseccién
de la esfera con centro en O'.

1) Calcular el campo eléctrico en los puntos del segmento Q0.

2) Calcular el campo eléctrico en los puntos del segmento AB.
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;"\

o | |o

Figura P3.19

P 3.20

Tenemos dos esferas superpuestas de radio a, cuyos centros respectivos
O1 y Oz estdn sobre el eje Y como muestra la figura P3.20. La distancia entre
los centros es [ = 4a/3. En la zona sombreada de la izquierda se distribuye
una densidad de carga uniforme p, y en la de la derecha un densidad de
carga uniforme —p. Calcular el campo electrostatico en los puntos A y B
indicados en la figura.

0, Y
P ' - P

Figura P3.20

P 3.21

En el centro de una placa dieléctrica, de espesor d e indefinida en las otras
direcciones, existe un hueco esférico de radio a. Sobre la placa, excepto en
el hueco, se distribuye uniformemente una carga cuya densidad es p.

Calcular el campo en el punto A, figura P3.21, a una distancia d/2 de
la placa.
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d/2

d

Figura P3.21

P 3.22

Tenemos una esfera de radio a dentro de la cual hay un hueco en forma
de sector circular truncado de dangulo 60° y comprendido entre los radios a
y b, véase la figura P3.22. Sobre la esfera, salvo en el hueco, se distribuye
una carga cuya densidad es p.

Calcular el campo y potencial en el punto P situado en el vértice del
sector circular vacio.

?l.
P

0,

i) a R/2

: R

X b |
P

Figura P3.22 Figura P3.23

P 3.23

Teniendo en cuenta que el valor medio del campo en un volumen V es
(E) = (1/V) [, B(r)dv, calcular el valor medio de E en los casos siguientes:

1) Dentro de la esfera vacia de radio R/2 y centro en O, véase la figura
P3.23, cuando el volumen exterior a dicha esfera e interior a la de radio R
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y centro en O tiene un distribucién uniforme de carga cuya densidad es p.

2) Dentro de la esfera de radio R y centro O, cuando la esfera de centro
en O’ y radio R/2 tiene una distribucién uniforme de carga con densidad p,
véase la figura P3.23.

P 3.24

En el espacio tenemos un potencial ¢ = 2z + 3. Comprobar que el valor
medio de dicho potencial sobre la superficie del cubo indicado en la figura
P3.24 es igual al valor del citado potencial en el centro del cubo.

Figura P3.24 Figura P3.25

P 3.25

Disponemos de tres esferas metdlicas A, By C; A y B del mismo radio
y C hueca con radio diez veces superior a B. La esferas estdan dispuestas
como indica la figura P3.25. La esfera A estd muy alejada de C y B, pero
unida con B a través de un hilo conductor y el interruptor S, sin que B haga
contacto con C.

Con el interruptor S abierto se aplica a la esfera A una carga @, v a
continuacién se cierra el interruptor S. ;Qué carga se induce en las caras
interna y externa de C?.

Se abre S y durante un instante unimos C a tierra (potencial cero).
Después retiramos el contacto dejando la esfera C aislada de nuevo. ;Qué
ocurre con la carga en C?.

Finalmente se une A a tierra y se cierra S. ;Cual ser4 la carga de las tres
esferas?.

P 3.26

Entre dos planos conductores indefinidos, separados por una distancia d
y unidos por un conductor, se sitiia sobre otro plano, una distribucién de
carga superficial ¢ como indica la figura P3.26. d; = 2ds.
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Calcular el campo eléctrico entre las placas y la densidad de carga indu-

cida en cada una de ellas.

-«

R 3

d

d,

>

¥

d,

Figura P3.26
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2.2 PROBLEMAS

PROBLEMA 2.1

Sobre tres vértices de un cuadrado se sitiian tres cargas puntuales, cuyos
valores y posiciones respectivas estdn indicados en la figura P2.1.

1) Calcular el campo y potencial sobre el eje de ordenadas Y.

2) Calcular la fuerza sobre un carga de prueba @ en el punto A, OA =

d\/2.

AgQ
e S IS ;.
-4 -q
o 0l
N2 g X
Figura P2.1

Solucién

1.1) Campo eléctrico

Se trata de una distribucién de cargas puntuales dispuestas con simetria
con respecto al eje Y. Para cl céleulo de E aplicaremos la ccuacion (1.7) del
capitulo anterior.

En este caso r = yu,

carga V2¢ r; =0; carga —¢ derecha ry = d(cosau, + sen o)

carga —q izquicrda rz = d{cos(m — a)u, + sen(m — a)uy)

a =45 = cosa = —cos(m — a) = V2/2 ; sena = sen(w — a) = V2/2
r-ry=yuy ; r—ry =—dcosau, + (y — dscna)u,
r—r3=dcosau, + (y —dsena)u,

It =y r—ra = fr - w3 = (" dV2y + )V
Sustituyendo los valores anteriores en la ecuacion (1.7) obtenemos E.
Por la simetria de la distribucién las componentes en 1, se anulan al sumar,
por tanto,
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g | (\/ﬁq_ q(2y — dv/2) )uy

dmeo \ Y2 (y2 — dv2y + d2)3/2
1.2) Potencial eléctrico
Aplicamos la ecuacién (2.6) teniendo en cuenta los valores calculados
anteriormente para |r — ry|:

o7t sl (\/ﬁq B 2q )
reo \Wl (7 — vy T )17
2) La fuerza en cada punto es F = QE
F,— ¢ (\/ﬁq a2y —dv?) )

Ameo \ U2 (y? - dv2y + d2)3/2

(:omoy=d.\/§
L v2Qq
Age, 2 d2 Y

Fo=—

PROBLEMA 2.2

Sobre un disco de radio R situado en el plano XY, cuyo centro coincide
con el origen de coordenadas, se distribuye una carga superficial que varia
radialmente de la forma siguiente:

a(p) = oo(p/R)* para p< R
a(p) =0 para p > R

Calenlar el potencial y campo sobre los puntos de la parte positiva del

cje £.

Solucion
Z
P
P LY
5 - - R f 1._;}‘.
{I e, . “_ 1 : “:
\ - N
sy i
e P ,:1“
X v
ds =2mpdp

Figura P2.2
Se trata de una distribucién superficial con simetria cilindrica de eje Z.
Para calcular el potencial sobre el eje Z utilizamos la ecuacién (2.8) con los
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siguientes valores para las coordenadas:
r—zu, ; r = pu, ; ds' = pdydp

r—r =zu. — o, | — r’| = (2% + p?)/?
En este caso la ecuacion (2.8) queda de la forma:

Vie) = o ] 0, p/R)desodp o, 1 /R p*dp
-1?11_,, (72+p 1,"2 QEDRQ 0 (z2+p2)1/2

1/2 3/2 :

V() = g g B2 (24 )2 9 (220 B 2s%)

Calculamos l"l campo mediante la relacién entre potencial y campo
determinada por la ecuacion (2.1). Como se trata de obtener el campo
sobre ¢l ¢je Z, y dada la simetria del problema, sélo existe componente z,
lo que se pone de manifiesto si observamos que V(z) sélo depende de z; por
tanto el vinico término distinto de cero de VV es la componente sobre el eje

A

ov o - _1/2
5. = 6501}'?2 {—Rzz (z2 + R2) 2 19,3 (z + Rz)

4z (2 + RQ)]’{2 — 632}
Realizando operaciones tenemos,
1/2)?
v o, 2z ()
Dz 2c,R2 (22 + R2)\/2
PROBLEMA 2.3

E=_

=

Dada la distribucion lineal de carga A sobre un arco de circunferencia, de
radio R v angulo 300°, véase la figura P2.3, calcular el campo y el potencial
eléctrico en el centro O.

Solucion

1) Campo eléctrico
Se aplica la ecuacion del campo en funcién de una distribuciéon lineal de
carga
Lt Al
E= 7 (r—1')
r’|

Imes Jq

donde, para nuestro sistema, tenemos r = 0, v’ = Ru,, dl = Rdy y los
limites de integracion los fijamos, de acuerdo con la figura, entre ¢ = w/6 y
w = 117/6.



2.2. PROBLEMAS 13

Figura P2.3
1 11w /6 AR d&: A 1« /6
E = (—up) R—5— = — u,dy
d7e, /6 R dmeo R Jaf6
Ahora escribimos el vector que gira. —u,, en funcién de vectores carte-
slanos

U, = Uy COS 2 + Uy, Sen g2
v sustitulmos.

117 /6
E— 2 ( ) d
— —w, cos 2 — uy sen ) dyp

11n/6 L 7
ospde =sen [ — } —sen (=) = 1
\/ﬂfﬁ COS 2y ":Ll]( 6 ) BLII(G)

L6 11w T
sengde = — | cos | — —:;(— — 0
]Mﬁ sen @ dy ((Ub( G ) oS 6))

Vemos que la componente sobre el cje Y se wmla dada la simetria de la
distribucion.

A
dwe R

u,

2) Potencial eléctrico
La expresion que se aplica ahora es,

vl d /" Adl
T dme, J, |r -1

donde sustituimos los valores que hemos usado en el caso anterior:

o] fll”/ﬁ)\Rdnp_ A5
- Aweg fre R dwe,3
voDA

_EE—O
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PROBLEMA 2.4
Dada la distribucién de carga indicada en la figura P24, donde
A= A1+ cos )
1) Calcular el potencial y ¢l campo electrostatico en el origen de coor-
denadas.
2) Determinar el trabajo necesario para trasladar una carga Q desde el
infinito hasta el origen.

Figura P2.4

Solucion

1) Potencial y campo
Aplicamos la férmula del potencial en funcién de la distribucién de carga.

1 Adl’
]"r i —
() ire, | [r—1|
con,
r=0; r=au,; r—r=—au, ; |[r-1|=a
M)l = N@)adyp = Ao (1 + cos ) dg
Sustituyendo,
’\o f2:ar )co
V(0) = 1 ~ = —
(0) Trega” (1+cose)dy o

Calculamos el campo eléctrico utilizando la siguiente expresién,

1 Adl ,
E(r) = 4?1_50/ P— (r—1)

Sustituyendo vectores de posicion y carga por las expresiones del caso
anterior,
1 Aot (1 4 cos @) dy Ao &
E(0) = = —au,) = — / 1+ cosy) u,d
(0) ime, / ad ( p) dreqa J, ( @) updy
Se pone u, cn funcién de vectores unitarios en cartesianas, u, = Uy Cos -+
uy sen - Dados los ltmites de integracién, de todos los términos sen ¢ y cos ¢
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que aparecen en el integrando s6lo ¢l multiplicado por cos? ¢ es distinto de
0.

2w V2T 2w 2
f sen wdy = / cos pdy = (senycos ) de = 0 / (c052 tp) dp =
0 - Jo
Ao

Jo 0
E(0) - u, cos? pd e,
- — - d L = — .,
Amega Jq Py deq0 ©
2) Trabajo
El trabajo necesario para tracr una carga () desde infinito a 0 es QV/(0),
W= QA
2e,

PROBLEMA 2.5
Sobre una circunferencia de radio R, se distribuve una densidad lineal
=¥
de carga A = A, sen” 2
Calenlar potencial v campo sobre ol eje 7.
Solucién

Como es una distribucion lineal de carga utilizaremos la ecuacion (2.9)
con los siguientes valores para coordenadas y dl’:

Z

e

Kﬁ/ Y
x '
Figura P2.5

r=zu, ; r' =Ru, ; dl' = Rdyp

r-r=zu,—Ru, ; |r— r"| — (22 + R?)1/?

-‘/r(z) . ]. L /\oRSEl]z(P (L’.p . AOR E B %]12@ 2
Cdme, Jy o (22 + R2)1/2 Ireo(22 + R2)1/2 | 2 . .
I
V(z) Ao

 deo(22 + R2)L/2

El campo cléctrico se obtienc mediante la ecuacién (2.4). En este caso
s6lo tiene componente cn la direccion del ¢je Z, dado que V solo depende de
z.
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v Aotz

E = — — =
0z  deo(22 + R2BI2°

PROBLEMA 2.6

Dos potenciales estdn definidos por:
d=2—-4; y ¢ =22 +4
Representar graficamente las equipotenciales de ambos.

Calcular el campo correspondiente a cada potencial. ;Cusles son las
diferencias més importantes entre los dos campos?

Solucién
La representacion de las superficies equipotenciales estd indicada en las
figura 2.6a y 2.6b; son respectivamente planos paralelos al YZ.

Z ¢=_I r=0 ¢'=4 f =
¢=- | $=0 : | g

a b
Figura P2.6
El campo para ¢ solo tiene componente en X | dado que ¢ = o(xr).

E = _V(ﬁ — —f)—gbl_l‘t- = —2u,
dx

El campo para ¢’ sc obticne de forma similar y dnicamente ticne
componente cn X , dado que ¢’ = ¢/(x).
e’
E = -V¢' = o u, = 2ru,

La diferencia més importante cs que E es uniforme y E’ depende cn
modulo y signo de la coordenada .r.

PROBLEMA 2.7

Mediante un dispositivo para la medida de diferencias de potencial (d.d.p.),
hemos obtenido la representacion gréafica indicada en la figura P2.7.1.
1) Dibujar las lineas de campo.
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2) Mediante la aproximacién E ~ AV/Ad entre dos equipotenciales,
calcular E en los puntos A, B y C indicados en la figura P2.7.1. ;En qué
punto de los indicados se comete més error al calcular el campo?

Solucién

1) Para dibujar las lineas de campo se trazan segmentos normales a las
equipotenciales, de forma gue obtengamos una red de lineas ortogonales. En
la figura P2.7.2 se representan las lineas equipotenciales y de campo.

2) En cada uno de los puntos indicados se toma la equipotencial que pasa
por el punto y la mas proxima; medimos la distancia mds corta entre las dos
cquipotenciales utilizando el punto considerado como uno de los extremos.
Para obtener E aplicamos la relacion E = AV/Ad,

Y], ‘
-10 10 STAN
-20 B 20 220
S0 100 A 100" i
& . o
/
0 s
ri -
0 1 2 3 0 0 1 2 3
Escala en cm Escala en cm
Figura P2.7.1 Figura P2.7.2
AV 5V
Ey = — = 1250 [V/m
A Ad  0,4cm 50 [V/m]
AV 5V
F — = — 1000 |V
B Ad  0,5c¢m [V/m]
AV Vv
Fc = 1 0 =333,3 [V/m)]

Ad  1,5cm

En el punto C ge comete un error mayor que cen ¢l B, y en los dos anterio-
res mas que en el punto A, por que el cdlculo aproximado se hace tomando
la medida de los scgmentos de recta AA/, BB’ y (Y, siendo los caminos
definidos por las lincas de campo ligeramente diferentes. La diferencia es
mayor en el punto C que en el B, y en ambos mayor que en el A.

PROBLEMA 2.8

Sobre una esfera de radio 12 tenemos una distribucién uniforme de carga
p,- Por un cilindro diametral, de radio tan pequeiio que practicamente no
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perturba la distribucion de carga.se puede mover nha carga puntual g e
asa 1. - . s i

Establecer Ta eenacion que gobierna ol movimiento de Ta carga puntital.
Resolver dicha ecuacion v establecer los puntos del recorrido donde se hace
maxia la celoeidad vola aceleracion.

Nota : Suponemos despreciable la fuerza gravitatoria.

Solucion

El movimiento se hace sobre un didmetro, luego la coordenada que varfa
CS 7.

La fuerza F = — g E, por tanto debemos calcular E.

Dada la simetria esférica de la distribucion podemos aplicar el teorema
de Gauss para calcular E. En este caso la ecuacion aplicable es la ecuacion
(2.12).

Tomamos coordenadas csféricas, donde:

E = E, ; ds =+*sen Odfdy : dv' = r?sen Odrdfdy

Como la distribucion de carga es uniforme, y E tiene la misma direccién
que la normal a la superficic esférica de radio » considerada, las integrales
respectivas quedan de la forma:

14
4712 E, = ——mrip, — E, = Lo,
o: 30
= rpo ¥ t"‘r
E()

La fuerza F siempre se dirige hacia ¢l centro de la esfera, pues siempre
ticne sentido contrario a u,..
Eecuacion diferencial:

d?y d?r p
—qgE, = m— ; — — —q—2
@Er=Mgzs Mgz — I3,
Si consideramos K2 = (gp,/3e,m), la ccuacion diferencial queda de la

forma:

d2 7

., B"Z,r.
dt?
Para encontrar la solucién ensayamos la siguiente: » — R coswt.
Obtenemos las derivadas primera y segunda de la solucién propuesta:

dr d?
— = —Rwsenuwt ; —; = —Ruw? coswt
dt dt

Llevamos el valor obtenido para la derivada segunda a la ecuacién dife-
rencial y obtenemos la siguiente relacion entre Ky w:

K? = ?
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Condiciones iniciales:
Suponemos que para t = 0 la carga —q esta en r = R y en reposo, © = 0.
La solucion, sustituyendo w por A es:

= Rcos At
Puntos de mdxima velocidad:
V= d—? = — RN sen Kt
dt

La velocidad serda maxima cuando sen At = 1, ¢s decir. para
) i
Kt =(2n+1)=
2
que corresponde a los puntos en que 7 = (). centro de la esfera.
La aceleracién es méxima cuando cos At = 1, es decir, para

Kit=nm
que corresponde a puntos donde || = R, superficie de la esfera.

PROBLENMA 2.9

Dado el campo vectorial
B AN
F = —u,
-

1 Calenlar [ F-dl sobre Ta reeta AD v sobre el caimino ABCD indicado
en la fignra 1°2.9.

2) (Cumiple o campo F las condiciones requeridas para que sea un campo
electrostdtico?

Y

B C X

Figura 2.9
Solucién

1) Cdlculo de la integral de linea
dl = dru,., por tanto, en el caso de la recta AD:

K" ‘
] =F-dl= f —u; - wdr = K [In7]” = Kln 2]
AD AD T A
Para el camino ABCD:
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/ F-dl:f F-n!lﬁ—f F-dlg+f F - dl
JABCD AB BC CD

dly es perpendicular a v, por tanto a F — F - dl; = 0, y como consc-
cuencia la integral sobre el camino AB es nula.
dly ¢s perpendicular a F — F - dly = 0, por tanto la integral sobre el
camino CD es nula.
dlz = dru,., por lo que la integral sobre el camino BC cs:
o .
] ) P / R udr=KWC _Em®
BC Jrg T TR A
De los cdlculos realizados se deduce que:

/ F-dl:/ F.dl= KIn'2
JABCD AD TA
2) Campo electrostatico

Para que un campo vectorial cumpla las condiciones de campo electros-
tatico, deben verificarse dos condiciones:

a) Que ¢ F-dl =0, campo irrotacional o conservativo.

b) Cumplir ¢l teorema de Gauss.

Para ver si sc cumple la condicién a) vamos a utilizar los cdlculos reali-
zados en cl apartado 1).

Las expresiones calculadas en dicho apartado ponen de manifiesto que
la integral de linea sobre un camino cerrado ABCDA es nula, ya que la
integral sobre ABCD es igual que la integral sobre AD y de signo opuesto a
la integral sobre DA. Es decir,

f F-dl=0

El cumplimiento de la condicién b) requicre calcular el flujo del vector
F sobre una superficie cerrada. Como el campo F tiene una singularidad en
¢l origen de coordenadas, v = 0, vamos a calcular el flujo sobre una esfera
de radio r y centro en el origen.

El 4rca eclemental es ds — 72 sen 8dfdu,., por tanto:

2w T -
F
f F.ds = / ] u, -u?.—‘l 2 sen Od@dy = 27 K [— cos b
5 ] 0 T

%F-ds:éhrf(r
)

El flujo del campo F depende del radio de la esfera considerado. No
existen distribuciones infinitas en extension, por tanto no hay distribucion
de carga que dé lugar a un flujo tanto mayor cuanto méas grande sea el radio
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de la csfera considerado, cualquiera que sea este radio; de esto se deduce que
cl campo F no cumple el teorema de Gauss v en consecuencia F no puede
ser un campo clectrostético. Si fuera electrostatico este flujo serfa constante
a partir de un valor del radio, valor determinado por la distribucién finita
de carga p(r) considerada.

PROBLEMA 2.10

Sobre una esfera tenemos una distribucién superficial de carga ¢ =
oocosf. ;Se puede aplicar el teorema de Gauss para calcular el campo
eléctrico en puntos exteriores a la esfera?

Solucién

Para poder calcular el campo mediante el (coremna de Gauss, es necesario
que pueda establecerse una superficie que rodee la distribucién sobre la que el
campo tenga modulo constante ¥ sea normal en cada punto; estas superficies
sc denominan Superficies Gaussianas.

Aqui el médulo varia por tanto no se puede establecer la superficie gaus-
siana. NO es posible calcular el campo mediante el tcorema de Gauss.

PROBLEMA 2.11

Sobre una esfera de radio R tenemos una distribucién de carga cuya
densidad es p = Ar (C/m3)
Calcular el campo eléctrico en funcién de 7.

Solucién

En el céleulo del campo debemos distinguir dos zonas:
1) Cuando 0 <7 < R: 2) Cuando r > R
1) Se aplica cl teorema de Gauss teniendo en cuenta la simetria esférica
de la distribucion. es decir, aplicamos la ccuacién (2.12) con
E = E, : ds =7%senfdbdyow, ; dv' = Axridr
0 varfa entre 0 y m; ¢ varfa entre 0 y 27; r entre 0y 7.

1
f E-ds — — [ pdv
s So Jv

27 pm
[ f Eru, - ur? sen 0dfdy = Anr’E,

)

—f pdv' = — (A?)Jrr? dr = k.S ar?

igualando los dos 1esultad05 t.en(,moes,
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A A
—l:rr'rzEr =t E, = — 2
Ep =,
de donde se deduce que,
A
E; = —r?u
1 —l-“:"g T

2) También se aplica el teorema de Gauss como en el caso anterior. con
la diferencia de que ahora r varfa entre 0 y R, dado que para» > R, p = 0.

9 e : A
Arr°E, = — / (Ar)dmridr = —m R
€o Jo

[e]

Realizando las operaciones correspondientes queda,
- ARY 1
2 = —u,
de, 12

PROBLENMA 2.12
Dada la distribneion volumeétrica de carga:
g 5
= p“[_—l — =) para O< r=~a: p={0 para r -u
S i
Caleular el campo E(r) v dibnjar ima grafica de |E}] en funcion de .
Solucién
Vamos a distinguir dos zonas:
I)para0<r<ay 2)parar > a.
1) Aplicamos ¢l teorema de Gauss teniendo en cuenta la simetrfa esférica
de la distribucion de carga. Utilizamos la ccuacion (2.12) con:
E=Eu,: ds=r*senbdfdy ; dv' = mridr
6 varia entre 0 y 7:  varia entre 0 y 27w, y 7 entre 0 y 7.

2r pw 1 T 3 7
/ / E,r%sen 8dfdy = — ] po(5 — =)Mmr?dr
J0O o0 Eo 0 '-.l {1

drp, [+3 A" =« rd
Amp2E, = —Pe | _ T | _ TP P S
Eo 4 fa |, Eo a
Operando en la igualdad anterior el vector campo eléctrico serd,

2
El — & (1\_1) u,
4e,, a

2) El tratamiento es similar al caso anterior, con la particularidad de
que ahora 7 varia entre 0y a cn la integral de volumen.

Si nos fijamos en la solucion del apartado anterior para la integral de
volumen, podemos darnos cuenta de que si los limites de integracién se
cambian por 0 y a dicha integral se anula, por tanto,
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Anr?E, =0
de donde se deduce que, Eo = 0.
La grifica de en funcién de 7 se representa en la figura P2.12,

|E|

al’? a F
Figura P2.12

~ PROBLEMA 2.13

Sca un disco de radio @ y espesor ¢, con ¢ =< «. {ligura P2.13) v con una
densidad de carga p = p,. Caleular el potencial v el campo clectrostitico
cn el punto A{0. 0, a). Determinar el trabajo necesario para trasladar una
carga () desde el infinito hasta A.

Z
A

o ™

e- e Y

Figura P2.13
Solucién
1) Potencial

La expresion para el potencial electrostético debido a una distribucién
volumétrica de carga viene dada por

v / p(p')dd’

Ame, J |r—1!|
En el caso que nos ocupa, tenemos

r=au.; ' =pu,;r—r' = —pu,+au,; [r—r| = \/p?+a?

dv' = e dp pdyp
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Sustituyendo en la expresion para el potencial

i 2
pﬂfl pdp dk,:' pO € [ Q]R
= Vet a
A /n 2:0 P 0

— 4?_‘-50 .-"pz + GQ
Luego
V(A) =£2° (\/ﬁ -1 1)
s
2) Campo

Calculamos el campo eléctrico en el punto A mediante la siguicnte ecua-
cion,

i’

1 / plo)(x —1’)
dms, | r —r'|
Teniendo en cuenta los valores anteriores para r v r'. tencimos

1 Pol—pu, + au,)
E = 0 B cdp p dy
A, / (02 + a2)3/2 e dp pdy

Expresando ¢l vector unitario u, en coordenad&s cartesianas
E— o€ [ jzﬁ apu; — p? cos pu, — p? sen puy, .
(P2 + a2)*/?

Ahora bien, las contribuciones de u, y u, se anulan al integrar sobre
todo el disco con respecto a . quedando vinicamente la contribucion en la
direccién u,

P € /2’r / apu; dp — Po€0 {/
 dne, 0 (p2+ a2)*? Beo ﬁ; +72],
3 Co- -
E(A) e Po 21_1: MJ N
e,
2) Trabago g,

Suponemos la referencia de potencial en el infinito, por tanto sc caleula
cl trabajo multiplicando la carga Q por el potencial en el punto A.

W= QV(A) = Q2 (v2-1)

Lo
PROBLEMA 2.14
Dada la distribucién esférica de carga:
_ [ polr/a)”? para o/2<7<a
'0“{0 para r>a y v <af2
Calcular el campo y potencial en funcién de 7.
Dibujar un grafico aproximado de E y V en funcién de 7.
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Lok |
o

Soluciéon

1) Cdleulo del campo eléctrico

Distinguiremos tres zonas:

1.1) Zona en la que v < a/2

En ¢l interior de esta zona no hay cargas. por tanto §¢E - ds = 0 sobre
una superficie esférica de radio menor que a/2. Como la distribucion de
cargas cs de simetria radial, si existiera un campo en la zona indicada, seria
normal a una superficic csférica en cada punto y la integral de superficic
serfa distinta de cero. Esto contradice la aplicacién del tcorema de Gauss
sobre dicha esfera, ya que no hay cargas en el interior. La conclusién es que
dentro de la csfera indicada el campo debe ser nulo:

E,=0

1.2) Zona para la que af2 <r < a

Se aplica ¢l teorema de Gauss en la forma indicada por la ecuacién
(2.12). Considerando la simetria csférica de la distribucion, tomamos como
superficic gaussiana la de una esfera de radio r, y los limites de integracion
en la integral de volumen son desde a/2 hasta r.

Ep, = cds = r?sen 0d0don, : dv' = dxridr
2w
% E,-ds = [ ] E,u, u,m%sen Odfdy = Anr? E,

1 I L/2 14 2
— | pdv' = — Po ( ) Amr?dr = Tfé’ [ ?7f2]
o JV €o Ja/2 a o @ 7 /2

Aplicando el teorema de Gauss,
2 1 4np .
4 2 0(7;2__7;,3)
mr°E, = 7&‘( Y r (2)
El campo en esa zona serd,
21 p, 1 a
E,= -—Fe _( 2 4 7;2)
b T e a2 12 d (2) .
1.8) Zona en la que v > a
Operamos de forma similar al caso anterior, salvo que las condiciones
en los lfmites para la integral de volumen varian entre a/2 y a, con lo cual
dicha integral corresponde a la carga total @Q que existe en la distribucion.
Ahora,

_ 11 f 2 2 po 17 L u 7;2)
-r-alwgﬂrg'aﬁﬁ“lﬁ'r dT—TE 173, 2((1 —(2)
realizando operaciones,
1
—— (1 )
Ee 56( 6-v2 Eo 20



56 CAPITULO 2. CAMPO ELECTRICO IT

2) Calculo del potencial

Mediante los valores del campo obtenidos en el apartado 1), aplicando
la. definicion de diferencia de potencial expresada por la ecuacion (2.1) y
tomando como referencia de pntcnmalea V(oo) = 0, podemos calcular los
valores de V(7).

Distinguiremos las mismas zonas que en el apartado 1), pero ahora
cmpezaremos los célculos por la zona 1.5), r > a.

2.3) Aplicamos la ccuacion (2.1) con ¢l campo calculado en 1.3); los
lfmites son oo y 7; dl = dru,

. o i . . Po a®
Ve(r) = LE,: u,dr [06 (16-v2) o

1 PN
Ve(r (16 v2) Ll
el ) 06 Ep T
2.2) En esta zona operamos de forma similar al caso anterior, pero aqui
tomamos como potencial de referencia V.(a), que es el potencial calculado
en el apartado 2.3) en v = a. De esta forma aplicamos la condicién de
continuidad en los potenciales, cuando r = a, es decir, V.(a) = Vy(a).

T T
Vo(r) — Va(a) = — / E; - udr = — / 200 L (?‘”2 —~ (%)7/2) di

Ja o 100172 72

T

2 2
Vilr) = Vila) = 7208 20972 — ()|

i1

2p 2 a 1 1
Vi(r) = Vi(a) — —Lo_ [ Z(45/2 _ o5/2y _ (&y7/2(2 - Z
b(r) = Vela) - Te 02 (5( ) (2) (ﬂ‘ fr)

2.1) Esta zona corresponde a r < a/2 y en ella E = 0, por lo que no
existe variacién de potencial, es decir, en esta zona ¢l potencial sc mantiene
constante e igual al que existe en la esfera de radio r = a/2, que es Vy(a/2).

1 2 1
Va(r) = Vi(a/2) = -—& a’— T (16 \/5) + %az% (9\/5— 32)

7 g :& 21 —~— aPo 2
Va(r) =5 (12+\/§)_U,1Jgoa
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a2 a r a/? a r

a b
Figura P2.14
3) Grifica de E(r) y V(r)
En la figura P2.14a se muestra un dibujo aproximado de la variacién de
I con r.
En la figura P2.14b se muestra ¢l grafico correspondiente a la variacién
de potencial con 7.

PROBLEMA 2.15

Sobre dos placas paralelas ¢ indefinidas. separadas por una distancia d.
se distribuyen respectivamente las deusidades de carga superficiales: o = 2
C/m?. oy =4 C/m2.

Calcular ¢l campo entre los dos planos v en ol espacio a derecha e iz-
guierda de los mismos.

Z

} — - O6*

Figura P2.15.1 Figura P2.15.2
Solucién

Dividiremos ¢l espacio en tres zonas:
1) Zona comprendida entre los planos.
2) Zona a la derecha, y > d.

3) Zona a la izquierda, y < 0.
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En las tres zonas aplicaremos el principio de superposicién y ¢l teorema
de Gauss. Como se trata de densidades superficiales, cn la ccuacion (2.12)
sustituimos p por ¢ y la integral de volumen por una de superficic. Ademss,
dada la extension infinita de la distribucion en las direcciones 7 ¢ Y, el
campo cn las tres zonas ticne sélo componente en la direccién del cje Y.
La aplicacién del teorema de Gauss en la distribucion de o sobre ol
plano, véasc la figura P2.15.1, produce la relacién siguiente:

2Eds:lcrds — F = il
= 2e,

1) Zona comprendida entre los planos

En csta zona cl campo total scrd la suma de los campos debidos a cada
una de las distribuciones, teniendo en cuenta que tienen la misma direecion
pero sentidos opuestos.

E.=FE; +E> con:

T a9
Ei=—u, ; Eo=—(-
! 2€ﬂuy i 260( uy)
Sustituyendo los valores de oy y oy:
E. — JF] — aT9 - _i
°T T2, ¥ £o

2) Zona a la derecha de los planos, y > d

Se procede de forma similar al apartado anterior. En csta zona los cam-
pos creados por las dos distribuciones tienen la misma direccién y sentido,
es decir, los dos ticnen sentido hacia y > 0.

E _01+02u _i
b= T, y_souy

3) Zona a la izquicrda de los planos, y < 0
Calculamos el campo de manera similar a los casos anteriores. pero ahora
los campos tienen sentido hacia y < 0, por tanto:

E _ (T1-|*(.Tzu —.._i
‘ %, Y g, ¥

PROBLEMA 2.16

Sobre una placa dieléctrica, de espesor 2a¢ e indefinida en las otras dos
direcciones, se distribuye una densidad de carga:
pz{ po(1 =yl /a) para 0 <[yl <a
0 para |y|>a
Calcular el campo E(y).
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Soluciéon

Figura 2.16

La distribucion es simétrica con respecto al plano XZ (véase la figura
P2.16) ¢ indefinida en 7 y X. Por ser indefinida en las direcciones X v Z, el
campo creado sélo ticne componente en la direccion del cje Y.

Podemos distinguir cuatro zonas:

1) Zona para la que 0 <y < a.enlaplacac y >0

2) Zona para la que y > a, fuera de la placa ¢ y > 0

3) Zona paralaque 0>y > —a, enla placacy < 0

4) Zona para la que y < —a, fuera de la placa ¢ y < ()

Para calcular el campo. aplicamos cl teorema de Gauss mediante la ccua-
cion (2.12). Las condiciones particulares del problema, nos llevan a la apli-
cacion del teorema sobre un cilindro con base en el plano XZ y altura y.

1) Zona 0 <y <a

Por la simetrfa de la distribucién con respecto al plcmo X%, el campo
sobre ¢l plano XZ es nulo; ¢l volumen elemental es di! — dsdy; p = p, (1 -
y/a). por tanto:

L f¥ 72
Eyds=— | p,(1- —}dea = —ds Yy — 2—
3 a

~a JO Zg

2
Po y P y
Ey = ., (J—%) — Ey —-5—”(|H|—§;) uy,

2) Zona y > a
La forma de proceder es similar al caso anterior, con la diferencia de que
los limites para la integral de volumen son () ¥ a; de esta forma:

e [ gy et

E; = Eou, = !;aﬁ
=0
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3) Zona 0>y > —a
En esta zona, dada la simetria de la distribucién con respecto al plano
XZ, los cdlculos son similares a los efectuados para la zona 1), salvo que en
cste caso el sentido del campo es el opuesto, es decir,
2
P Y
By =B =22 (- 1),

4]
4) Zona y < —a
Procedemos de forma similar a la zona 2), excepto que ahora el campo
tiene sentido contrario a Es, es decir.

Po (1
E4 = —E-Q = — 1
aew ¥

PROBLEMA 2.17

Dada la distribucion de carga en ¢l entorno del plano XZ. determinada
por la signiente densidad.
| p,(y/d)  para |y| < d
= { 0 para |y| > d
que dmcamente es foneion de la coordenada y.
Calenlar el campo cléetrico en cualquicr punto del eje Y. Obtener el
potencial electrostatico en la zona comprendida entre —d v d (—d < y < d).
tomando como referencia el potencial en y = —d.

N
_T_

rﬁl .

ﬁ/

5% '_

Figura P2.17

Solucién

Campo eléctrico
Dividimos el problema en dos partes y sumamos los resultados aplicando
¢l principio de superposicién.
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En la primera tenemos: 1)
| poly/d) para 0<y<d
P= { 0 resto
Y en la segunda: II)
| poly/d) para —d <y <0
re { 0 resto

Campo debido a la distribucion 1

Aplicamos el teorema de Gauss a un cilindro que atraviesa la zona car-
gada, segiin se ve en la figura 2.17b. Por lo que vimos en el problema 2.15,
el campo cléctrico en el exterior de una lamina cargada es constante, de dis-
tinto signo en ambos lados y con direccion u,,. El flujo total que atraviesa el
cilindro estd dado sélo por ¢l flujo que atraviesa las sccciones circulares de
los extremos, va que el campo es paralclo a la superficie lateral del cilindro.

En el exterior de la placa el campo en la zona izquicrda (y < 0) es dcl
mismo maédulo y direccién pero de sentido contrario al que tiene el campo
en la zona derecha (y > d). por tanto,

D= 'bizq + (I)dcr — (_Elquy) : (—Auy) + ,f'*::[vll:gF . Ally

b =2AF;,
Por otro lado: : .
1 A , Ad
oo _ L [ g A [Pl _ Adps
o %o Jo o Jo d 2e,

Por tanto,

2AE, = Lo Ad - B, = 2
2e, 4e,
El campo en ambos lados sera:
E, — { ((pod) /o) vy, para y > d
— ((pod) /4o uy, para y <0
En cl interior de la placa tomamos ahora un cilindro de longitud v con
una base en y = 0, segtin la figura 2.17b

(I)(:‘g) - ‘bi?.q + (I)der = (Elo) : (_Auy} + Eli(y}uy ’ Auy
Sustituimos Ej. por su valor obtenido anteriormente,

o
D(y) = Z; A+ Eri(y)A

Por otro lado: ’ ,
Q A [Ypy Pol
O(y) = = = = o dy =
Eo €oJo d 2dg,,
Igualando ambas expresiones vy despejando EY;,

A
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Fri(y) = fo (24° — d?)

4‘150
Resumiendo, E; es:
— ((pod) [4<0) u, para y < ()
E) =< (po/(1dso)) (2% — d*) v, para 0<y<d
(pod)e0) u, para y > d

Campo debido a lo distribucion 11
Procedemos con IT de forma similar a I:
Tomamos inicialmente, de nuevo, un cilindro totalinente exterior (vease
figura 2.17¢)
P = (I)ixq + Py = (EIIfruy) ' (_Auy) + (_EIIvug,r) ; (Auy]
O — - 2AF,
Y, aplicando el tcorema de Gauss.
0
oL _A [ by, _ Adp
EG‘ t‘-ﬂ . _d d - 250

por tanto
Eqj. = { - ([pod)/"lfo) u, para Yy > 0
((pod)/dso) vy, para y < —d
Tomamos ahora un cilindro interior de longitud y v base en y = (), segin
la figura 2.17¢
q}(y) . 'i’izq + q)flur e Elli(y)uy (_Auy) + Elln - Auy

Sustituimos Ejj por su valor obtenido anteriormente para y > ().
Pod
D(y) =~ Fun(y)A - 2

L]

Por otro lado:

Q_A [ py poy’
Dly) - <=2 Ly = L2 a
el Sl

Vemos que la carga es negativa. Igualando las dos ltimas expresiones y
despejando Eiy,

) Po 2 42
En; i (2y° — d°)

((pnd)/4fo) 1, para y < —d
Eu =14 ((pod)/4e5) (24° — d*)uy  para —d<y<0
— ((pod) [1c,) 1, para y >0
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Campo eléctrico
Obtencmos el campo total E sumando E; con Eyy, teniendo enidado con
la suma en las zonas comunes.

Para y > d
Lol Pod
E="u,—-—"u,=10
de, ¥ T e, M
Esto se debe a que la carga neta entre —d y d cs nula,
Para y < —d
Pod Potl
E=-"= —u, =0
4e, Uy + 4e, Yy
Para 0 <y < d
Po 2 2 pod Po 2 2
E = —_— 2' - {1 —_— — _ — — f
1de, (24" — d*) u, 450“3; 2de, (v° — %) u,

Para 0 > ¢y > - d

FPo 2 2 P.-::-d FPo
E B '2‘ — il —_— —— —
dde, (2"~ d)my de, ¥V 2de,

Resumiendo tencmos,

(‘-‘12 o d'z) u,

0 para y < —d
E — (po/(2ds,)) (y2 - dQ) u, para —d<y<d
0 para @ > d

Potencial
Calculamos el potencial V(y) en la zona ly| < d tomando como referencia
cl potencial en y = —d, es decir V(- d) = 0.

B y
V(y) - V(-d) = - [ Ey) - u,dy — Lo [ - )y

N 2de, |
Viy) = — Po 1 (ug +(!3) — d‘?('q + d)
2de, \ 3V ‘
En ¢l plano ZX y = 0,
d?
LI(U) - pﬂ
3¢,

PROBLEMA 2.18

Tenemos un cilindro indefinido de radio a, sobre él se distribuye una
densidad de carga p = p sen (nr/a), siendo p = 0 para r > a.

1) Calcular el campo eléctrico para 0 < r < a.

2) Situamos un carga negativa sobre el eje del cilindro. .Seré estable la
situacién de equilibrio de la carga?
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Solucién

1) La distribucién de carga tiene simetria cilindrica con cl eje Z. Como
ademas es indefinida en la direccién Z, el campo sélo tiene componente
radial, es decir, E = F,u,. (Utilizamos la coordenada r en lugar de p para
que no se confunda con la densidad de carga).

Aplicamos el teorema de Gauss tomando como superficie gaussiana un
cilindro de radio 7 y cje Z. En este caso la ecuacion (2.12) se aplica teniendo
cn cuenta que,

E,ds =2arLE,; v dv' = L2nrdr

En dcfinitiva, para r < a,

I pl2a
27rL E, = — [ P sen(nv/a)L27r dr = ——— (asen(wr/a) — wr cos(wr/a))
o J0 —o
0, O 1
E.= f—"% (asen(mwr/a) — 7r cos(mr/a)) -
So

E = 2—“% (asen(mr/a) — mr cos(mr /a)) %u,.

2) La fuerza sobrfa una carga —qg en el cje Z es ¥ = ¢E. El campo E

cuando r — 0, tiende a cero,
cos(mrfa) — 1 v (%)l?sen(m’/a.) — 1
pucs si tomamos cl desarrollo en serie del seno vemos que.
m Tt
sen(mr/a) = —T - {E)SET + T.0.S.

por tanto £ — (.

Fucra del cje el campo siempre tienc el sentido de w, ya que p es positiva.
La fucrza F = —¢E, por lo que siempre se dirige hacia el eje 7, es decir, la
fucrza siempre tiende a llevar la carga hacia el eje Z, 1o que nos levarfa a la
conclusion de equilibrio estable. Dado que la distribucién es indefinida en
la dircecién del eje Z. la carga se puede desplazar sobre dicho cje sin que se
ejerza fuerza sobre clla, es decir, el equilibrio serfa indiferente.

En la realidad no existe ninguna distribucién infinita como la esta-
blecida de forma tedrica en este problema, siempre scra limitada en todas
la direcciones. Si esta distribucién tuviera una longitud finita L, el campo
solo serfa nulo en el centro de la distribucion. Fl potencial en el centro de
la distribucion, se puede demostrar que es maximo, ya que para llevar una
carga positiva desde el infinito hasta el centro se realiza un trabajo contra
cl campo. La encrgfa de la carga —¢ en ese punto cs la minima (- ¢V(0)),
por tanto el equilibrio es estable.
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Para mantencr la distribucién como Ia hemos considerado anterior-
mente, se requiere la aplicacion de unas fuerzas que retengan a la cargas de
la distribucién p en los puntos respectivos, de lo contrario no se mantendrian
en dichos puntos. Asi se puede explicar la aparente contradiccion con lo que
establece ¢l teorema de Earnshaw, es decir, que un sistema de Ccargas no
puede alcanzar una situacién estable bajo la tnica influencia de fuerzas de
naturaleza eléctrica.

PROBLEMA 2.19

La interseccion de dos esferas de radio B = Q00 se mmestra en la figura
P2.19.1. Sobre la zona cxterior a la interseceion se dist rihive una densidad
de carga en la forma signiente: Una densidad de carea muforme positiva p
sobre cl volnmen exterior a la interseccion de la esfera con centro en O: V ula
densidad de carga negativa — p sobre el volnumen exterior a la interseccion
de la esfera con centro en 0.

1) Caleular el campo eléctrico en los puntos del seginento QO

2) Calcular el campo cléctrico en los puntos del seetiento AB.

FiguraP2.19.1 FiguraP2.19.2
Solucién

Para resolver este problema se aplica el teorema de Gauss en la forma
expresada por la ecuacién (2.12) y el principio de superposicién.

1) Calculo de Ey en OO/

Se obtiene el campo E; sumando los campos de dos distribuciones esféri-
cas de radio R una con p positiva y centrada en O y la otra con —p centrada
en O,

Suponemos el origen de coordenadas situado en O. R = OQ.

Dado que son distribuciones uniformes. la integral de volumen es pro-
porcional (4/3)wr?, y 1a de superficie a dmr2.
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Sobre un punto y del segmento OO’ (y = r):
Campo de la esfera con centro en O:

1 .
%E-dg: dm Ey? = ;/pcimfdyz plﬂ_u"
g o

3cg°
Operando queda,
F =

3y E = 3—29 uy,

Campo de la esfera con centro en O':

Para esta distribucién cl punto y estd a una distancia de O' igual a
(R — y). la densidad es negativa y cl sentido de Ja normal a la superficic cs
opuesto al caso anterior, ¢s decir, ahora tiene sentido de —uy; por tanto el
campo creado serd de la misma forma, pero con (R — y) en lugar de y, —p

en lugar de p y —u, en lugar de u,;, en consecuencia,
4
E = —(R-y)u
360( . ) W
En cualquier punto del segmento OO’ el campo E; = E + E/,

E =E+FE = 2Ry,

=
-0

Como muestra la ecuacién anterior el campo e¢s uniforme sobre el
segmento OO’

2) Cdlculo de Eg sobre el segmento AD

En la figura P2.19.2 se muestra la suma de los campos correspondientes
a las dos distribuciones. A una distancia d los respectivos campo E y E/
tienen componentes en las direcciones del ¢je Y v Z. Los modulos respectivos
son los mismos que hemos caleulado en el apartado anterior, es decir,

E=2" d(cos oy + senou)
3e, *
E' = %d(cosn u, —senau.)
So
Teniendo en cuenta que cosa = (R/2d) v que E; = E + E/|

Comparando los resultados vemos que Eq = Es. Este campo es el mismo
en todos los puntos de la zona de interseccion.

PROBLEMA 2.20

Tenemos dos esferas superpnestas de radio a. enyos centros respectivos
Oy v Oy estdn sobre el eje Y como muestra la figura P2.20. La distancia entre
los centros es [ = la /3. En la zona sombreada de la izquicrda se distribuye
wna densidad de carga nniforme p. y en la de la derecha nn densidad de



2.2. PROBLEMAS G7

carga uniforme —p. Caleular ol campo clectrostédtico en los puntos A v I3
indicados en la ignra.

Soluciéon

El problema se resuelve aplicando el prineipio de superposicion. Busca-
mos un sistema equivalente que permita caleular el cainpo de forma sencilla.
En nuestro caso tal sistema cquivalente puede ser: Una esfera centrada en
Oy con una densidad de carga p mads una esfera centrada en Qs con una
densidad de carga —p.

Figura P2.20

Puesto que los puntos A y B son exteriores a ambas esferas, el teorema
de Gauss da como resultado que ¢l campo pedido os equivalente a considerar
dos cargas puntuales, Q; v Q2 cn los puntos Oy, O,. El valor de la carga
total de cada esfera es:

4 1
) = g?m?’ﬂ ; Qo= gﬂ'ﬂ-a s P)

Punto A
El campo total cs la suma de los campos parciales de cada una de las
esferas,

Y L @
Ejq= 1 U1 Eza = PR U4
?TEO}IA ?T&.O?zn
En este caso,
1 7
FIAZI’I!.!——{.'—I-'?;(L :§n: g =0 ; Uy = Uza = 4y
Sustituyendo.
3
pa’ 9 3 pa
E = —————ly = ——u
2 3e, 192 ¢ 0o,
g ] 1 pa
Eos = —-T—=uy= -*Luy

3cp a2 3=,
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El campo total es.

3 1\ pa 40 pa
Es—EistEgsy=|——=|—u,=—F5—
A 14 1+ E2a (49 3) o 17 e, 1,
Punto B e 10
Eig = g : Ep= 7
1B 4?Tc“:g ?'?B mp 2B 47TEO T'%B Usp

Puesto que 010 = [/2 y O4B = [, tenemos que 11 = %uy + Ilguz. Por
tanto,
4 1

rp—1——-a:; m,\yp— —u, + —u;
"B 36' 1B 2 y 5 u
Para el punto O2 la situacién es similar,
i
rop =1 = §” ;o Ugp = —Euy + "é“uz
Sustituyendo,
3 pa 1 V3 3paf 1 V3
Eig=——1{=-u,+—u  Eop — —— -1, + —u
15 1650(2 vt ) 716, \ 27 27

Al sumar los campos desaparcee la componente u. y queda,

3 pa
Ep =E;p + Esp — 1—65—0113,-

PROBLEMA 2.21

Fu el contro de una placa dieléetrica. de espesor d e indefinida en las otras
direcciones. existe un hueco esférico de radio a. Sobre la placa, excepto en
ol hueeo, se distribuve nniformemente una carga cuya densidad es p.

Calcular el campo en el punto A indicado en la figura P2.21.1 a una
distancia d/2 de la placa.

Solucién

Figura P2.21.1 Figura P2.21.2
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La solucién se obtiene aplicando el principio de superposicion y el teore-
ma de Gauss. El célculo se hace sumando el campo creado por una placa de
espesor d y densidad p en toda la placa, con el debido a una esfera de radio
a y densidad —p situada en el centro de la placa.

1) Campo creado por la distribucién en la placa

Sc trata de una distribucién indefinida en las direcciones de los ejes X
¥y Z . por lo que el campo sélo tiene componente en la direccion del eje Y.
Si observamos la figura P2.21.2, la aplicacion del teorema de Gauss en este
caso nos lleva a,

{
Lsi=2r58 »E =L~
Eo 2z,
Por tanto,
pd
E, = —
! 2e,

2) Campo debido a la distribucion esférica

Aplicamos el tecorema de Gauss a una distribucién esférica con densidad
—p y centro en el origen de coordenadas. Como la densidad es uniforme, la
ecuacién (2.12) queda de la forma,

1 4 1 pa®
Eod 2 2 =3 = i
1 pa®
E2 = —gmuy

El campo total en A (v = d) es,

p (d 1a°
Es=Ei+E=——|-—--—=
A 1 2 £o (2 3(.’.2) t

PROBLEMA 2.22

Tenemos aua esfera de radio a dentro de Ia que hay an hueco en forma
de sector esférico trnneado de dngulo 609 v comprendido entre los radios a
v b vease Ta figura P2.22. Sobre la esfera. salvo en el hineco. se distribuyve
una carga cnva densidad es p.

Calenlar ¢l eampo v potencial en el punto 1 situado en ¢l vertice del
sector circular vacio.

Solucién

1) Campo eléctrico
Aplicamos el principio de superposicién y el campo en el punto P ser4 la
suma de los siguientes contribuciones: Una densidad de carga p sobre toda
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densidad —p.

CAPITULO 2. CAMPO ELECTRICO II

la esfera de radio @ mds ¢l sector esférico indicado en la figura P2.22 con

Figura P2.22
1.1) Campo debido a la distribucion esférica de densidad p
Para calcularlo aplicamos el tecorema de Ganss:

de donde

]Er@:&w&;Q 1

g 3z,

‘ITI'?:-I‘O

B =

por tanto,

E1:

SR
En el punto P el campo obtenido tiene la direccion y sentido de —u,,

ap

_u- —
“3c,

1.2) Campo debido ol sector esférico truncado de densidad —p
El campo de dicho sector vendra dado por

1
E; = 411'50[

(r —x')(—p)

i I‘"|3 dv

Para caleular este campo consideramos ¢l origen de coordenadas en el
punto P. Segin esto tenemos

r=0; r=ru,
En coordenadas cartesianas,

Ir— r"|:3 =Ir—ru|* =+
Sustituyendo

i
E-

' = r(senf cos pu, + sen fsen gy, + cos )
- dv = r?sen fdy do dy

a ¢ 27 it
= / (=p)(=r) dr / dy / scn Ocdf
dme, Jp r 0 0
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La simetrfa de la distribucién de cargas nos lleva a que las proyecciones
del vector 1’ sobre los ejes X e Y se anulan, quedando solo la proyeccion
sobre ¢l eje Z. Para demostrarlo sustituimos el valor de r’ en coordenadas
cartesianas; la integral se transforma en la siguiente:

p a 2
Bz = Ame, (/b drin <&

/6
] (uzsen?f cos o+ uyse1129 seny + u, cos @ sen 0)d6
0

La integral de los dos primeros términos con respecto a la variable ¢ se
anula y queda,

p L /6 p 1 . /6
E; — 27 ] dr / cosfsenOdiu, = —(a — 1) -f-—sen t u,
dme, b Jo 2e, 2 0
Esto es,
P
= — -
Es 16¢,, (@ = b)u.
El campo total vendrd dado por la suma de los CAMPOS
Er=E; +Ep
«
Er = ——u, + L2 (a- b,
o 16=,
Es decir
SN (il
EBr = €o ( 16 3) .

2) Potencial electrostitico

Del mismo modo caleulamos el potencial aplicando ol principio de su-
perposicién.

2.1) Potencial debido a una distribucion esférica de densidad P

El potencial debido a una distribucién esférica y uniforme de carga cs
el mismo que si consideramos toda la carga en el centro de la esfera. En el
caso particular del punto P(0, 0, —a) se obticne,
pa?
3¢,

2.2) Potencial debido al sector esférico truncado con densidad —p

Para determinarlo consideramos el origen en el punto P y aplicamos la
expresion

Vi =

.1 (=)
Vv =
*7 dne, |r — /| 2

En este caso tendremos
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/

r=0; r=ru, ; |r—r’| =7y dv=r1r%senOdy dOdr

Sustituyendo
i1 Tl'fﬁ 2T
Vo = ! ] (=r) r2dr / qenf?dﬁ'/ dy = - [—] [— cos ]ﬂfﬁ
dmeo Jy T Jo 2€0
Operando

Vo = _r ((12 — ﬁz) (2 — \/5)

8¢,
El potencial en el punto P serd la suma de V; y Vo
2

_pa P o2 g2 S
Vo= £ o> (a® - 1) (2 \/3)
PROBLEMA 2.23

Teniendo en cnenta que el valor medio del campo en un volmen V' oes
(E) = (1/V) [;- E(r)dv. caleular el valor medio de E en los easos siguicntes:

/) Dentro de la esfera vacia de radio R/2 y centro en O, vease la ligura
P2.23a. cuando el volmnen exterior a dicha esfera ¢ interior a la de radio R
v ceutro en O tiene un distribucion uniforme de carga cuya densidad es p.

2) Dentro de la esfera de radio 7y centro O, cuando la esfera de centro
en Oy radio 7/2 ticue una distribucion nniforme de carga con densidad p.
voase la figura P2.230.

Solucién

1) Calculo de (Ey) dentro de la esfera de radio R/2

Primero debemos calcular E; en cada punto de la esfera y después ob-
tener el valor medio (E1).

El célculo de E; se hace aplicando el principio de superposicién y el
teorema de Gauss expresado por la ecuacion (2.12).

e
E
-

/

Figura P2.23
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La distribucién indicada es equivalente a una csfera de radio R y centro
en O con densidad uniforme p, y otra de radio R/2 centro en O’ con densidad
—p. El campo E; serd la suma de las dos contribuciones.

Consideramos el origen de coordenadas situado en O.

El teorema de Gauss aplicado a estas dos distribuciones queda de la
forma:

Esfera de radio R y centro en O, (véase la figura P2.23a)

3 & 3c,
Esfera de radio R/2 y centro O',
A .
47’ B = 571'?"'36—;0 — Egp = Lér’

El campo E; = Eg + Egr. Si tenemos en cuenta la relacién siguiente,
r' =r — (R/2)u,, la suma queda de la forma,
p
E, = —Ru
6co
Vemos que el campo es uniforme dentro de la citada esfera.
El valor medio serd,

1/ L [ p
(Eq) v/, 1dv = ]V G wu, dv

Como el campo es uniforme la integral de volumen es V Eq,
(El} = El = LRHE’,

(2}

2) Célculo de (Ez2) dentro de la esfera de radio R

Para calcular el valor medio (E2), debemos sumar los valores de f E dv
sobre el volumen de la esfera de radio R/2 y la [E duv sobre el volumen
exterior a la esfera de radio R/2 ¢ interior a la csfera de radio R. En
este caso el campo en el interior de la esfera centrada en O, como hemos
visto en el apartado anterior, es de la forma (p/3¢,)r’, ya que sélo existe
la distribucién de carga p sobre ella; por tanto, a cada volumen elemental
le corresponde un campo que tiene otro simétrico del mismo médulo pero
sentido contrario. Como consecuencia la integral sobre dicha esfera es nula.

Para obtener el citado valor medio, debemos calcular sélo la integral
correspondiente al volumen Vg = (4/3)m(R* —(R/2)%), y dividir el resultado
por el volumen total (4/3)7 R3.

El campo producido en el exterior de la esfera de radio K/2 por la dis-
tribucién p se obtiene aplicando el teorema de Gauss, que en este caso se
calcula de la forma siguiente:
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1 h2 im R 4
Amp'? By = — plar?dr = L ;r( 5 ) = _Q
€o 0 €o o

Donde Q = (4/3)7(R/2)p es la carga total sobre la esfera de radio R/2.

Despejando y teniendo en cuenta que r’ es un vector con origen en
Q
dme, 173

Que es ¢l campo creado por un carga puntual () situada en O'.

Para calcular (E2) procedemos de la forma siguiente:

St suponemos una carga  situada en O y una distribucién p uniforme en
Vi, la fucrza sobre @ debida a la distribucién p en Vg es de signo contrario
a la fucrza sobre la distribucion p en Vg debida a la carga Q en (. la
fuerza de ( sobre p en Vg es:

F:/ pEaduv
Ve

La fuerza de p en Vgsobre (Q cs:
F — Q . P(T_Ru@.‘)
-ITTEO Jve |(r——-Ruu |3
F'/Q = E,, cs decir, igual al campo calculado en el apartado 1),

dv

1
/ px Ru”)s dr = E| = —Ruy
dmeo Jvg [(r—Ruy)| be,
Hemos dicho que F = —F’, por tanto,

4
Eadv = —Q—Ru
'/‘:}E ‘0 Qﬁsﬂ Y

Deduccion basada en que p es constante.
Dividiendo la integral anterior por p y el volumen total de la esfera de
radio R obtendremos,

1 f 1 f 3
E = E I‘I: —_— e —
(Eg) V[. odt VLE Esdv ye :ORUP

La carga () es la contenida cn la esfera de radio R/2 y centro en O'.

Sustituyendo el valor de @ y realizando operaciones queda,

1 pR

(Eqg) = 182 u

PROBLEMA 2.24

En ¢l espacio tenemos un potencial @ — 2r + 3. Comprobar que el valor
medio de dicho potencial sobre la superficie del cubo indicado en la figura
P2.24 es igual al valor del citado potencial en el centro del cubo.
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Z

Figura P2.24

Solucion

El valor medio del potencial en volumen ocupacdo por el cubo de lado L
se calcula mediante la siguiente relacion,

1
(@) = [ b
En este caso,

/qus =/ $(0) der] d(L) d5+/ d(x)ds
S 51 Sz J53

S1 es la cara que esta en el plano YZ & = 0, donde ¢ = 3. S92 es la cara
situada en el plano x = L, con ¢ = 2L + 3.

La superficic Sy estd formada por las cuatro caras laterales en las que
¢ = 21 + 3. Sy cs la superficie lateral de perfimetro 1L y altura L.

La superficie elemental en Sy es ds = dydz, en So ds = dydz y en Sy
ds = 4Ldx

L L
$(0)ds = / (iz/ 3dy = 3L?
S 0 0
L L
/ d(L)ds = / dz / (2L + 3)dy = (2L + 3) L?
S92 1] JO
. L
/ o) ds = / (20 4 3)ALdr = AL (L? +3L) = L*(4L + 12)
J 5y Jo

/q;rds = L?2(3+ 2L+ 3+ 4L +12) = L? (6L + 18)
<

La superficie del cubo es S = 6 L?, por tanto,

1 1
@)~ 5 [ dds= 73 (12 6L+ 18))

operando tendremos,
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() =L+3

El potencial en el centro de cubo es
L L L L
= oy o - 2_ s L X
¢ ( 53" 3 ) 5 +3 +3
Por tanto queda demostrada la pregunta del problema

PROBLEMA 2.25

Disponemos de fres esferas metdlicas A, 3 v C: A v B del misimo radio
v ' hueca con radio diez veces superior B, La esferas estdan dispuesta como
indica la figura P2.25. La esfera A estd my alejada de C'y B pero unida con
B a través de nn hilo conductor y el interruptor S, sin que B haga contacto
con C.

Con ¢l interruptor S abierto se aplica a la esfera A una carga Q. y a
continuacion se ciorra ol interruptor S. jQué carga se induce on las caras
interna v externa de 7

Se abre S vy durante un instante unimos C a tierra (potencial cero).
Después retiramos ol contacto dejando la esfera C aislada de mevo. ;Qué
ocurre con la carga en C7

Finalmente se une A a tierra y se cierra S jCual sera la carga de las tres
esforas?

Figura P2.25
Solucién

1) Cuando se cierra el interruptor S se iguala ¢l potencial de las esferas
A y B, repartiéndose la carga @ entre ambas. Es decir,
Va=1p

Qa+Qs=0¢
Puesto que el potencial de una eslera aislada viene dado por la expresion
V= @

dneyT
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v la capa esférica C no tiene carga neta, tenemos que,
Qn  Qy
Aegra  ATeorn
SiOlTlpI'E‘- que COIL‘SidE‘-l'CI]IOS que una no iIlﬂll}’C‘ 1 ld Gt-l'ﬂ, 10 (]UC [ (—!]. Caso
puesto que se supone que la esfera A esta muy alcjada de B y C.
Como ra = rp se deduce que Qo = @p v, por tanto, dado que Qp+Qp =
(2, tenemos,

Qr=Q@s=5y Qc=0
es decir, la capa esférica C permanece neutra pero sus cargas libres se re-
parten de forma distinta entre la superficie interna y externa. Veainos esto:
como en el interior del metal el campo eléetrico es nulo, el flujo a través de
una superficie cerrada contenida en el interior de la capa esférica C también
lo es. Y por el teorema de Gauss deducimos que la carga total encerrada
debe ser 0, es decir
Qence = @p + Qci=0

QG.i =-Qp= _E

de lo cual se deduce

y como la capa C dcebe ser nentra,
Qcit Qee=0Qc =0
luego,

Q(‘.e = _Q('.i = _(22

2) Al abrir el interruptor S permanecen las cargas en A y B,
Gh=-=2; Qh=qn-2

y al llevar C a ticrra hacemos que su potencial sca 0, V. = 0. Hay que tener

cuidado porque la carga de la esfera B contribuye al potencial de la capa

csférica C al estar ambas suficientemente cerca. El efecto de la esfera A se

desprecia por que suponemos estd muy alejada.

V"1 - C9’13 Q’C — 0
G Ame,re AmElre
Por tanto,
)
QE“ y _Q’B = . dDl

Aplicando el teorema de Gauss para una superficie entre la cara interna v
externa de C como hemos hecho anteriormente llegamos a la conclusion que

Qi+ Q=05 Qo=Qhy= =
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cs decir, la carga de la parte exterior se ha neutralizado con cargas proce-
dentes de la tierra y la capa queda con la carga —(@Q/2 en su cara interna.
4) Al cerrar S y conectar a ticrra ignalamos ¢l potencial de A v B a 0,
sy
Vi=V=0
de lo que se deduce inmediatamente que la carga en A es mula, va que al
estar muy alejada suponemos que no recibe la influencia de la esfera C.
Q& =0
La capa esferica C permancce aislada y por tanto manticne la misma
carga neta del apartado antcrior.

Qh=Qe=-2

Para calcular la carga en B tenemos en cuenta que su potencial es cero y se
debe a su propia carga y a la que ticne la capa esférica C.
Ame, r¢ 4Ame, TR
Despejando Q) (r¢ = 101 ),
Qh=-Qt 2 =Q5= = 0,05Q
rC 2?‘(_'
La carga @}, induce una carga negativa en la cara intcrna de C v la
misma con signo positivo en la cara externa. Operando como en el primer
apartado,

Q¢ = —0,05Q

v cn la externa tendremos la inducida con signo positivo mds Q’(’\,

Qte=-0.5Q+0.05Q — —0,45Q

¢ = Qg:,i + Q. =-0,5Q
PROBLEMA 2.26

Entre dos planos conductores indefinidos, separados por una distancia d
v nnidos por un conductor. se sittia sobre otro plano. nua distribucion de
carga superficial o como indica la figura P2.26a. dy = 2d..

Calcular el campo cléctrico entre las placas y la densidad de carga indu-
cida en cada wna de ellas.

Solucién

1) Para resolver el problema aplicamos el teorema de Gauss, la condicion
de campo conservativo y la ecuacion que relaciona los vectores D v E.

1 B
E-ds=— [ pdv ; 'p{,;B:—/ E-dl=0 ;: D=c¢E
S o JV A
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d d
d |4 d | d
)|
0 E |,
(T
a b

Figura P2.26

Aplicamos ¢l teorema de Gauss a un cilindro de tapas paralclas a los
planos como muestra la figura P2.26b. El drca de las tapas es A. El cilindro
atraviesa la distribucion de carga. Llamamos F; al campo a la izquierda de
la distribucién y Ey al campo a la derecha.

agA
Ei-A(-u)+E;- Auy, = . (2.26.1)

[
Por otro lado calculamos la circulacién de E a lo largo de una linca recta
que cruza el espacio entre las placas conductoras. Esto es, calculamos la
integral de linea entre las placas, que es igual a la d.d.p. entre ambas. La

d.d.p. es 0 debido a que estdn unidas exteriormente por un cable metélico.
Es decir,

E
/ E-dl=0 — El-dllly-l-Eg-dguy:U
A

E,=-Fu, ; Ey=EFEnu,

por tanto, si realizamos las operaciones vectoriales necesarias queda

—FEidi+ FEods = 0
o
Er+F = — (2.26.2)
o
Resolviendo el sistema de ecuaciones (2.26.2) y teniendo en cuenta que
dy = 2dsy, obtenemos:
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o 20
F1=— : F;=9FE — — 2.26.3
1= i Ba=2F oo (2:263)
o 20
E = —— : By = — 2.26.4
! 3Eouy . 3¢&, ( )

2) Para calcular la densidad de carga inducida en los planos conductores,
aplicamos ¢l teorema de Gauss a dos cilindros que atraviesan una cara de
cada placa metédlica, quedando una tapa en el exterior y otra en el interior,
ver figura P2.26b. Dentro de la placa el campo es 0.

En la placa izquierda

Dl-HZ(}'l

Dy =¢,E = —¢,F; u, ; n=nu,
por tanto.

o1 = —€ok
En la placa de la derecha
7

Dy =¢,Fu, ; n' = -,
de donde se deduce que,

03 = —€okn
Sustituyendo los médulos de los campos dados por las ecuaciones (2.26.3),
tendremos las densidades de carga respectivas,
o 20

o]y = —— o =
3’ 3



Capitulo 3

DIPOLO ELECTRICO

3.1 INTRODUCCION

3.1.1 POTENCIAL Y CAMPO DEBIDO A UN DIPOLO

En este apartado vamos a deducir el potencial v el campo electrostatico
debido a una distribucién particular de dos cargas de signo contrario dis-
puestas muy proximas entre si, conocida con el nombre de dipolo eléctrico.

Se define el dipolo eléctrico como un sistema formado por dos cargas
q ¥y —q separadas por una distancia d, de forma que cuando la distancia d
tiende a cero q tiende a infinito y el producto p = qd se mantiene constante.
A este sistema de caryas se le asocia una magnitud vectorial denominada
momento dipolar eléctrico p. que cs iqual al moédulo de la carga por el
vector que va desde —q a ¢, p = qd.

En un dipolo la carga neta es nula y sus caracteristicas vienen determi-
nadas por su momento dipolar p.

3.1.1.1 Potencial debido a un dipolo eléctrico

I's el creado por el sistema de cargas descrito anteriormente cuando la
distancia del dipolo al punto considerado es mucho mayor que d. En la
figura 3.1 se indican las posiciones y distancias.

. <0
Vi) = 1 p ro 1 pcos (3.1)

dme, 13 lme, 12
El potencial también se representa por ¢(r).

Si el dipolo esta situado en el punto de coordenadas r’ en lugar del origen
de coordenadas, el potencial sera:



82 CAPITULO 3. DIPOLO ELECTRICO

sy 1 pe(r=1)
VI = ey o (3-2)

El campo eléctrico se suele obtener en coordenadas esféricas mediante:
B ov 1 pcosl
r — — p—
O 2me, 1

10V 1 psend
Eg = —— 8
r 00 4?rso r

En las ccuaciones anteriores se ha supuesto el dipolo situado en el ongen

de coordenadas, si estuviera en el punto r/,

(3.3)

1 3p-(r—1r') / P )
E(r) = r—r)-— 3.4
0 - gz (e - (3.4)
Z
q, r—r,
r;
r
0] .
d / 5 Y
-q ¢ (d/2)cos b
< X
Figura 3.1 Figura 3.2

3.1.2 POTENCIAL DEBIDO A UNA DISTRIBUCION DE
CARGAS: MOMENTOS MULTIPOLARES

El potencial debido a una distribucion de cargas puntuales como la in-

dicada en la figura 3.2 es,

N
i

V(r) =
(r) 4me, ; (72 + 12 — 2r v cos 0;)1/2

Desarrollando la expresién anterior se obtience,

V(i) = 4% ?Zq ED?QZ%? cosl; +
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07
S B0

V(r) = Va(r) + Vp(r) + Vo(r) + .. (3.5)
La [ormula (3.5) es complicada de mancjar porque en los distintos térmi-
nos cstan comprometidas simultdaneamente las coordenadas del punto r y las
de las cargas r;. por cjemplo en cos@;. Interesa encontrar expresiones que
separen ambas coordenadas. El procedimiento consiste en poner la formula
anterior de manera que cada término tenga una parte dependiente de la dis-
tribucién de cargas y otra del punto donde se ealcula el potencial. De esta
mancra se obticnen los lamados términos monopolar, dipolar, enadripolar.
elc., v los monentos respectivos.

3.1.2.1 Término monopolar Vy(r)

IEste término es de la formas:

N
1 e
b - o . =< :
Vau(r) Ameo r £ " e, v (2:9)

Donde Q cs la carga total del sistema y se conoce commo momento mo-
nopolar.
Cargas puntuales:

hl'
Q=) (3.7a)
i-=1
Distribucion continua:

@'= / p(r'yde’ (3.7D)
3.1.2.2 Término dipolar Vp(r)

i 1 3
Vp(r) = " (3.8)

Donde p es el momento dipolar.
Cargas puntuales:

K
P=) il (3.9a)
i=1
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Distribucion continua:

p = _/i: p(e")r'dv (3.9b)

3.1.2.3 Término cuadripolar Vp(r)

Vo(r) = 4M 3 QZZJﬁQJk (G=xy.2  k=x,9,2)  (3.10)

Donde Q. cs el m.ome'n,to cuadripolar.
Cargas puntuule¢

1 st j=kF .
QJR = ZQ?, 335: — T 53.&) { 0 si Jj7£ 2 (3]1{1)

Dwtnbnczdﬂ, f,ontmua.

Qe — / ()37 — 17261 du (3.110)
:

Las componentes del momento cuadripolar forman una matriz simétrica
(Qjr = Qkj), ¥y ademds los clementos de la diagonal principal cumplen la
relacion siguiente:

Q.rr + ny + sz =0 (3-12)

3.1.2.4 Cambio de origen

Si trasladamos el origen de coordenadas del punto O al O, en la forma
definida por ¢l vector a = (ag, @y, @.), las nuevas coordenadas de posicién
SOT12

rp,=ri—ay r,=r —a

Este cambio de coordenadas no afecta al momento monopolar @, pero
si puede afectar a los momentos dipolar, cuadripolar, etc.

El momento dipolar con respecto al nucvo origen cs:

Po—p - Qa (3.13)
SiQ =0,

Po— P (31—1)

El momento cuadripolar con respecto al origen O, con p = (pu, Py, P2)s
serd:



3.1.

INTRODUCCION

gy"Q.ry
StQ=0yp=0,

3aype — 3azpy + a.a,Q

Q?;ﬁ = ij

85

(3.15)
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4.3 PROBLEMAS

P 4.1
En los vértices de un cuadrado de lado 2L se sitian cuatro cargas como
indica la figura P4.1.

Q=495 2= -4, @3—q Y G4=—¢

Calcular los términos y momentos dipolar y cuadripolar de la distribu-
cion de cargas puntuales.

Y! a
1 P‘
g . 0
2 1 *.i‘?'
R
)| |
k [ X 1] !)_'
°g Y
30
3 4 E
& "4 X q
Figura P4.1 Figura P4.2
P 4.2
Dada la distribucion de carga indicada en la figura P4.2, donde ¢; = g,
g2 = g3 = —q/2.

1) Calcular el potencial en los puntos Py y P2 mediante la ecuacién (2.6).
Pl:(ﬂaymo); P2=(01.Oazo); Zo = Yo = 2R

2) Calcular los términos monopolar, dipolar y cuadripolar del potencial.

Comparar los resultados obtenidos en 1) con la suma de los tres términos
de 2).

P 4.3

Consideramos una molécula en forma de hexdgono regular como la indi-
cada en la figura P4 3a.

1) Calcular el momento dipolar de la molécula.

2) Sin modificar las distancias L entre los d4tomos, comprimimos la mo-
lécula en la direccién del eje X de forma que el é&ngulo @ cambie de 120° a
120° — 6.
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Calcular la variacién del momento dipolar en funcién de 6.

v Y._‘?
s ¥ .
2
q, = " e
| r'/,-f
O oL~ ¢
X X
q. P -ge .- g
'q )
q

a h

Figura P4.3

P44

Calcular los momentos dipolar y cuadripolar de la distribucién de cargas
indicada en la figura P4.4.

En los puntos (d, 0, 0), (—d, 0, 0), (0, 0, 0), (0, —d, 0), (0, 0, d) y
(0, 0, —d) existe una carga —q.

En el punto (0, 0, Ad) existe una carga 4q.

2 2.
9~ q |
I q q
4q d _
q Ad | q ¥ O] .
d % ¥
|d .q a
=
X
X q
Figura P4.4 Figura P4.5
P 4.5

Dada la distribuci6n de cargas puntuales indicada en la figura P4.5,
calcular los términos monopolar, dipolar y cuadripolar del potencial en un
punto determinado por el vector de posicién r.
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P 4.6

Dada la distribucién lineal y uniforme de carga situada entre los puntos
(0,0, L/2) y (0, 0, L/2) y densidad A(C/cm). L =1 em.

1) Calcular el potencial en el punto (0, g, 0).

2) Calcular los momentos y términos monopolar, dipolar y cuadripolar.

3) Comparar el resultado obtenido en 1) con la suma de los términos
calculados en 2) para y, = 10 cm.

P 4.7

Sobre el eje Z y entre las coordenadas L y —L tenemos una distribucién
lineal de carga A = Ao(2/L) (su signo es el de la coordenada z).

Calcular los momentos monopolar, dipolar y cuadripolar de dicha distri-
bucion.

P 4.8

Sobre un hilo metélico, cuya seccién es despreciable frente a su longitud
y dispuesto en forma de circunferencia de radio R sobre el plano XY, se
distribuye una densidad lineal de carga A = A\ (1 — cos ).

Calcular los momentos monopolar, dipolar y cuadripolar de la distribu-
cién de carga.

P 4.9

Sobre dos circunferencias, cuyos radios respectivos son a y b, se sitiian
las distribuciones lineales de carga —A; y Asg.

Se cumple la condicion |2maX;| = |27bAg|

Calcular los momentos monopolar, dipolar y cuadripolar.

X

Figura P4.9
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P 4.10

Dada la distribucién de carga lineal A = A, cos(y/4) sobre la circunferen-
cia de radio a que muestra la figura P4.10, calcular los momentos monopolar
y dipolar, asf como el potencial en el punto P(0, 0, a)

y 4
'P i
( . |R
i ' \I
o ‘\
=
X X
Figura P4.10 Figura P4.11

P 4.11

Sobre una circunferencia de radio R, situada en el plano ZY, tenemos una
distribucién lineal y uniforme de carga A, que cumple la condicién 27 R\ =
Q. Sobre el eje Y, a una distancia d = R/2, se sittia una carga —Q.

Calcular los momentos monopolar, dipolar y cuadripolar con respecto al
origen O.

P 4.12

La distribucién de carga que se muestra en la figura P4.12 se compone
de la siguiente forma: Dos esferas de radio a, cuyos centros respectivos estan
eny = —a/2 e y =a/f2, y entre las que se produce una interseccién. En la
esfera izquierda existe una densidad de carga —p, salvo en la interseccién, y
la esfera derecha tiene una densidad de carga p, salvo en la interseccién.

Calcular los términos monopolar y dipolar del potencial debido a la ci-
tada distribucién de carga en un punto situado a una distancia r del origen
de coordenadas.

P 4.13

Una parte de la molécula de un material dieléctrico estd formada por
iones distribuidos como indica la figura P4.13.

El momento dipolar de todos los iones es del mismo médulo p y su
direccion y sentido se indica en la figura P4.13.

Calcular la fuerza sobre el ion situado en el origen de coordenadas con
carga 4q.
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Z
pto ¢
;| PlLg
g
-q N 45;'__ : /
P L ! p Y
L
Plo
i q
X Plo-g

Figura P4.12 Figura P4.13
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3.2 PROBLEMAS

PROBLEMA 3.1

En los vértices de un enadrado de lado 21 se sitvian enatro cargas como
indica la figura P3.1.
M =47 2=-—47 @3=qV (1= —(
Caleular los términos y momentos dipolar y cuadripolar de la distribu-
cion de cargas puntuales.

3 4
g “-q

Figura P3.1

Solucion

1) Cdlculo del momento y término dipolar

Para calcular el momento dipolar utilizaremos la ecuacién (3.7a), con los
siguientes vectores de posicién correspondientes a cada carga:
rm=(L, L, 0);ro=(-L, L,0);r3=(—-L, —L,0)y rq = (L, —L,0)

La suma de las cargas es cero, por tanto el momento y término monopolar
son nulos, (@ = 0). De esta situacién, teniendo en cuenta la ecuacion (3.14),
se deduce que el momento dipolar no depende del origen de coordenadas.
El momento dipolar p seré:

p= Z qiri = L(g(u, +uy) — g(—u; +uy) + g(—u, — w,) - g{w, — uy))

p=20
El término dipolar por tanto serd nulo.
Vp(r) =0

2) Cédlculo del momento y término cuadripolar

Utilizarcmos la ecuacién (3.11a), con las coordenadas correspondientes
a cada carga especificadas en el apartado anterior.

Dado que la componente z es nula para todas las cargas, y 6,5 es nula
para j distinto de k
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Q:rz . Qz:;c . Qyz . sz =0
El valor de ()4, se calcula de la forma siguiente,
Quy = (a(BL* — 0) — q(—3L* — 0) + q(3L2 — 0) — g(-3L? — 0)) = 12qL2
Quy = Qye = 12912
El valor de 7; s igual para todas las cargas:
?’? == T‘% - r% = TE = 2L2 y ﬁﬂ.'il': —_ byy — 62—2 — ].
Que = (BL*—2L%)(q—q+q—g) =0
Qu = (BL*-2L%)(q—q+q—q)=0

Qz = (0-2L%)(g—q+qq)=0
En definitiva el momento cuadripolar queda de la forma:
0O 1 0
Qjr=12¢L2| 1 0 0
0 0 0

El término cuadripolar se obtienc aplicando la ecuacién (3.10), con r(x,
Y, 2); )
1 1 12L%g vy
Ve = Tre, 2,8 (WU oy +y7Qu) = 58
PROBLEMA 3.2

Dada la distribucion de carga indicada en la fignra P3.2, donde ¢, = ¢,
q2 = 43 = —q/2.
1) Calenlar ¢l potencial en los puntos Py v P2 mediante la ecuacién (2.6).
Pr=1(0, 4. 0): Pa=1(0. 0. 25} : 25 = yo =21
2) Calcular los términos monopolar, dipolar y cuadripolar.
Comparar los resultados obtenidos en 1) con la suma de los tres términos
de 2).
Solucién
1) Célculo del potencial
Mediante la ecuacién (2.6) se calcula el potencial en Py y Pa.
Potencial en Py
Los vectores respectivos son:
r = youy = 2Ruy ; ry = Ru, ; ry = Rcos30°, — Rsen30°u,
r3 = —Rcos30°0, — Rsen30°u,
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La distancia desde cada carga al punto Py es:

Ir—ri| =|r—rof = |r —r3| = RV5
Aplicando los datos anteriores y la ecuacion (2.6) obtenemos,

VP = = (o~ 2-T) =0

Amee RyV5 2 2
P,
Z
'ql
R
30° P,
og} Y
30"
L]
X q,

Figura P3.2
Potencial en Po
Procedemos de forma similar al caso anterior. Ahora varia tinicamente
el vector de posicién r, r = 2R u..

t—ri|=R: [r—ro| = |r —rg| = (5R* + 4R%sen 30°)'/? = RVT

1 q q q
V(Py)= — [ = — —
(P2) dme, (R 2R\T ZRﬁ)

Operando resulta,
1 ¢ VT
V(P3) = —[1-—
(P2) Are, R ( 7 )

2) Célculo de los términos monopolar, dipolar y cuadripolar

2a) Término monopolar Vis(r)

Sc obticne aplicando las ccuaciones (3.6) y (3.7a). De la segunda se
deduce que:

por tanto,
;}.,jr(l?} == 0
2b) Término dipolar Vp(r)

Se obtiene aplicando las ecuaciones (3.8) v (3.9a).
Momento dipolar p
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Para calcular p tomamos los valores de ¢; y r; del apartado anterior. y
los llevamos a la ecuacion (3.9a).

1 1
p=qnR (uz — §(cos 30%u; — sen 307u,) — E{_ cos 30%u; — sen 30%u, ))
Realizando operaciones queda,
3
p= §QR u,

Célculo de Vp(r) en Py

Podemos observar que el momento dipolar no depende del punto donde
se desea calcular el potencial. Dicho punto se tiene en cuenta a través del
valor de r que aparece en Vp(r), por lo que para calcular el potencial en

Py utilizamos el valor de p obtenido antes y aplicamos la ecuacién (3.8), con
r = 2Ru, v [r| = 2R, por tanto p-r = 0, y en consecuencia,

Vp(P1) =0
Calculo de Vp(r) en Py
Aplicando la ecuacién (3.8) con r = 2Ru,; |r| = 2R. es decir,
. 1 p-r 1 3q
Vp(P2) - dme, 13 dme, &R
2c) Término cuadripolar Vg(r)
Calculamos en primer lugar el momento cuadripolar mediante la ecuacién
(3.11a), y después Vy(r) utilizando la ecuacién (3.10).
Momento cuadripolar
Los valores que utilizamos para calcular Qj; son los indicados al princi-
pio, por tanto,

R
=0, =0, =R ; a3=R (\/5/2)‘ =0 n=-
r3= R (\/512) L3 =0, z3=—R/2

2 9R2

Qez = ¥ 4il327 —12) = ¢(0 ~ R?) - gq(_ L) = __Rz
1

3
: i 5
Quy = D_ a3y =77y = a0~ B*) - 25(0 - R*) =0
1

3 2
Y a3 — 1) = q@R? — ) — 2T pe) - N

3
Quy = Z q:(3r;y; — 0) = 0 ya que y; = 0 para todo i
1
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Q):y = U ya que y; — O para todo 7

_ g 3V3 , q (33 » .
rz — (0_0)_5(_“—4_3 _0)_§(TR = U) ()

-1 0 0
Qi — —R’*’ 0 00
0 0 1
Caleulo de Vg(r) en Py
Mediante la ecuacién (3.10) con r = 2Ru,, = (0, 2R, 0), obtencmos,

; 1 1 ]_gq 9
Vo(P1) = e @R 21 — (- + 22)
comoen Py =0, z = 0,
oP1) =0

Célculo de Vg(r) en Ps
Procedemos de forma similar al caso anterior, pero ahora r = 2Ru,= (0.
0, 2R), por tanto,

. _ l L 19q .
Vo(P2) = (2R)52 41? (—0 + 25 20)
como z, = 2R,
1
0(P2) = 1 1 19qR24R Qq

dre, (2R)52 4 Ame, 64 R

3) Comparacion de los resultados obtenidos en 1) con la suma de los
obienidos en 2)

Punto P,

Tanto los resultados obtenidos en 1) como en 2) son nulos en este punto.
Fste resultado es el mismo que obtendriamos en cualquier punto del cje Y
lo que significa que el campo eléctrico sobre todos los puntos del cje Y es
perpendicular a dicho ¢je, y ¢l trabajo para desplazarnos sobre ¢l es nulo,
JE-dl = 0. Es decir, sobre el cje Y el potencial es igual a cero por lo que
coincide con el tomado como referencia en el infinito.

Punto P
El valor obtenido en 1) es:

) 1 V7 1
ViPs) = 471‘50% (1 . _) B Ime, 1??

La suma de los valores obtenidos en 2) es:

3 9 1 g
V'(Py) — Vip(Pa) + Vio(Pa) = (2412} ~0.516——1
2) = Vo(P2) + Vo(P2) = meo (8+ 64 ) 7 R

|
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Comparando los dos resultados vemos que la relacién entre ambos valo-
res es (1,829, Esto significa que ¢l error que cometerfamos si sustituyéramos
el valor obtenido en 1) por la suma de los obtenidos en 2) seria de un 17 %,
aproximadamente. La razon principal estriba en que el punto Ps esta a una
distancia del mismo orden de magnitud que las dimensiones de la distri-
bucién. Para que los dos valores calculados en los apartados 1) y 2) sean
practicamente iguales se requicre tomar puntos donde |r| >> |ry|.

PROBLEMA 3.3

Consideramos nna moléeula en forma de hexdgono regular como la indi-
cada en la figura P3.3a.

1) Caleular ¢l momento dipolar de la molécula.

2) Sin modificar las distancias L entre los dtomos, comprimimos la mo-
lécula en la diveceion del eje X de forma que el dngulo a cambic de 1209 a
120 — 6.

Calcular la variacion del momento dipolar en funcion de 6.

Y Y
{-q o
. a 4 g 1087 g
r
O oL ¥
X X
-qo .4 (e g
.q h
q
a b

Figura P3.3
Solucién

1) Momento dipolar p

Calculamos p mediante la ccuacion (3.9a), con los valores siguientes para
g v ri, L — radio = R.

q1=q; r1=(Lcos30° Lsen30°); g2 = —q; r2=1(0, L); g3 =¢q
r3 = (—Lcos30% Lsen3d0%); g4 = —q; ra = (—Lcos30° — L sen 30°)
s =q; 15 =(0,—L); g6 = —q; r¢ = (L cos30°, — L sen 30°)
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P = ¢L(cos30°+ 0 — cos30% — cos 30° + 0 + cos 30%) u,
+qL (sen 30 + 14 sen 30 — sen 30 — 1 — sen 30%) u,
p—10

2) Variacion del momento dipolar

La molécula deformada se representa en al figura P3.3b.

En lo que respecta al cje X la simetria de la distribucién es la misma
que la anterior, dando por tanto una componente nula en esa direccién. El
cdlculo del momento dipolar p’, en su componente Y, se obticne tomando
los siguientes valores de las coordenadas:

r; = (1'cosg. +'seng) 1 ra= (0, (rseng + Lcos(60° — 6/2)))
r3 = (—r'cosp. r'seny) ; rg = (=" cos @, — 1’ sen )

r5 = (0, —(r"seny + Lcos(60° — 6/2))) ; re = (r'cose, -1’ seny)

El momento dipolar p’ sélo tiene componente en la direccion del eje Y,
que es,

p’ = (4gr'sen ¢ — 2¢(r" sen g + L cos(60° — 0/2))) uy
Dado que la longitud del lado no se modifica, v’ seny = L/2, por tanto,
P = qL (1 —2cos(60° — 6/2)) u,
Tenicndo en cuenta la relacién trigonométrica:

cos(A - B) =cos Acos B + sen Asen B

) _ECOSE 1 ?5{3115

p" = gL (1 — (msg + \/gsen g) u,

Los desarrollos en serie de las funciones seno y coseno son:

COS(GUO - 9/2) = ¢0s 60 cos g + sen 60° sen ﬁ — | 0 V3 0

11 . y
sen(0/2) = Ele—zgfjwo(a)
. 1 tp2 4
cos(0/2) =1 89 +_384€ +O(95)

Tomando el primer término del desarrollo en serie de cos#/2 y sen /2,
la expresion para p’ queda de la forma,

1
p' ~—qL (E\/g) 0,
PROBLEMA 3.4

Caleular los momentos dipolar v cuadripolar de la distribucion de cargas
indicada en la figura P3.4.
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En los puntos (d, 0, 0), (—d, 0, 0). (0. d. 0). (0, —d,0). (0,0, d)y (0.
0. —d) existe una carga —g.

En cl punto (0, 0, Ad) existe una carga dq.

Solucién

1) Momento dipolar

7
©-9q
l ”
/0"}
v
4q d
- q __ﬁd' / - :q
d ® Y
/ |
g d
% 3

Figura P3.4

Utilizaremos la ecuacién (3.9a) con los valores de las coordenadas arriba
mdicados.

El sistema de cargas —¢ es simétrico con respecto al origen de coordena-
das, por tanto su contribucién al momento dipolar es nula si se toma dicho
origen como referencia para el céleulo de p.

El valor de p sera

p =4gAdu,

2) Célculo del momento cuadripolar

Usamos la ecuacion (3.11a) y los valores de ¢; v r; arriba indicados. Para
las cargas

-q. 72 = d?; para 4q, rZ = (Ad)?.

Quz = —2q(3d° — d*) — 4q(0 — d?) + 4¢(0 — (Ad)?) = — 4g(Ad)?
Qurx = —2¢(3d° — d*) — 4q(0 — d?) + 49(0 — (Ad)?) = — 4g(Ad)?

Quz = —2q(3d* — d°) — 4q(0 — d°) + 4¢(3(Ad)? — (Ad)?) = 8¢(Ad)?
Vemos que se cumple la ecuacion (3.12), es decir, que la suma de los
términos de la diagonal es nula.



94 CAPITULO 3. DIPOLO ELECTRICO

Los términos @i, j distinto de k, son nulos, yva que 65 = 0 ¥ las
coordenadas de las cargas ticnen todas dos componentes nulas.

-1 0 0
Qi =4¢(Ad)*| 0 -1 0
0 0 2

PROBLEMA 3.5

Dada la distribucion de cargas puntuales indicada en la feura P35,
calenlar los términos monopolar, dipolar v enadripolar del potencial en un
punto determinado por ¢l vector de posicion r.

Solucién

Es necesario caleular antes los momentos monopolar. dipolar v euadri-
polar.

Momento monopolar

M=) ¢g=qg+q+qtq—14g=0
i

Figura P3.5

Momento dipolar
= Z r;q; — g (au, + auy — au, — ag,) — dgau, = — dgan.
Momento cuadripolar
Qjr = Zt}‘a (3jiki — 726k)

Como todas las cargas estdn situadas en algin cje, ello significa que su
posicion viene dada por una sola coordenada, por tanto el término 3j;k;, con
Ji # ki, es nulo para todas las cargas. Como por definicion 65, = 0, j # k
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tenemos,
Qjk=0. j#Fk,

lo que significa que (jx es un tensor diagonal.

Calculamos ahora (... La tinica carga que ticne componente z es aquella
cuyo valor es —4q, situada en au,,
Q2> = ¢(0—a*)+¢(0—a®) +g(0—a*)4 g(0—a?)+ (—4q) (3¢® — o) = —12¢a?

Dada la disposicion simétrica de las cargas en los ejes X e Y podemos
concluir que Q= Qyy. Por otra parte podemos aprovechar la propiedad
de que la suma de los elementos diagonales es 0, Que + Quyt Qzz = 0y
deducimos que:

Qe = ny s _%sz - G‘Tﬂz
Estamos ante lo que se llama un cuadripolo lincal que se caracteriza por
tener s6lo una componente independiente.
Cileulo del potencial
Puesto que el momento monopolar es 0 sélo tenermos componentes dipo-
lar y cuadripolar del potencial. El potencial dipolar es,

1 p-r
f —
Vp (r) dare, 13

Sustituyendo el valor de p tenemos,
1 —dgau, -r qa cosf
VD (r) = _ 3 == )
dme, T TEq T=
donde cos @ es el coseno director de r en la direccién z.

Para calcular el término cuadripolar podemos aprovechar la simplifica-
€cién que supone para su céleulo el hecho de tener un cuadripolo lineal. En
estas circunstancias el potencial cuadripolar se expresa como:

1 ] 1

Vo(r) = —=— (ﬁqa (2 + y?) — 12.;,rf12z2)
Si smuamm; v r{aatamu«, ﬁqn? 2. y tenemos en cuenta que z = rcosf y
r? = (2% + ¢ + 2%,
1 lﬁqu 2 4.2 9
Vo(r) = — mel2 ( — 3drfcos 9)
1 3
Vo(r) = —p—=o- ‘?“ (3cos? 0 — 1)

El potencial en r es la suma de ambos
V(r) = Vp(r) + Vg(r)

ga 3a . o
V(r) = Tk (cosﬂ + — (3cos" 0 — 1))

ir
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PROBLEMA 3.6

Dada la distribucion lineal v uniforme de carga situada entre los puntos
(0, 0, L/2) y (0. 0, —L/2) ¥ densidad A(C/cm). L =1 cm.

1) Calcular ¢l potencial en el punto (0, y,, 0).

2) Calcular los momentos y términos monopolar. dipolar v cuadripolar.

3) Comparar el resultado obtenido en 1) con la suma de los términos
calculados en 2) para y, = 10 cm.

Solucién

1) Potencial en punto (0, y,, 0)

Calculamos V (y,) mediante la ecuacion (2.9), con los siguientes valores
parar y r':

N . 2 _ .2 2
=gy ! I =zU; ; |r—r| =Y+ 2

) 1 (L2 A 2 o 1/2\ L2
Vo) = fre, /_m WZ+ 222 e, [in (= + (2 + 2 )]—Lz‘?

A 2 2\ 1/2 2 9y 1/2
Vivo) = 57 (hl (L + (4y2 + L?) ) —n (—L + (492 + L2 ))
Si ponemos esta expresion en forma de logaritmo de un cociente y mul-

tiplicamos numerador y denominador por cl conjugado del denominador, es
decir, por ¢l numerador, después de simplificar queda,

. A 1 2 2y 1/2
V(yo) = e In (2% (L + (43;0 + L ) ))

2) Términos y momentos multipolares
2a) Término y momento monopolar
Momento monopolar )

Se calcula aplicando la ecuacién (3.7b) , sustituyendo p(r’) dv’ por Adz.

L2
Q= f Adz = AL

—L/2
Término monopolar Vag(yo)

Se calcula mediante la ccuacion (3.6) y el valor de @ obtenido. Con
|I‘ o rfl = Yo,

r L

Var(vo) = Ame,
O S0

2b) Término y momento dipolar
Momento dipolar p

Se calcula utilizando la ecuacion (3.99), sustituyendo p(r’)de’ por Adz,
r' = zu,.
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L/2 22 L/2
p= / uAzdz = Au, [?}

—LJ2
Término dipolar Vp(y,)

Se calcula mediante la ccuacion (3.8) y con cl valor de p obtenido ante-

riormente,

=0
—L/2

Vo(#e) =0
2c) Término y momento cuadripolar

Momento cuadripolar Qi

Obtenemos dicho momento mediante la ecuacion (3.118), sustituyendo

p(r')dv’ por Mdz: v’ = zu, = (0, 0, 2); r'? = 22.

Las componentes Q1 (j # k) son nulas, por que r’ tiene dos componentes

nulas (x = 0 e y = 0).
Qjr =10

para (j # k)

L/2 : I3 L2 0 I3

(J:c;c = /_L/Q(O - Z ))‘dz . —)\E : ny = ] L{Q(U — X ))\dz = —/\1—2-
’ L/? L3
Q22 = / (32° — 22)A\dz = 22—
L/2 12

Podemos observar que cumple la ecuacién (3.12).
La matriz de @y es:

s L0 0
Q=250 -10
0 0 2

Término cuadripolar Vo(yo)
Se obtiene mediante la ecuacién (3.10) y el valor de 2k anterior,

1 11 1713

¢ o) — TR oSS VTl — 2
Vao(yo) 47rsor='2)\12( xx — yy + 22z)

Teniendo en cnenta que en ¢l punto considerado r» = y = y,, £ = 2z = 0,
A L3

dme, 24 y;f

8) Comparacion de los resultados en el punto vy, = 10 cm.

Sustituyendo los datos. L = lem Yo = l0cm, en la ecnacién obtenida

cn 1),
A L
2In | —
ey (2 x 10-*

Vo(yo) = —

V(yo) = (10—2 +(4x 107241074 2))
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A
V(¥o) ~ = 9,9958 x 102
[

Llevando los datos a la ccuaciones de Var(yo), Vo(%o) y sumando obte-
Nemos:

A L A LA
rt -V 7 = i a1 1
Vi) = Var(yo) + Vao(yo) Imeoyo  Ameo 24 y3

A 1076
- . 1 }"'] e
V(o) Ame, ( ( 24 x 10"3)

V' (yo) = 19,9958 x 10 2
d7e,

Podemos observar que los resultados obtenidos por ambos procedimicn-
tos son priacticamente iguales, ya que las diferencias se manifiestan de la
quinta cifra decimal en adelante. Esta circunstancia es la que motiva la
utilizacién de los momentos multipolares para el caleulo del potencial, dado
que se simplifican las operaciones al separar las coordenadas r y ¥’ en el
calenlo del potencial en un punto. Es decir, una vez obtenidos los momen-
tos multipolares, el calculo del potencial sélo depende del punto en donde
se desea obtener.

PROBLEMA 3.7

Sobre el eje Z v entre las coordenadas Ly —L tenemos una distribucion
lincal de carga A = Ay (z/L) (su signo es ¢l de la coordenada ).

Calcular los momentos monopolar. dipolar v cuadripolar de dicha distri-
bucion.

Solucién

1) Momento monopolar @

Calculamos dicho momento mediante la ecuacion (3.7h), en la que susti-
tuimos p(x’)do’ por A (z/L)dz. ¥ = zu. = (0, 0, 2).

Sl Y 22 L
Qz/ dolz/L)dz = = | = =0
L L|2]_ I
El momento monopolar es nulo. dado que la carga total es cero.

2) Momento dipolar p
Hacemos uso de la ecuacién (3.90) para calcular dicho momento. Se
toman los mismos valores de p(r')de’ y ¥’ que en el apartado anterior.

L 31 L
z Mo | 2
P= '/_L llz,d/\o(f)ﬂrz = uzf [3] L
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2 .
2
P= gf\oL u;
3) Momento cuadripolar Qi
En cste caso la ecuacion (3.110) serd la que usemos para el cdleulo de Q-
También son iguales los valores que utilizamos para p(v)de’ y v/ ("2 = 22).
Como en este caso r' tiene las componentes a e y nulas, son nulos todos
los Qjx para j # k. va que lo son los productos j k v &k Es decir,
Qjr =0 para j#k
L AT -4
2 Z o |2
Q.I‘:E . / (0 —Z )/\o(z)dz = | =
J—L L B . J-L
El cdlculo de es similar v produce el mismo resultado.
Yy V1 3
L ity
2 Z /\0 Z
Quy = / (0= 2%)Ao(T)dz = — r =0
—L L }J k -1 i L
La determinacion de @),, sc hace de forma andloga. siendo.

‘[" z /\ 3.-1 L
Q.. = | (322 = 2o(2)dz = 222 [q] N
L L P

=0

L |4

De los calculos anteriores se deduce que,
Qjr = 0 para todo j, k
PROBLEMA 3.8

Sobre nn hilo metdlico. cuya seceion es despreciable frente a su longitud
v dispuesto en forma de circunferencia de radio B sobre ol plano XY, se
distribuye una densidad lincal de carga A = A, (1 — cos ).
Calenlar los momentos monopolar, dipolar v ciadvipolar de la distribu-
cion de carga.
Y

Figura P3.8
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Solucién
1) Momento monopolar @)
Utilizarcmos la ecuacion (3.7a), sustituyendo:
p(r’)de' por, Ao(1 — cos@)Rdy ; v = Reos puy + Rsenguy, |r’| =R

Véase la figura P3.8.
27

Q= [ 2ol - cosg)Rdy = AR — sen 2"

0
O — 27R),
2) Momento dipolar p
Con los valores indicados antes para p(r)dv’, v’ y la ccuacion (3.95)
calculamos p de la forma siguiente:

27
p = / r'A\o(1 — cos @) Rdy
0

Py
= Mo( R cos guy + Rsenguy)(1 — cos o) Rdy

0
27 T
P = AI? ( u,( cos ¢ — cos? p)dy + u, (sen ¢ —sen @ cos L,:)u‘.up)
0 0
27 2w
s sen 2 | -

P = AORQ [S{:‘Ilc].j - (% + 4 LP):I U, + )\01?2 [_ Cos & — ;ﬂ‘,llzk‘:] Uy-

0 = 0

Realizando operaciones queda,
p = —wR?Xu,
3) Momento cuadripolar Q;p
Ahora usamos la ecuacion (3.11b), con los valores de p(r') dv y v/ del
apartado anterior. r? = R?,
Dado que la componente 2’ de v’ es cero, todos los términos Qg (J # k)
que tienen dicha componente en el producto son nulos, por tanto

Q.r:: ;Q:.r=ﬂ 3 Qy: =sz=0
2
Q:s = f (0 — R*)A\,(1 — cos ) Rdp = —AR* |2 — sen np]ﬁ“
0

Q;; - _QTTRS/\\O
27
Qe = / (312 cos® p — R%)Ao(1 — cos ) Rdy
Jo
27

— PN (3cos? p — 3cos® v + cos — Dy
0
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. 3 1 2
Qe = B3N, [§ Cos @ sen p + 5P~ cos® psen @ — sen
0
Qe = ?TRS)\O

Aplicando la condicion de que la suma de los elementos de la diagonal
es nula, como expresa la ecuacién (3.12):

Quy = 27 R3), — 7R3\, = T1R3),
29
Qry = Qyz = [ (3R?sen g cos e — 0)A(1 — cos ) Rdyp
Jo

27
Quy = MR (3 (senpcos @) — 3 (sen p cos® ) dy
Jo

) ) 3 2t
Qzy = A2 [(cos‘f‘tp - 50052 g)] =0

0

La matriz del momento cuadripolar queda de la forma,
1 0 0
Qi=7R*N | 0 1 0
0 0 -2

PROBLEMA 3.9
Sobre dos circunferencias, cuyos radios respectivos son a v b, se sitiian
las distribuciones lineales de carga —\; y As.

Se cumple la condicién |27a);| = |27b)g|
Calcular los momentos monopolar, dipolar y cuadripolar.

Figura P3.9
Solucion

1) Cldleulo del momento monopolar

M= /)\dl’
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Aplicamos la definicién a cada una de las circunferencias (dl' — adf), dl’ =
bdt! respectivamente en cada circunferencia),

2w 27
ﬂ[:/ (— A1) adld+ Mo bdb

Jo 0
M==22aXMa+27 b
Puesto que se verifica |2 a Ay| = |27 b A2| , entonces
A =10

2) Calculo del momento dipolar

p= /Ar'(ﬂ'

Teniendo en cuenta las dos circunferencias v que ' = 7'u,
29T

2
p= (—A\)eu, add + / Az bu, bdo
Jo Jo

La fuzﬂ u, d0 = 0, dado que para cada dngulo ¢ u, ticne un vector si-
métrico de signo contrario en 0+, 'Y como consecuencia el momento dipolar
es nulo,

p=20
3) Céleulo del momento cuadripolar

('u)ij = [)\ (3.]‘; .1‘} — ?3 553;) ﬂ'ir

Obtenemos cada una de las componentes del tensor cuadripolar

2 29
Qo= | (~M)B22 —a®)add+ | A (328 — 1) bdo
J0 S0
donde
2 —acosl ; 25 =bcosl
Sustituyendo
27 . 2 )
Q.. = [ (—M)(3a®cos® 0 — a?)adl + / A2(30% cos? 0 — b*)bd6
JA J0
) 27 . 27 )
Q.. — —Na® / (3cos? @ — 1)d6 + ob® / (3cos® 0 — 1)do
J0 J0O

2 4
Q.- = (—/\1 a® + Ag [}3)

. 27
Q:: _ (__/\1 (:3 T /\2 03) [§9+ sen 26 . H]

0

Aleulo de Qe
2m

29
Quy = [ (—A)ByE —a?) adb + A2 (3y2 — b?)bdb
Jo Jo
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(l'llllil('
yp =a sen ; yh=> senb
Sustituvendo
2 ] _ <2t ) .
Qu = [ (=2 (Ba®sen?d — a®)adl + / Ao (36%sen0 — 12) b0
0 | [ ; ul = |
Qyy = —,\m‘i[ (3sen?d — 1) d0 + Ay b (3sen0 — 1) d0
0 1]
3 w1, 3 B
Quy = (=M a” + A b)) | =0 — = coslfisen )
2 2 g
ny =7 (‘/\1 a’ + A2 ’,3)
Calculo de Q..
2ar I
eii= (=A)(Bx0=a®)add+ [ A2 (3 x0—=b)bado
0 Ju

i

2 y 3 ;
s = f Ay atdo — / Ao b l0)
U A0

Qer = —21(—A1a? + Apb*)

103

El edlenlo de Qe lo podriamos haber hecho teniendo en enenta que las

componentes diagonales del tensor verifican Q. 4 Quy + Qs =10
A continnacion se determinan las componentes cruzadas,

Calenlo de Q.
2%
Q- = [ (—=M\1)3 2] ¥ ado /

) 0
con los valores de 21, 25, g} ¢ i indicados antes.
27

2w
W = (=M1} 3a?cosOsen 0 ad 4 / A2 3 0% cos®) sen Obdo
0 Ju

.)?‘_
cos?2 H] -

2

A23 25 gy bl

=0

Q:y = (—3 a’ A1+3 v )\2) [--
0

Luego
sz = Qyz =0

Dado que las distribuciones de earga estan sobre ¢l plano ZY, + = 0. v

Como conseenencia.
Qr: =Qxr =10 ¥ Qy.c == er =1

Por tanto, e} tensor momento cuadripolar es,

Q = 7V — @A) 0 1 0
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PROBLEMA 3.10

Dada la distribucién de carga lineal A = A, cos(/4) sobre la circunferen-
cia de radio a que muestra la figura P3.10, calcular los momentos monopolar
y dipolar, asi como el potencial en el punto P(0, 0, a)

Z
p

Figura P3.10

Solucién

1) Momento monopolar
Viene dado por

M= [ Adr

JC
condl’ =adpy X = Ao cos(p/4). Los limites de integracion en el camino

C son 0y 2m.
27

27
M= s )\O(:os(%)adtp = Ao [4 sen(%)]o' = 4Aa
2) Momento dipolar
Se calcula de la forma siguiente,
27 27
p= Adlr' = Ao cus‘(%} r'ady

Jo Jo
con r’ = a(cospu; +senypuy).

Sustituyendo r’ tenemos

2t )
p-— / a®), CUS(Z‘) (cospu, + sen g uy) de
Jo

Es decir

27
P = a'2AO (

P n p
ua;cos(zj cosyp dy + / Uy, cos(z)sen -,od,go)
[ G L D

C\187 4" 5747, 547 3747, ¢

4 16 4
p = a?), (——u_T + Euy) = —(12)1.0("—“3; + duy)

15 15
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Potencial en el punto P
El potencial en el punto P(0. 0, a) vendra dado por las contribuciones

monopolar, dipolar, etc.
M p-r
V=V Ve + .. = o+ + ...
MVt Aegr  Amerd
Ahora bien, puesto que en el punto P, el vector de posicién es r — au,,
el producto escalar p - r es nulo y en consecuencia, la contribucién dipolar

al potencial es nula. El potencial en el punto P aproximadamente sera,

A
VEV;;["_" 4/\‘0& = o

dme,a  WE,
PROBLEMA 3.11

Sobre una circunferencia de radio R, situada en el plano ZY, tenemos una
distribucién lineal y uniforme de carga A que cumple la condicién 2rRA = ().
Sobre el eje Y, a una distancia d = R/2, se sitiia una carga —().

Calcular los momentos moenopolar, dipolar y cuadripolar con respecto al
origen O.

Figura P3.11

Solucion

1) Momento monopolar

Se calcula de la forma siguiente,
27

M=-Q+ ARG = —Q + 27 RN =0
Jo
2) Momento dipolar
Para la circunferencia r' = Ru,, y para la carga v’ = (R/2)u,, con estos
datos
Q R 27

R o :
p= _EQU?" -|—f (Ru,)ARdO = — 5 u, + AR? u,dé
0 Jo

La integral es O debido a que las componentes cartesianas de w, se anulan
a lo largo de una vuelta completa. Esto es, como u, = u,send + u, cos¥,
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sustituyendo en la integral

27 27 2r
(uyse|19+uzcosﬂ)r£€—uy/ scnﬂdﬁwruz/ cos0df — 0

Jo Jo 0

Luego

__UE
P=-5uy

3) Momento cuadripolar

Separamos las contribuciones de la carga 3.1) y la distribucion 3.2) y
Inego las sumamos.

3.1) Carga Q

Para la carga tenemos que

Qi = (-Q) (32l — 1)
Las componentes cruzadas (4 # j ) dan 0 puesto que 6;; = 0 en ese caso.
y ademas. como dos de las componentes cartesianas de Q ( 2" v 2’ ) son 0,
entonces riz; también cs 0. Es decir,
Q:‘ny == Q.rz = Qyz =0

y lo mismo para las simétricas.

Las componentes diagonales seran,

Qe = Qo = (—Q) (o— (ER)?) B

1
RR [R\? QR?
Quy = (—-Q) (3EE . (-2-') ) = - 5

3.2) Distribucion X
En el caso de la distribucién aplicamos

2
o St J2g _ s it 25..
. . " 0 r
Pucsto que la circunferencia descansa sobre el plano YZ, su componente x ¢s
siciupre 0; por tanto las componentes cruzadas que impliquen la coordenada
x seran () yva que, ademds. é;; = 0.
/ e ! .
me T Wxz T 0
La componente Q;Jz la calculamos mediante la férmula general poniendo
y' = Rsenfy 2’ — Reosd
27

2
e = AR [ (3R?cos@sen0 —0) d6 = 3AR® | cos@senf do
Y J0O

La integral vale ‘

=0

2
senQB] 4

297
/ coslsenfdf = [
Jo 2

0
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por tanto
'f —
yz =0

Ahora calenlamos las componentes diagonales
27
Q.. = AR [ (0 - R2)d6 — —2m\R® — —QIR?
S0

2 2
S ,\R/ (3R%cos® 0 — R*) db) = AR*/ (Bcos® 0 — 1) db
0 .

0
La integral la resolvemos aplicando cos? 0 = (1/2)(1 + cos 20)

Cig 27 £1 3eos 20
‘[j (JCOHQH— l) ([9—'/0 (; } B )(flq—ﬂ'

—

Lucgo.
QR

L, =TARY = =

De igual forma obtenemos @, .
|
Q,, = AR /.; (3sen’0 — 1) do

v la integral se resuelve con sen?0 = (1/2)(1 — cos 26)

27 2 G .
/ (35(:1129 - 1) do — / (l = .500:326') a0 =+
Jo

Jo 2 2

Es decir,

2
3 QR
;y=:¢)\R > 5

=

Teniendo en cuenta que
ra + Qyy + Q2 =0
R2
o — gl QR

T
3
Momnento cuadripolar del sistema

Sumamos ahora las dos contribuciones y obtencmos ¢l resultado final

. R? <
JTJT_Q?T +QJ"I= Q_l _QRQ_ I(»)H-
QR?* QR?
gy'_Q!:y+QLy=_ 2 + 2 =0
R? RZ 3 .
= Qe+ Q= Q4 + Q,) = QR

y ademds todos los términos no diagonales son mlos.
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En forma matricial,

—3/4 0 0
Q= QF* 0 0 0
0 0 3/4

PROBLEMA 3.12

La distribucién de carga que se muestra en la figura P3.12 se compone
de la siguiente forma: Dos esferas de radio a, cuyos centros respectivos estan
en y = —a/2 ey = a/2, y entre las que se produce una interseccién. En la
esfera izquierda existe una densidad de carga —p, salvo en la interseccién, y
la esfera derecha tiene una densidad de carga p, salvo en la interseccién.

Calcular los términos monopolar y dipolar del potencial debido a la ci-
tada distribucién de carga en un punto situado a una distancia r del origen
de coordenadas.

Solucién

Momento monopolar

b " _
X T
Figura P3.12
Se aplica el principio de superposicion, sustituyendo el sistema dado por
otro equivalente que consiste en dos esferas cargadas uniformemente con
densidades —p y p, y situadas respectivamente en y = —a/2 y y = a/2.
Calculamos el momento monopolar como la suma de las cargas de cada
esfera,
Q=Q) + Q2= 4/3ma® (—p) + 4/3wap = 0
Momento dipolar
Por definicién, el momento dipolar de una distribucién viene dado por

.y
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donde 1’ ¢s el vector de posicion de la carga dg — p(r')dv’ respecto al
origen en el que se quiere determinar el momento dipolar.

La distribucién de cargas indicada en la figura P3.12, aplicando el prin-
cipio de superposicion, se puede asimilar a dos esferas de radio a, una a la
izquierda con densidad de carga —p en todo su volumen, y otra a la derecha
con densidad de carga p. Los centros respectivos son (0, —a/2, 0) v (0. a/2,
0).

Para comprender mcjor ¢l célculo de la integral anterior vamos a des-
componer la operacién en dos partes, una referida a la esfera de centro en
O’ y la otra que corresponde a la esfera de centro en O”.

Esfera con centro en O/

Si observamos la figura vemos que

’ ' ey / ”'
r =ry, — 00" =ry 5 Uy

Sustituyendo en la expresién anterior vemos que el momento dipolar de
la esfera 1 respecto del origen O es,

pr= [ ol = [ o)l - Guid
. 1"1 3 ."rl 2

P1 — [ plr')ryde’ — {Euy)f p(r")dd!
Jv 2 Vi

La segunda integral de volumen es la carga Q1 en la esfera,

« a

pr— [ ol ~ (Gu) Qv+ (-3) u,
4V

Donde p) representa ¢l momento dipolar respecto al centro O de la

esfera, ¢s decir, respecto al punto (0, —a/2,0). pf, por simetria, cs igual a
cero.
p; — 0
Para demostrarlo procedemos de la forma siguiente,
p) = / pri,dv’ con rl, =7lul

V1

El vector uj csta referido al centro (. Para cada volumen elemental
dentro de la estera hay otro simétrico. diametralmente opuesto, donde el
vector unitario que corresponde a 1!, es —u). Al integrar, sumar, cada
pr,, dv’ se anula con su simétrico, y en consecuencia pj = 0.

Sustituyendo el valor de ¢y y p) resulta,
2

4 a -
p1 = g‘mg (=p) (=35)uy = gffﬂqﬂ%

Esfera con centro en Q"



110 CAPITULO 3. DIPOLO ELECTRICO

Procedemos como el caso anterior. Ahora
I I " ! a
r—rnn+00 _-l‘d;+§lly

El momento correspondiente es similar al caso anterior. salvo los signos

de la carga y coordenada del centro O,
{1
—
P2 = Pp + Q2 § Uy,

Aplicando ¢l mismo razonamicnto que para la esfera con centro en (Y,
p5> = 0, v por tanto
a 1 4 a
—u, = —7a"p— u
R

2 4

P2 = gmapuy

El momento dipolar total vendrd dado por la suma de las dos contribu-

cloNCs,

p2 = Q2

1

P=P1+Pz= :3'77@4!‘3'“3;

Ahora estamos en condiciones de caleular las contribuciones al poten-
cial. en un punto situado a cierta distancia r del origen. La contribucion
monopolar es cero, puesto que el momento nonopolar es nulo.

1
Vs = — =10
= dee 1
La contribucion dipolar viene dada por
1 p-r
Vp = —
b ime, 3

donde r es el vector posicion del punto P, que se expresa por r — ru,.
Desarrollando,
1 pa* 1 pa*
Vb= ——u,-u, = —~—coso
3, 12 Y T 3e, 12
donde ¢ es el dngulo formado por u, y u,

PROBLEMA 3.13

Una parte de la molécula de un waterial dicléetrico estda formada por
tiones distribuidos como indica la figura P3.13.

El momento dipolar de todos los iones s del mismo maodulo p oy su
dircccion y sentido se indiea en la fignra P3.13.

Calcenlar la fuerza sobre el ion situnado en el origen de coordenadas con
carga 4q.
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Solucién

La fuerza sobre el ion es F = 4¢ E, sicndo E el campo creado por los
dipolos en el origen de coordenadas.

Si observamos la figura P3.13. cada dipolo. segin la ecuacién (3.4). crea
un campo cn el origen de coordenadas que depende de la posicion y sentido
del dipolo.

Si tenemos en cuenta que r = 0; [r—r'| = L para todos los dipolos, la
ecuacién (3.4) queda de la forma,

1 (3p-r', p
E — = —
ATe, ( s I3

Figura P3.13
Todos los dipolos que estédn sobre el plano XY tienen v’ perpendicular a

p, por tanto p - ¥’ — 0, y la ecuacién anterior, para los cuatro dipolos que
estan sobre dicho plano, queda de la forma siguiente en el punto (0,0,0):

Dipolo en (L, 0, 0)

1y
Y7 4me, I3 Ha
Dipolo en (0, L, 0)
1 p
E, = 411'5,,Eu:
Dipolo en (—L, 0, 0)
1 p

e 4?1_60?11;
Dipolo en (0, —L, 0)
1 p
YT e, I3
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Las ecuaciones correspondicntes a los dipolos que estan sobre el eje Z,
teniendo en cuenta que p-r’ = pu, - Lu, para el dipolo en (0, 0, L) y
p-r’ = (—pu.)-(—Lu.) parael que estaen (0. 0, — L), son respectivamente,

Dipolo en (0. 0, )

1/ 1 92
Es - (§£L-Luz— P )r———‘“':’u.,

" dme, \ L5 3 T dme, I
Es = 47:&:,;. %uz
Dipolo en (0, 0, —L)
Ee = 47350 (%‘E("LHZ) a %( _u":}) - _4?:50%“:
2
Eo = m4?TE',-_-, _I-:%uz

La fuerza que actua sobre ¢l ion situado en (0, 0, 0) es la siguiente:
6
4 p 1qg p
F = lng% = 4qmﬁuz = Hﬁuz

La fuerza tiende a desplazar el ion 4g hacia z > 0.

El cjemplo propuesto cs una estructura de iones, seis con carga —g y uno
en ¢l centro con carga 4q que nos permite explicar el fenémeno signiente.

Inicialmente el ion central produce unos desplazamientos de la nube clec-
tronica de todos los iones hacia el origen de coordenadas. Si por el efecto de
una pequena perturbacién el ion de carga 4g sc desplaza hacia z > 0, este
provoca un desplazamiento en la direccion del eje Z de la nube clectrénica
de los iones que estdn en el plano XY y como consecuencia se genera un
momento dipolar como el indicado. Los iones que estdn sobre ¢l eje Z sufren
una ligera modificacién del momento que tenfan antes de la perturbacion,
que ademsds, como hemos visto no afecta a la fuerza sobre 4q.

Los dipolos sobre el plano XY cjercen una fuerza sobre la carga 4q que
tiende a desplazarla més hacia z > 0. Es decir, la perturbacion provoca
unos momentos dipolares que tienden a mantener el desplazamiento, y esto
da lugar a una polarizacién del sistema de iones propuesto.



Capitulo 4

DIELECTRICOS

4.1 INTRODUCCION

4.1.1 DIELECTRICOS: POLARIZACION ELECTRICA

Se define un dieléetrico como un material priacticamente no conductor,
en el que las cargas estéan ligadas a los dtomos que componen dicho material,

4.1.1.1 Yolarizacién eléctrica

Las moléculas de los materiales dieléctricos son en general de dos tipos:
1) Las que en ausencia de campo eléctrico exterior tienen una distribucién
de sus atomos tal que poscen un womento dipolar neto. 2) Moléculas que
en ausencia de campo no tienen momento dipolar.

Por otra parte todas las moléculas y &tomos se polarizan cuando se les
pone cn presencia de un campo cléctrico: esta polarizacion, cn la wmayorfa
de los materiales, desaparece cuando lo hace el campo eléctrico.

La polarizacién es una magnitud caracteristica de los dicléctricos. v se
define como ¢l momento dipolar por unidad de volumen; en forma mate-
matica:

A
= (4.1)
Al
Doude Ap = 3" p,, €s la suma vectorial de todos los momentos dipolares
que cxisten en el volumen elemental AV; p,, es el momento dipolar de cada

dtomo o molécula que existe en AV.
4.1.2 POTENCIAL EN UN MATERIAL POLARIZADO

Un material dicléctrico polarizado se comporta como una distribucién
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de dipolos que crea un potencial; dicho potencial es funcién del punto con-
siderado y de la polarizacion del material.

1 " (-V-P) P-nds
/(r) = —— S AP P el 1.9
1 (r} 4?‘1‘50 ( Vv’ |I' — IJI dt + 5 |I‘ s ["rl ( )

Donde V! representa el volumen ocupado por ¢l material y S’ la superficic
que lo limita.

Densidades de carga de polarizacién

A V-P se le define como densidad volumétrica de cargas de polarizacion
Pps ¥ @ P -n como densidad superficial de cargas de polarizacion o,

Py = -V-P (4‘3)

El vector n es el vector unitario normal a la superficie considerada.
4.1.3 VECTOR DESPLAZAMIENTO

Si aplicamos el teorema de Gauss a un sistema de cargas ¢; situadas
en un dieléctrico como indica la figura 4.1, donde el dieléctrico se supone
indefinido, la integral de E sobre la superficic S sera:

gy

X

Figura 4.1

j‘gE.ds:;—o(Zqz'—l-Qp)

Donde @), es la carga de polarizacion, cuyo valor es,

Q,;z/ P.nd3+/ (—-V-P)dv
S; Vv
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En la relacion anterior S; representa que la integral se hace sobre las
superficies que rodean las cargas ¢, y V'’ es el volumen limitado por la
superficie S y las superficies S;. Aplicando el teorema de la divergencia en
la integral de volumen, la expresion anterior queda reducida a la siguiente.

Qp:—ng-nds

Si llevamos esta tiltima expresion al teorema de Gauss, queda,

f({-'OE +P) -nds = Z‘h
s

En la expresién anterior vemos que el flujo del vector (g,E + P) a través
de la superficie cerrada S s6lo depende de las cargas libres que encierras por
tanto mnteresa definir un nuevo vector cuyo flujo sobre una superficic cerrada
s6lo dependa de las cargas libres que estan en su interior; este vector se deno-
mina vector desplazamiento eléctrico, o simplemente vector desplazamiento
y sc le representa con la letra D,

D=¢E+P (4.5)

De esta manera el tecorema de Gauss en forma integral se expresa me-
diante la ecuacion:

fD ‘nds = Zqz- (4.6)
S

Si la distribucién de cargas fucra continua, con una densidad p. la ecua-
cién anterior quedaria de la signiente forma:

fD-ndsz/ pdv’ (4.7)
5 v’

De la relacién anterior se deduce la forma difcrencial del teorema de
Gauss. Aplicando el teorema de la divergencia a la integral de superficie
anterior se obtienc la forma diferencial siguiente:

V-D=p (4.8)
4.1.4 SUSCEPTIBILIDAD Y PERMITIVIDAD ELECTRICA

Desde un punto de vista macroscépico los materiales dieléctricos se ca-
racterizan por la susceptibilidad y permitividad que tienen. La relacion
constitutiva entre el vector polarizacion P y el campo cléctrico E en un
punto sc hace a través de la susceptibilidad eléctrica, 1a citada relacion es:
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P = e,xE (4.9)
I.a susceptibilidad x es una magnitud que depende del material consi-
derado, y puede ser o no dependiente del campo, un tensor o nua constante
que dependa o no del punto. Generalmente tratamos con materiales cn los
que \ s una constante.
Si tencios en cuenta la definicién del vector D. ecuacion (4.9), ¥ la
llevamos a la (4.9). queda la relacion:

D =£,(1+\)E =¢E (1.10)

La magnitud ¢ se conoce como permitividad eléctrica, y lo mismo que la
susceptibilidad. depende del material considerado.

€ =¢€o(l+ x) (4.11)
4.1.5 CLASES DE DIELECTRICOS

Los dieléctricos pueden clasificarse atendiendo al comportamiento de la
polarizacion en funcion del campo eléctrico.

Dieléctricos con polarizacién permanente

Son los que presentan polarizacion de forma espont#nea sin que se aplique
un campo exterior. Ejemplos de este tipo son los electretes y ferroeléctricos.

Dreléctricos lineales y no lineales

Dieléctricos no lineales son materiales cuya susceptibilidad y permitivi-
dad dependen del campo aplicado. Los ferroeléetricos son materiales que
tienen csta propiedad. Cuando x y € no dependen de E los materiales son
lineales.

Dieléctricos 1s6tropos y anisdtropos

Cuando y y € no dependen de la direccién y sentido del vector E en
el punto considerado los materiales reciben el nombre de isétropos, de lo
contrario se los llama anisétropos.

Dieléctricos homogéneos

En el caso de que los valores de y y € no dependan del punto considerado,
el material es homogéneo.

En general vamos a considerar que los materiales son homogéncos lineales
e isétropos. Cuando no ocurra asi se indicard de forma explicita.

4.1.6 CONDICIONES EN LOS LIMITES

a) Componentes normales del vector D
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Si sobre una caja elemental situada en la superficie de separacién de
dos medios dieléctricos, véase la figura 4.2a, aplicamos cl teorema de Gauss
para D utilizando la ecuacion (4.7), obtenemos la siguiente relacion entre
las componentes normales del vector D en la superficie de separacion de los
medios (1) v (2):

/ ‘Dn')
/ﬁsf n \
/@

<« D

E@\/

Figura 4.2

Dn=¢ - Dy Dpp=o0 (4.12)

Donde o representa la densidad superficial de carga libre que existe en

la superficie de separacién. En el caso de que o = 0, la relacién anterior
queda de la forma:

b) Componentes tangenciales del vector E

Para deducir el comportamiento de las componentes tangenciales del
vector campo cléctrico E en la superficie de separacion de dos medios, uti-
lizamos la condicién de campo conservativo, cs decir, que fCE -dl = 0.
Aplicandola sobre el contorno ABCD indicado en la figura 4.2b, se deduce
la siguiente ecuacién para E:

(E2 —E;)-Al=0

Al = AB = DC, y AD = BC se anulan cuando estrechamos el contorno
ABCD para aproximarnos a la superficic de separacion.

De la relacion anterior se deduce que.

Et]. = Ef.? (414)
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Relacién que expresa las condiciones en los limites para las componentes
tangenciales de E.

Utilizando la relacién entre D y E, D = €E, podemos encontrar las
ecuaciones que ligan, tanto sus componentes normales como las tangenciales
en la superficie que limita dos medios.

c) Componentes normales de P

Si tenemos en cuenta la ecuacién que relaciona la densidad de carga de
polarizacién p, y P, V- P = —p,, aplicando el teorcma de la divergencia
sobre ¢l volummen de la caja elemental indicada en la figura 4.2a obtencmos,

P*’n:"gp

Fp2 — Ppy = —0p (4.15)

Donde o, es la densidad superficial de cargas de polarizacién sobre la

superficie de separacion, que tiene su origen en la discontiniidad de los
valores de la polarizacion al pasar de un medio a otro.
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5.8 PROBLEMAS

P 5.1

Una molécula tiene distribuidos los iones como indica la figura P5.1.
Donde d =108 m y Ad =109 m.

1) Calcular el momento dipolar de la molécula. (g = 3,2 x 1071° Q).

2) Un material se compone de 10'? moléculas como la indicada anterior-
mente por cada m3. Calcular la polarizacién P de dicho material.

{’. | -
v lE
o a
’\
d
L f .
4(f [ ] r' I'. \
J Ad b, -' 0 | ':
-q Q X ' )
R o
X
»_ q
Figura P5.1 Figura P5.2

P 5.2

Sobre una esfera conductora, en presencia de un campo eléctrico E,
uniforme, se induce una distribucién de carga, o = 3 &,E, cos f, véase la
figura P5.2.

1) Calcular el momento dipolar de la distribucién de carga.

2) Entre las placas de un condensador, de superficie S y espesor d, se in-
troducen n esferas por unidad de volumen. Cuando aplicamos una d.d.p. V,
entre las placas se inducen distribuciones de carga sobre las esferas conduc-
toras. Suponemos que dicha distribucién es de la forma o = 3¢,(V,/d) cos 6.

Utilizando el momento dipolar calculado en 1), determinar la permitivi-
dad eléctrica equivalente del conjunto de esferas.

P 5.3

Un disco de dieléctrico, cuyo radio es R y espesor d, est4 uniformemente
polarizado en la direccién de su eje P = Pu..

1) Calcular las densidades de carga de polarizacion.

2) Calcular el campo eléctrico en puntos del eje, tanto interiores como
exteriores al disco.
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L
oo M
@
{ .
[ | \‘n.. " T __,.-—"J% Y
\ T— S e

Figura P5.3

P 5.4

Dentro de un condensador de placas planoparalelas y de espesor d, in-
troducimos un dieléctrico de permitividad no uniforme £ = £,(1+y/d) como
indica la figura P5.4.

1) Calcular los vectores D, E y P, cuando aplicamos una d.d.p. V, entre
las placas.

2) Calcular las densidades de carga p, y o).

Se desprecian los efectos de borde.

v
Figura P5.4

P 5.5

Disponemos dos condensadores idénticos, de placas planoparalelas cuya

superficie es S y espesor d, como indica la figura P5.5. Entre las placas
existe un dieléctrico de permitividad £ = 100¢,,.
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Una vez cargados a una d.d.p. V, y desconectada la baterfa, en un
instante dado se fractura el dieléctrico entre las placas del condensador (1),
de forma que se abre una fisura plana y paralela a las placas de espesor
0,01d.

Calcular los vectores E y D en los condensadores (1) y (2) antes y después
de la fractura.

iSe detectara la fractura midiendo la d.d.p. entre las placas del conden-
sador (2)7

”f-‘f H’ aj

2

Figura P5.5

P 5.6

En un condensador de placas planoparalelas, con un dieléctrico de permi-
tividad €, suponemos que una de ellas se despega del dieléctrico, quedando
el condensador como indica la figura P5.6. El espesor d, = 10~4d.

Calcular la permitividad aparente del condensador con la placa despe-
gada, y determinar su valor para permitividades elevadas.

Suponemos despreciables los efectos de borde.

g, | d

Figura P5.6

P 8.7

Dado el sistema formado por dos superficies esféricas conductoras con-
céntricas, de radios R y Ra, véase la figura P5.7. En el espacio entre esferas
se introduce un dieléctrico de permitividad €, de forma que llene la mitad
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de dicho espacio. Unimos las esferas a los bornes de una baterfa de f.e.m.
Vo.

1) Calcular los vectores E, D y P en el espacio entre esferas.

2) Obtener las densidades de carga de polarizacion.

Figura P5.7 Figura P5.8

P 5.8

Un sistema estd formado por una esfera conductora de radio a, una capa
esférica conductora de radio interior ¢ = 2a concéntrica con la anterior, y
una capa esférica dieléctrica, también concéntrica con las anteriores, cuya
permitividad es &, siendo su radio interior @ y el exterior b = %a. Los tres
elementos estan dispuestos como muestra la figura 5.8. Se unen a tierra la
esfera y la capa conductora.

En la superficie exterior de la capa dieléctrica (de radio b) existe una
distribucién superficial de carga o.

1) Calcular los vectores D y E en la zona cuyo radio r estd comprendido
entre a y c.

2) Obtener las densidades de carga sobre las superficies conductoras de
radio a y ¢. Y calcular la densidad de carga de polarizacion sobre la superficie
dieléctrica en contacto con la esfera de radio a.

P 5.9

Tenemos una esfera de dieléctrico de radio R y permitividad e. En dicha
esfera existe ademds una distribucién uniforme de carga p = p,.

1) Calcular los vectores D y E dentro y fuera de la esfera.

2) Calcular el potencial para r = R’ (R’ > R pero R' ~ R). Obtener el
potencial en el centro de la esfera, r = 0.
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P 5.10

Un cable coaxial, cuyos radios interior y exterior son respectivamente
ay b (b= 2a), tiene un dieléctrico en el espacio entre conductores cuya
permitividad es,

e=6¢,(1+ (,cr:'/r;a)Q)"1

Se conecta una pila de f.e.m. V, entre los conductores como indica la
figura P5.10.

1) Calcular los vectores D, E y P en el dieléctrico.

2) Obtener las densidades de carga de polarizacion.

Figura P5.10 Figura P5.11

P 5.11

Disponemos de un cable coaxial indefinido, cuyos radios respectivos se
muestran en la figura P5.11. En el espacio entre conductores hay un dieléc-
trico cuya permitividad depende del radio € = £(p), con £(b) = €,. Se aplica
un pila de f.e.m. V,, como muestra la citada figura.

1) Calcular la forma matemadtica de ¢ = £(p), de manera que el campo
eléctrico no varfe con el radio en la zona entre conductores.

2) Determinar los vectores D, E y P en el dieléctrico.

P 5.12

Sea un sistema coaxial formado por dos cilindros conductores indefinidos,
el interno de radio a y el externo de radio b. El espacio entre el conductor
interno y el externo estd ocupado por un material de permitividad £ =
£06¥/™. Los conductores se encuentran conectados a una baterfa de manera
que la d.d.p. entre ellos es V.

Calcular los vectores E y D en el espacio entre conductores y la distri-
bucién de carga sobre el conductor de radio a.
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Figura P5.12

P 5.13

Sobre un plano coincidente con el XZ tenemos una densidad superficial
de carga ¢. Pegado a dicha distribucién tenemos una placa dieléctrica,
también indefinida en las direcciones X y Z, de espesor d y permitividad ¢,
(véase la figura P5.13).

1) Calcular los vectores D y E, dentro y fuera del dieléctrico.

2) Determinar las densidades de carga de polarizacion.

t’ £ 4 (I »*
7|
/"f___‘_h e
2 :
o E ) Pl \
" \
0 0. *
Y L P J Y
Ry S0 )
X \Iy_j-ﬁuh_____. -
# Jx \'.-\"""'-\-._,_,_--'

Figura P5.13 Figura P5.14
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P 5.14

Sobre una esfera conductora de radio a existe una carga Q. Alrededor
de dicha esfera se sitia una capa dieléctrica, de radio interior a y exterior b,
cuya permitividad es ¢ = k/r.

1) Calcular los vectores de campo D y E para r < b.

2) Obtener las densidades de carga de polarizacién cuandor = ay r = b.

P 5.15

Una placa de dieléctrico, de espesor d y superficie S, tiene una polariza-
cién uniforme P. Disponemos la placa entre dos laminas conductoras unidas
entre s{ por un conductor como indica la figura P5.15.

1) Calcular los vectores D y E en los medios entre placas.

2) Calcular las densidades de carga en ldminas y placa.

P

P
il $
— 7
d
d' ==
~
Figura P5.15 Figura P5.16

P 5.16

Tenemos dos placas conductoras paralelas, separadas por una distancia
d, cuya superficie es S. Manteniendo cerrado el interruptor S (véase la figura
P5.16) introducimos un material con polarizacién espontdnea P,.

Calcular los vectores de campo D y E.

Se desconecta el interruptor S y a continuacién se calienta el material de
forma que se anula la polarizacién espontdnea P, es decir, P, = 0. ;Cual
es el valor de los vectores de campo ahora?

P 5.17

En la figura P5.17 se muestra un dieléctrico entre dos placas conduc-

toras unidas entre sf{ por un conductor externo. El dieléctrico tiene una
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zona de espesor d; con una polarizacién P, y otra zona de espesor dy cuya
polarizacién es —P.

1) Calcular los vectores de campo E y D en las distintas zonas.

2) Calcular las densidades de carga reales sobre las placas conductoras.

a d »>
o« fI b
& — d, > 1d_’l- {Ji H’
e P P
LR
{
Figura P5.17 Figura P5.18

P 5.18

En la figura P5.18 se muestra un dieléctrico entre dos placas conduc-
toras unidas entre s{ por una bateria externa V,. El dieléctrico tiene una
zona de espesor d; con una polarizacion P, y otra zona de espesor dz cuya
polarizacién es —P.

1) Calcular los vectores de campo E y D en las distintas zonas.
2) Calcular las densidades de carga reales sobre las placas conductoras
P 5.19

Tenemos una barra dieléctrica de permitividad ¢ = 3¢,, cuya seccién
transversal se muestra en la figura P5.19.

Aplicando las condiciones en los limites calcular el angulo de incidencia
a1 del campo en el punto P del medio (1) para que el campo eléctrico en el
medio (3) sea paralelo al eje Y.
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4.2 PROBLEMAS

PROBLEMA 4.1

Una molécula tiene distribuidos los iones como indica la figura P4.1.
Donded =10 % m y Ad = 107" m.

1) Calcular el momento dipolar de la molécula. (¢ = 3,2 x 10719 C).

2) Un material se compone de 10' moléculas como la indicada anterior-
mente por cada m?. Calcular la maxima polarizacién P de dicho material.

Y
¢« 4
d
41}.‘
Ad
-4 O -9 X
1-q
Figura P4.1

Solucién

1) Momento dipolar

El momento dipolar de una distribucion discreta de cargas cs:

p = > qr.. En este caso p sera:

p=( g’ —q(-2)) w + (—q(-¥) —a¥/) uy + 4qAduy
Operando queda,
p = 4qAdu,
El médulo de p calculado con los datos numéricos es,
Ipl = 12.8 x 100 % [C m|

2) Polarizacién

La polarizacion P es el momento dipolar por unidad de volumen, y su
relacién con los momentos dipolares moleculares viene dada por la ecuacion

(4.1).
Ap = np AV



120 CAPITULO 4. DIELECTRICOS

n ¢s el mimero de moléculas por unidad de volumen, en nuestro caso
n = 10""/m*. Como,
Ap
P=—— =mnp
AV
Sustituyendo los valores de n y p, obtenemos,

P=12,8x 107" [C/m?]
PROBLEMA 4.2

Sobre una esfera conductora, en presencia de un campo eléctrico E,
uniforme, se induce una distribucién de carga, ¢ = 3 €,E,cos 0, véase la
figura P4.2.

1) Calcular el momento dipolar de la distribucién de carga.

2) Entre las placas de un condensador, de superficie S y espesor d, se in-
troducen n esferas por unidad de volumen. Cuando aplicamos una d.d.p. 1,
entre las placas, se inducen distribuciones de carga sobre las csferas conduc-
toras. Suponemos que dicha distribucién es de la forma o = 3¢,(V,/d) cos 6.

Utilizando el momento dipolar calculado en 1), determinar la permitivi-
dad cléctrica equivalente del conjunto de esferas.

7z TEo

Figura P4.2

Soluciéon

1) Momento dipolar

La distribucién tiene simetria cilindrica con respecto al eje Z, ya que la
densidad solo depende del angulo 6 referido al eje Z.

El momento dipolar viene dado por,

p= f r'ods’
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Teniendo en cuenta dicha simetria, la componente en la direccion del cje
Y se anula al sumar los términos simétricos, ya que para cada componente
Rsenfods’ existe una simétrica, Rsen(—0) o ds' en la direccion del eje Y
pero con signo opuesto. Lo mismo ocurre con la componente X.

La componente Z se calcula como indicamos a continuacion.

2/ = Rcost ; ds' = R*senfdfdy
por tanto,

D T
Pz = / ] 3R3e,F, cos? O sen 0 dO dy = 3}3350E02W [_
0 0

cos? 6'] N

o
realizando operaciones queda,

p= 4’}TR3€GE0[13
2) Permatividad
Suponemos que a cada esfera solo le afecta el campo externo E, = V, /d,
con lo que el momento dipolar de cada esfera es cl obtenido en el apartado
anterior. Sustituyendo E, por cl valor del campo externo,

r

V
p= 47rR350—;}uz
‘

De acuerdo con la definicién de polarizacién expresada por la ecuacion
(4.1). y teniendo en cuenta que Ap = np AV, obtenemos,

P
P = ﬂ-—l’.’THSEGFOU.Z

Utilizando las relaciones (4.3) y (4.10), D = ¢E = ¢, E + P, queda,
V ) V. V. .
D= (EOFO“Z + ?14WR*55(,-§ uz) == Eo—dg (1 + '3'!,4?TR'5) u.

De la relaciéon anterior y de la ecuacion (4.10) se deduce que,

E=¢€g (1 + -:14?r}?3)
La permitividad depende del nimero de esferas por unidad de volumen
y del radio de las esferas. Evidentemente n estd limitado por el radio R
de la esfera, ya que cuanto mayor sea R menor serd el mimero n para un
volumen dado.

PROBLEMA 4.3

Una esfera de dieléctrico estd uniformemente polarizada en la direccién
del eje Z, véase la figura P4.3, P = 2 x 10%u, (C/m?).

1) Calcular las densidades de carga de polarizacién.

2) Calcular el campo eléctrico debido a dichas densidades en el centro
de la esfera.
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[ e )

\ ---~7'LTP = } Y
\ G /

a-/"

-""'\—-\_,_\_\_____ e

o

Figura P4.3
Solucion

1) Densidades de carga de polarizacion

CAPITULO 4.

DIELECTRICOS

Las densidades de carga de polarizacion se obtienen mediante las ecua-

ciones (4.3) v (4.4).
pp=—V- P=0

Dado que P es uniforme, su dertvacién con respecto a cualquier coorde-
] 3 q

nada es nula.

El vector unitario normal a la superficic es n = u,, por tanto.

op = Pu;-u, = Pcost
2) Campo eléctrico

Cfalculamos el campo cléctrico mediante la ecuacién:
E( ) 1 / (r - r’)o-pli*ﬁ!
r) = .
dwee Js v — rf|*5
4 r
r=0;r=Ru ; [r—r|=R

ds’ = R?sen® d0 dy

r' = Ru, = R(senfcospu, + sen  sen ¢ uy, + cosfus)
C'on cstos valores, la ccuacién anterior queda de la forma,

1

E(0) = -

1 2 VT
— / d.’g:j u. P cos® 6 sen 0df
—I'TTEO 0 0

27 T
] dy [ P cos 6 (sen?6 cos pu, + sen®dsen o uy,) df
e, 0 Jo

Las integrales que contienen coswdy y sen @ dy producen los términos
[sen ] &7 =0y [cos np]f;‘" = 0, por tanto solo queda la componente Z, cs decir,
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1 s T P coss 0]
E(0 = _Jﬂ'eﬂ/.j dt,;-/n w, P cos? Osen 0 df) — -uzgso [— 3 ]0
P
E(0) = ——u,
[ t(,

Se puede demostrar que ¢l campo en el interior de la esfera es uniforme
¢ igual al valor caleulado anteriormente. Dicha demostracion se hace de
forma sencilla a partir del conocimiento de la funcién potencial obtenida
mediante la solucién de la ccuacién de Laplace en el caso de una esfera
dicléctrica en presencia de un campo uniforme. Dado que este problema
sc¢ trata en capitulos posteriores, posponemos la demostracion al capitulo
correspondiente.

PROBLEMA 4.4

Un cilindro de dieléctrico, cuyo radio es R y espesor d, estd uniforme-
mente polarizado en la direccién de su eje P = Pu,.

1) Calcular las densidades de carga de polarizacion.

2) Calcular el campo eléctrico en puntos del cje, tanto interiores como
exteriores al cilindro,

Figura P4.4.1 Figura P4.4.2

Solucién

1) Cilculo de p, y o,

Para calcular p, aplicamos la ccuacion (4.3), pp=-V: P

Dado que P no depende de ninguna coordenada su divergencia es nula,
¥V COmNo consecuencia,

Pp = 0
Calculamos 0, mediante la ecuacion (4.4). En la cara superior. véase la
I ;
figura P4.4.1, n = u,, v en la inferior n = —u..

En la cara supcrior,

UPZPUZ'HZ:P
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En la cara inferior,
op= Pu,-(—u.)=-P

2) Campo sobre el eje del cilindro

2.1) Campo debido a un disco con densidad superficial oy,

Para realizar el cdlculo debemos obtener primero ¢l campo sobre cl eje
Z debido a un disco de radio R con densidad superficial o, véase la figura
P4.4.2.

La ecuacién que nos permite el cdleulo cs,

E(r) = / jl:1;
dmeo Jg v — 1|

En estc caso
r=zu, ; v =pu,; di=pgdpd y |r-r'|= (,32+,,t:l"2)1'J2
Para cada clemento de drca ds’ existe otra simétrica en la que r’ es de
signo contrario, por tanto al integrar se anulan las aportaciones del término
r'o,ds’. De esta forma sélo queda la componente en la direccion del cje Z.

27 R ;g 1 i
E 1 ] 5 Pzpdp P z
N dme, 0 0 {22 + pr2)3/2 2€0 (22 + pf?)lfz

P E
E=- [1-
P ( (22 + Rz)l’(g)

El || se introduce con el fin de poner de manifiesto que E, para una
distancia z tiene el mismo valor tanto por encima como por debajo del disco,
sicndo el sentido del vector opuesto en ambos casos, es decir,

0

E = F,u, para puntos por encima del disco

E=—F.u., para puntos por debajo del disco
2.2) Campo debido al cilindro
Distinguiremos tres zonas:
R T
z2>0 ' 2 z2<0
1% zona
Corresponde a los puntos que estan por encima del cilindro. El campo
se debe a las aportaciones de los dos discos, uno situado en z — d/2 con
densidad o, y otro en z = —d/2 con densidad —a,.

E, = Pu, - (z —df2) e (z 4 d/2)
20 ((z—d/2)2 + R2)'/? ((z +d/2)? + R2)'/?

Realizando operaciones queda,
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E - (2 +d/2) ~ (z —d/2) .
20 \ (= +d/2)2+ R2Y?  ((z—dj2)2 + R2)V? ]

29 ~ona
Es la situada en cl interior del cilindro.

g, LW (d/2 - z) N (2 +d/2)
2 2¢, ((d/2 — 2)? + R2)1/2 ((z+d/2)2 + RQ)I/Q

L (2 | | (2 + d/2) : (d/2 — 2) ) .

2,

Cuando la distancia d — 0 el campo Es tiende a,
P
Eo

T2, (z+d/22+ R)Y2 " (((d/2— 2))2 + R2)P

3% zona
Es la situada por debajo del cilindro. El campo en esta zona es del
mismo médulo y sentido que la zona 1%, es decir,

E; = Ey
tomando como positivos los valores de z que aparecen en la férmula de
E;.

PROBLEMA 4.5

Dentro de un condensador de placas planoparalelas, de superficie S y
de espesor d, introducimos un dieléctrico de permitividad no uniforme ¢ =
€o(l + y/d) como indica la figura P4.5.

1) Caleular los vectores D, E y P, cuando aplicamos una d.d.p. V, entre
las placas.

2) Calcular las densidades de carga p, v 0,

Se desprecian los efectos de borde.

Solucién

1) Vectores de campo

Para calcular D, E, y P, utilizamos la condicién de campo conservativo
que cumple E, le E-dl = V) — Vo vy la continuidad de las componentes
normales del vector D expresadas por la ecuacién (4.13); ademés de las
ecuaciones constitutivas (4.5) y (1.10).

La direccién cn que se aplica el campo es la del ¢je Y. Como supone-
mos el condensador indefinido en las otras direcciones, ¢l campo dependers
solamente de la coordenada y. La d.d.p. aplicada es V,, por tanto,
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<

L

_ Vo -
Figura P4.5
Dado que no hay cargas reales Dy cs continua.
AMediante la relacién D = €E se deduce que,

.bl 4 D!l' - Dy
o 3 Eo(1 +Uf(0'

Llevando esta eccuacidn a la relacion entre campo y potencial,

7o D, _ D, i E
""_j:so(uy/d)d”_ ead[]"“ ! a')]u

D
V, = In2—4
€o
De la relacion anterior podemos deducir D, por tanto 1.

s
Dy = £5 (m) - D = Dylly

] Eo Vo . Vo N
el +y/d)dn2 Y dln2(1 +y/d) Y
Aplicando la ecuacion(4.5).

- = = 1};-) ‘/:)
Py = Dy —soE, Sodin? Eorllll‘—)(l +y/d)

% =-¢ Vo I — ¢ £ Yo 4
¥ "dIn2 d+y) “\dln2) d+y

Vo i
P = -
i (dln2) d+yu£Ir

COIIIU D= EE.
E
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2) Densidades de carga
Calculamos las densidades de carga de polarizacion Py ¥y 0p mediante las
ccuaciones (4.3) y (4.4) y la ecuacién obtenida para la polarizacion P.

dF, Ve d
=-V.-P=-—¥_ ¢ )

d
W Vo d B 1V
/ppdv B S/U i (dln?) ((d +y}2) ¥= SZdE"an

Calculamos o3, mediante la ecuacion (4.4) en cada uno de los planos que
limitan el dieléctrico.
Plano y = 0, n = —uy; plancy =d. n = 1.
op(0) = —uy, - P(0) = 0

Vo
op(d) = uy - P(d) =&, 2d1n 2

Podemos comprobar que la suma de todas las cargas de polarizacion es
nula.

PROBLEMA 4.6

Disponemos dos condensadores idénticos. de placas planoparalelas cuya
superficie es .S y espesor d, como indica la figura P4.6. Entre las placas
existe un dicléctrico de permitividad e = 100e,,.

Una vez cargados a una d.d.p. V, y desconectada la baterfa, en un
instante dado se fractura cl dieléetrico entre las placas del condensador (1),
de forma que se abre una fisura plana y paralela a las placas de espesor
0,01 d.

Calenlar los veetores E y D en los condensadores (1) y (2) antes y después
de la fractura.

(3¢ detectard la fractura midiendo la d.d.p. entre las placas del conden-
sador (2)7

Solucién

1.1) Antes de la fractura los dos condensadores son iguales y se aplica
una d.d.p. V,, por tanto, teniendo en cuenta que despreciamos los efcetos
de borde y que se supone el condensador indefinido en dos direcciones, el
campo cs uniforme entre las placas e igual a,

Vo
E=2
d

Aplicando la relaciéon D = eE obtcnemos,

d
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) )

0,01d d

Figura P4.6
1.2) Cuando sc fractura el condensador (1) ocurrc lo siguiente: La

carga total se conserva dado que se desconectaron los condensadores de la
bateria. () — 2D S.

El espesor del condensador (1) aumenta en 0,01 d.

Las componentes normales del vector D se conservan cn las superficies
limite.

Denominamos Fy; al campo en la zona de fractura del condensador (1)

Denominamos Egy al campo en el dieléetrico del eondensador (1)

Denominamos Egz al campo en el dieléetrico del condensador (2)

Aplicando la relacion [E-dl =V, en los dos condensadores,

Ey10,01d + Egnd =V
Teniendo en cuenta que D,,; = D9,
E(,Evl = 10[}69Ed_1 — vl — 1[]‘0Ed1
Llevando esta relacion a la ecuacion anterior,

100E40,01d + Eqyd =V
Despejando Egq

‘/i'
FEp = —
. ' 2d
Teniendo en cuenta la relacion entre Eqp v Eyy.
‘V
E‘Ul —- OUE .
Dado que los dos condensadores siguen unidos,
V
FEpd=V — Ejp — 7
«
De las dos rclaciones anteriores deducimos que,
1
Eq = EEd?

7 ,—

% %
Dy, = 5[}505 - DQ — 10”EOF
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La carga total se conscrva, por tanto,
‘/"
Q=15+ 5= EO%S(IUU +50) =2 x IOUEOSFG

De donde se deduce que,

200, 4
V="V,== 6.1

Con la relacién anterior y las obtenidas para gy, FEge, D) v Dg después
de la fractura, tenemos la siguiente valores para los médulos de los vectores
de campo,

E— V _41&,_21’0 ' _ 100V,
A=2%732d 3ad° ™~ 33
4V,
=92F;; = - =2
Ea 1= 3
200V, 400 V,,
D — _ D — D
1 €a 3 4’ 2= &y 3 d

En las ecuaciones obtenidas podemos observar lo que ocurre en cada
condensador después de la fractura. En el condensador (2), aumentan campo
y vector desplazamiento, por tanto la carga y el potencial.

En el condensador (1) disminuye el vector desplazamiento y por tan-
to también la carga almacenada en la misma proporcién que aumenta en
el otro condensador. El campo dismimuye en el dieléctrico pero aumenta
considerablemente en la zona fracturada.

2) Para deducir si se detecta o no la fractura midiendo el potencial, nos

basta con tener en cuenta la ecuacion (4.6.1).

1
"r_ “L == g"{::

Vemos que el potencial aumenta con respecto del potencial que aplicamos
inicialmente para cargar los condensadores, con lo cual se puede detectar
facilmente la fractura midiendo la diferencia de potencial entre las placas de
uno de los condensadores.

PROBLEMA 4.7

En un condensador de placas planoparalelas. con mn dicicetvico de perni-
tividad <, suponemos que una de ellas se despega del dicléctrico. gnedando
¢l condensador como indica la figura PLT. El espesor o, = 107 14,

Caleular la permitividad aparente del condensador con la placa despe-
gada, y determinar su valor para permitividades elevadas.

Suponemos despreciables los efectos de horde.
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£ d

i i

Figura P4.7

Solucién
Este problema se resuclve partiendo de la definicion de capacidad de un

condensador plano, y teniendo cn cuenta la continuidad de las componentes
normales del vector D.
E4 = vector campo en el dieléetrico. E, — vector campo en ¢l vacio.

= permitividad aparente. V' = d.d.p. entre placas.

Sa
(Q = carga dcl condensador. S = superficie de las placas.

(_\f — 6_2. — = 5

= = —g,—

Vv d

Teniendo en cuenta V = [E-dl y que Dy — Dy,
V =E4(d —do) + Epdy ; cEq=coE,

Como
D= EEd :EOE‘H . %
:_ﬂ = Q _Q d—d, d,
. eS e EoSdo —g\ T ° -

Realizando operaciones v sacando factor coomin d queda,

,.-_Q 1 doc— €5
= Sd :Jr? e

Comparando esta expresion con la establecida al principio para la capa-

cidad, obtenemos la permitividad aparente g,
—1
1l dps— %,
a — |ISEP
(5 d =g,

E(’E

o
Ll caleulo de 4 para valores elevados de ¢ se obticne mediante el limite

fry

115}

opcrando tenemos,

[ =
L=

de la expresion de g, cuando ¢ tiende a infinito.

‘:Ut

d

E‘I = hm = Zp
“ £ E, + (do/d){*:— - Ef?) d'o

En nuestro ejemplo,
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£l = 10% =,
Las expresiones anteriores muestran que la permitividad aparente, cuan-
do la permitividad del dicléetrico es elevada, depende fundamentalmente de
la relacion d/d, entre el espesor del dicléctrico y la zona vacia.

PROBLEMA 4.8

Dado ¢l sistema formado por dos snperficies esféricas conductoras con-
contricas. de radios 17 v Ry, véase la Gegnra P LS. En el espacio entre esferas
s¢ introduce un dicléctrico de permitividad <. de forma que llene la mitacd
de dicho espacio. Unimos lag esferas a los bornes de va baterfa de f.ean.
V4.

1) Calenlar los vectores E. D v P en el espacio entre esferas.

2) Obtener las densidades de carga de polarizacion.

Solucién

1) Vectores de campo

Figura P4.8

En ¢l céleulo de los vectores Dy E. aplicamos ¢l teorema de Gauss y
la continuidad de las componentes tangenciales del veetor E en la superficie
de separacion entre dos medios.

Dacla la simetria esférica del sistema, las componentes de los vectores
indicados son radiales.

D, = vector desplazamiento en el vacio.

Dy = vector desplazamiento en el dieléctrico.

Aplicando el teorema de Gauss sobre la superficie esférica de radio r
obtenemos,

D271 + Dg2mr? = Q)
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La continuidad de las componentes tangenciales de E sobre la superficie
que limita dieléctrico y vacfo nos lleva a que,
Ed — Et_r
sobre toda la corona circular comprendida entre r = [} y 7 = Rs. De

osto se deduce que,
Dy . Dy

o £
Con csta expresion y la primera deducimos los valores de Dy, y Dy en

funcion de Q y 7.

3 Q
D,+—D, =

vt € | 2mr?

_ Eg Q
Y g4 e, 2mr?

Dd Sﬂrii,

Dy = £ Q

£+ g, 2nr?

A partir de la expresion anterior calculamos E,,, que como hemos visto
es igual a Fg.
1 Q

Eo=FEa= €+ €, 2nr2
Nos queda por determinar ¢ en funcién de la d.d.p. aplicada. Supo-
nemos que la esfera de radio I; esta a potencial cero y la otra a potencial
Vo
Para esto tenemos en cuenta que,

Ry - R
Vc,:/ E—dlz] Eq,.d?‘:——Q—m] i;,
Ry Ry 2n(e+¢€0) Jr, T

Q 1 1\ Q@ R -R
C 2m(e4e,) \Re Ri) 2m(e4e,) RiR2
De la relacion anterior se deduce (),
. iRy
Q= QN(E—I_EO)LOE’.I_I—_RQ-

Si llevamos el valor de @Q caleulado a las expresiones obtenidas para el
campo y vector desplazamicnto, y las ponemos en forma vectorial,

RiFy 1
E-Vv—22 "
"Ry — Ror2 "
RiRy 1 RiRs 1
D, =e,V,———2 —u, ; Dg=eV,——2 —
R T e T Y

El vector polarizacion se calcula mediante la ecuacién (4.5). En el vacio
la polarizacién es nula, y en el dieléctrico P es,
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. Ry 1
P = (E"Eo) ORI —Rz?'_Qur

2) Densidades de carga de polarizacion

Las cargas de polarizacién se obtienen mediante las ecuaciones (4.3) y
(4.4).

En la zona donde no existe dieléctrico P = 0 por lo tanto las densidades
de carga p, y 0p son nulas. Dentro del dieléctrico, P = P,u,; donde P, es
el médulo del vector P obtenido &Iltﬂ:'.l 9

,Op =-V:-P= '—?—25 (?‘ZPT-) =)

ya que (12 P,) no depende del radio.

op en la corona circular comprendida entre Ry v Ry, que limita dieléctrico
y vacio, es nula, dado que n es perpendicular a u, y por tanto a P.

op en la zona donde no hay dieléctrico es nula, ya que P = (.

Calculamos o, en las superficie esférica de radio Ry, donde existe dieléc-
trico, de la forma siguiente,

— . - ) R] !
Tp = (—llr) J P(Rg) = —(E - EO)LDHE

El célculo sobre la superficie esférica de radio Iy, y en la zona del die-
léctrico, se realiza de forma similar,

. 3y — ;I 1
op=u, - P(Ry) = (e EG)LOR1 — R2~R—l

3) Capacidad del sistema

Por definicién C' = Q/V,. Si utilizamos ¢l valor de ) calculado anterior-
mente y lo dividimos por V,,, obtendremos la ;:?apacidad C,

I 1o
C =2w(e+ EO)————Rl ey

PROBLEMA 4.9

Un sisterna esta formado por una esfera condnctora de radio a, una capa
esferica conductora de radio interior ¢ = 2a coueéntrica con la anterior, v
e capa esférica dieléetrica, también concéntrica con las anteriores. cuva
permitividad es <. siendo su radio interior a v el exterior b = %a. L.os tres
clementos estidn dispuestos como mnestra la fignra LY. Se unen a tierra la
esfera v la capa conductora.

En o superficie exterior de la capa dicloctrica (de vadio b) existe nna
distribucion superficial de carga o.

1) Calenlar los vectores D v E en la zona envo vadio r esta comprendido
enfre a v .



134 CAPITULO 4. DIELECTRICOS

2) Obtener las densidades de carga sobre las superficies condnetoras de
radio a v . Y calenlar la densidad de carga de polarizacion sobre [a superficie
dicléetrica en conracto con la esfera de radio a.

Solucién

1) Céleulo de los vectores D 4y E

La solucion se obtiene mediante la aplicacion del teorema de Gauss y
considerando que la esfera de radio a y la capa esférica conductora de radio
¢ cstan al mismo potencial, es decir, j;f E-dl =0

Teniendo en cuenta lo anterior, tenemos:

Para v > ¢

/‘,D e ZQ'i . (Qu. + Qf_.) + Qb‘: 0

Dondc @, = 47b%0 cs la carga sobre la superficie del dicléctrico.

9

Figura P4.9
Las cargas inducidas en las esferas de radio a y ¢, son de signo opuesto
a (Jp dado que las dos csferas estdn unidas a tierra y la carga inducida es de
signo contrario a la inductora. Asi pues,
Qo = dwd®o, v Q. = 4ncto,

De lo anterior se deduce que

Qv = —(Qu+ Q) — Vo= —(d%04+ o) (4.9.1)
Paroa<r<h
D-ds = D,y -4m? = Q,
Dada la simetria radial del sistema

-fj 1
Dy =<k = Qﬂé —  En = W
d7r

dre 12
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Parab<r<ec
/ D - (.’:S = DT2 - 4??‘2 — Qb + (),)rj_
S

Igual que antes

. in + Qt-& Q!:- + Qﬂ 1
Dy =eoFyg = ‘“’w —  Fry = T&,?"—?

Ahora podemos aplicar la condicién [TE - dl =0

© b . C )
/E-dl: Qudr (¢ Qu+Qudr

o Admer? dqe, 12

il -
E.ql— Qo (L 1) QotCafl 1y
o Adre \a b dme, b ¢
Qu (b—a +Q51+Qa c—b 0
d7e ba dme, be .

Aplicando la relacién entre radios b = 3/2a y ¢ = 2a obtenemos
Qa. 1 QI}‘I_QQ_I__U

A7z 3a lwe, 6Ga

Qa 1 1 Qb | .
dma \ 3¢ i Gcp h dwa 6, )

Simplificando, obtenemos

£

— — ] 4.9.2
Qaq = ZEGQF ( }
Llevando ésta iiltima relacién a la expresion (1.9.1), queda

£ 2,
Qo= @t Qu—Qu 5 (s+2¢—0) @

De donde se deduce que
2z, :
i (E“|‘ 250) @
A partir del valor obtenido para (), podemos calcular los vectores D y

E.
Zona a <r<b
Qu & 1
Dy - Ly, = — ———u,
1 A2 €+ 2, @ dr2
ayen I
Dy —— -—1U
. dr(e + 2c) 12 "
El=—- -2,
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Zona b<r<c
D, @+Quur Q2 1

A 12 Adme+ 2e,12
Dy 20 1
&, Am(e +2¢,) e

Eo

2) Densidades de carga
A continuacién calculamos las densidades de carga sobre las superficies
conductoras teniendo en cuenta que o = oy,

Para r = a 1
€
Ana’o = — Oq = — )
o= Qa ‘ 4a? € + 2¢, @
por tanto
1 £ b? £
e Anbloy, — 0y = ——
K d7ra? € + 2, e e a? e + 2500
Parar=c¢ ] 5
£
dncco, = T = — = !
c Qc — O¢ A2 e + %, QI
de donde
o b2 2,
= —— a
i c2 £ + 2¢,

Densidad de carga de polarizacién
Por 1iltimo, la densidad de carga de polarizacion en r = a sc calcula
obteniendo primero el vector polarizacion P.
E—E, U ob’(e — €
PoD,—eE — & ol ob(e—c)ur

4w e + 2€, 12 e+2, 12
Parar =a ,
P(a) = —o b (e EG)E
£+ 2¢, a?
Y entonces
b2 (e — o)

UP(G)ZP*H:P'(—UT)IWJ
' o

PROBLEMA 4.10

Tencmos ma esfera de dicléctrico de radio 2y permitividad oo Fin dicha
esfera existe ademads nna distribucion nniforme de carga p = p,.

) Calenlar los vectores D y E dentro vy fuera de la esfera,

2) Caleular el potencial para r = R (I > R pero R ~ ). Obtener el
potencial en el centro de la esfera, = (0.
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Solucién

1) Célculo de los vectores D y E
Aplicamos el teorema de Gauss a una superficie esférica contenida en la
esfera,

/D-ds=Q

Como D es radial (por la simetrfa del problema) escogemos ds = r2dQu,
(dQ) es el dangulo solido elemental). Entonces,

. des U
/ D, -ds = D;4mi? ;. Q= po-:);m*'j
Por tanto, si de la igualdad despejamos D,
'h P27
D=f - D -l

Aplicando E = €D,

Po”
Ei(f) . éur
De forma similar, aplicamos el teorema de Gauss a una superficie esférica
exterior. Ahora Q = p,(4/3)7R3. Luego,
4
De 4y = pog?rﬁ'.‘ri

despejando, y teniendo en cuenta que en el vacio E = ¢,D,

y_ Lol
De(*r = ":'32'?_2"117-
p, R
E = -
e(r) 3e, 12 h

Se comprueba que la componente normal de D en la superficie de sepa-
racion de los dos medios se conserva, esto es,
]ji(‘ﬁ‘-)I . DE(R)
2) Calcular el potencial para v = R’
Calculamos el potencial en R’ > R, por lo que tenemos que integrar E,.
Tomamos V (o0) = 0.

R 3 R’
HE — youdy = PR [ dr _ pol
V(R = /m Ec(r) - u,dr = 3. L 2 3 R
En el lfmite &/ — R,

polt’
3,

Como sabemos V(R), calculamos V(R) — V(0) de forma similar (con E;
ahora).

V(R) =
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i
V(R) - V(0) = / Ei(r) - u,dr
J0
Sustituyendo V(IR),
poIR? Po [ Pl

-V = — dr =
35,—, L(O) 35‘0 b Ge

Despejando V(0),
vioy= Pl (L 1Y) _ pel?2+ e
3 3 2,

v
Eo 26
PROBLEMA 4.11
[ eable coaxial. cuvos radios interior v exterior son respeetivamente
a v b (b = 2a). tiene un dicléetrico en el espacio entre condnctores cuya
permitividad es,
- L 2
=065, (14 (p/a)?)
Se conecta mma pila de Eean. 1, entre los conductores como indica la
figura 111,
1) Calcular los vectores D, E v P en el dieléctrico.
2) Obtener las densidades de carga de polarizacion.
Solucion
1) Caleular los vectores D, E y P

1,
Figura P4.11
La bateria suministra carga libre () a la superficie interior: ésta se calcula
mediante el teorema de Gauss para el vector desplazamicento D aplicado a
una supecrficie cilindrica de radio a < p < b v altura h:

]D+dS:D2irph=Q
S
Q

D -
27h pup
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El objetivo ahora es determinar Q/h en funcién de V;,, que es el dato que
conocemos. Para cllo obtenemos la expresion del campo eléctrico mediante
la relacion E =D/z
Bt _ 1 Q u’:rr%+p2 Q
3 Geo(1 + (p/a)2) 2 2mhp " Gepa? 2whp ©
Ahora, la integral de linea del campo entre los puntos a y b tiene que ser
igual al potencial v,

B
_ [ Edp=V;-V,=-V,

a
Calculamos la integral, considerando que b = 2a:

b Q 2a {12 +ﬂ2 Q , | ,
‘L E | dp B 127Th€0ﬂ.2 a P dp N 1271'0'!-8“”2 I:a lnp + Ep ]

b Q 3
E-dp= 2+ 2
[ T = ( et 2)

Q 3
— l 2 L
Vo= oo \m2 g

de donde se deduce Q/h,
Q ., 2dme,
h “2ln2+ 3
Sustituyendo en las expresiones de D v E tencmos,
125,V, 1 2V,  a® + p? 1“l
-_—-——n, = = . . —_—
2In2+3p °* 2In2+3 a2 p "’
v calculamos P mediante la expresion P = D — ¢ E,
 2Vee 5a? — p? 1
C2In2+43 a?2 p
2) Densidades de carga de polarizacion
Las densidad volumétrica de carga de polarizacion es p, = —V - P.
Aplicando la expresién de la divergencia en coordenadas cilindricas y consi-
derando que P solo depende de p, tenemos,
1d (pP,) 4V, 1
) = ——— = ——
b= P T dm2t3a2
Las densidades superfictales en la frontera de los medios, p = a, p = b se
calculan mediante

2a

L&)

es decir,

u,

o,=FP-n
donde n e¢s el vector normal a la superficie de separacion. Para p = q,

8Voe, 1
op(a) =P(p=a)-(—u,) = —mg
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para p=b = 2a, n =u,
Vogo 1

b)=P(p=2a) u, = —————
opl(b) = Plp=2a) -u, = 535 5a

Podemos comprobar que la suma de todas las cargas de polarizacién es
nula.

PROBLEMA 4.12

Disponemos de un cable coaxial indefinido, enyos radios respectivos se
nmmestran en la figura P4.12. En el espacio entre conductores hay wan dielée-
trico cuya permitividad depende del vadio € = e{p). con 2(b) = =,. Se aplica
un pila de f.ean. V), como muestra la citada figura.

1) Calcular la forma matensitica de £ = £(p). de manera que el eampo
cléetrico no varie con el radio en la zona entre conductores.

2] Determmar los vectores DU E v P oen el dicléctrico.

Figura P4.12

Solucion

1) Permatividad € = €(p)

S1 el campo eléctrico no debe variar entre conductores, entonces la ex-
presion del potencial es muy ficil de resolver teniendo en cuenta la simetria

radial del problema:
b
E-d=—-(V-—V,)=1V,

pucsto que E es paraleloaa u, y dl =dpu,,
b
[ E-d=E(b-a)=V,
PN
Vo

b—a
Por otra parte, podemos aplicar la Ley de Gauss para el vector D, que
depende solo de la carga libre @, encerrada. Dada la simetrfa cilindrica

E= u,
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del sistema, el vector D es normal y del mismo médulo sobre los puntos
de una superficie cilindrica cuya superficie elemental es ds = Lpdpu,, con
a<p<hb,

/D-ds=2ﬂLpD:Qo
JS

1
Do —
P

Por otra parte, se tiene que cumplir que D = €E, lo que, combinado con

el hecho que E debe ser independiente del radio nos da que,
C

£=—
donde (' es una constante que se determina con la condicion € (b) = €,,
C
)

La permitividad ser4,
b

& ﬁ') = &p=
( 7
2) Vectores de campo
El campo cléctrico ya estaba calculado en ¢l apartado anterior:
E— 0
b—a
Sc obtiene D mediante la expresion D = €E. Sustituyendo los valores
de E y £ obtenidos en el apartado anterior,
D— (EOVQ b) lup
b—a /) p

Y, finalmente, el vector P viene dado por la relacion P =D — ¢,E,

P=E°% (E—l)up

u,

b—a\p
PROBLEMA 4.13

Sea un condensador coaxial formado por dos cilindros indefimdos. o
interno de radio a y el externo de vadio b, El espacio entre el conductor
interno v el externo estd ocupado por nn material de permitividad
2,07 Los conductores se enenentran conectados a una hateria de manera
que la dud.p. entre cllos es V.

Calcular los vectores E vy D en el espacio entre conductores v la distri-
buciém de carga sobre el conductor de radio .

Solucién

1) Célculo de E y D
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Para ¢l cdlculo de E y D aplicamos la continuidad de las componentes
tangenciales del campo eléctrico v de las componentes normales del vector
desplazamiento cléctrico.

De la primera condicion se deduce que el campo electrico no depende de
la coordenada  y solo depende de la coordenada p en la forma: E, o 1/p.

Figura P4.13

Aplicamos la expresion
b
E-d=1,
i
suponiendo F, = K/p donde K es una constante a determinar,
b b K
[ E-dl =f —dp=V, — Kn(b/u) =V,
Ja a P
por tanto,

K = ——VO
In{b/a)
El campo cléctrico es,
- _Y% 1
T In(b/a)p
El vector desplazamiento eléetrico sera entonces
Vo, 1
. co In(b/a) pup

2) Distribucion de carga
La distribucion de carga sobre la superficie mterior se determina tenien-
do en cuenta las condiciones en los limites para el vector desplazamiento
cléetrico.
D,,g — D.nl =a
Pucsto que en el interior del conductor Dy = 0. y el vector desplaza-
micnto eléctrico es normal a la superficie interior del cable coaxial, tenemos,



1.2. PROBLEMAS 143

Voeoe?!™

h aln(b/a)
La densidad de carga o depende del angulo .

PROBLEMA 4.14

Sobre un plano coincidente con ¢l X7 tenemos una densidad superficial
de carga . Pegado a dicha distribucion tenemos una placa dieléctrica.
también indefinida en las direcciones X y 7. de espesor d v permtividad =,
(vease la figura P1.11a).

1) Calcular los vectores D y E, dentro v fuera del dieléctrico.

2) Determinar las densidades de carga de polarizacion.

o =D(a) u,

Solucién

1) Vectores D y E

Dividimos el problema en tres regiones:

(1) y<0, (2) 0<y<d, (3) y>d

Las regiones (2) y (3) son idénticas desde el punto de vista del vector
desplazamiento, que solo depende de la carga libre. Aplicando ¢l teorema
de Gauss para el vector desplazamiento sobre una caja cilindrica como la
indicada cn la figura P1.2b tenemos,

Di-S(—u,)+D2-Su, =08 (4.14.1)

Z d z
Ly [
c £ o £
) 0] _
2 Y , Y
X X
a b

Figura P4.14
Ademsis como se debe cumplir la continuidad de las componentes nor-
males, y por su simetria con respecto al plano y = 0, tenemos que —D; =
D5 = D3, por tanto resolviendo (4.14.1),
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a a
D] =—§uy 3 D2=D3—‘ Euy

Para el campo eléctrico si que necesitamos distinguir las tres zonas. Apli-
camos D = ¢E en cada zona tendremos,

a a a
E] = —-é-ally ; E2 = '2—8119 5 E3 = _22;11;,« (4' 14'2)

2) Densidades de carga de polarizacion
Calculamos ahora el vector P, que existe s6lo en la regién (2). Para ello
utilizamos la relacion, D = ¢ ,E + P.

En la zona (2)

P2=D2—50E2=g€‘€°

Como P no depende de ninguna variable espacial, V - P = 0, por tanto
no existe densidad volumétrica de carga en el interior del dieléctrico. La
densidad superficial en cada pared del dieléctrico se calcula con op=FP-n.

Uy

Para y =0, n = —u,
TE— &,
T
Para y =d, n =y,
gE —Ep
P97,

PROBLENIA 1.15

Sobre nna estera conduetora de radio a existe wma carga Q. Alrededor
de-dicha esfera se sinin una capa dieléetrica. de radio interior a v exterior b.
cuva permitividad os = = & /2.

I Calenlar los veetores de campo D v E para r < b.

Y Obtener Tas densidades de carga de polarizacion open s =ayr=>h.

Solucién

Figura P4.15
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1) Calcular los vectores de campo D y E
Para calcular los vectores de campo en la regién a < 7 < b, aplicamos el
teorema de Gauss para dieléctricos a una esfera de radioa <7 < b

/DdsQ

Dinr’ =Q — D= @ u,

De donde

A2
Teniendo en cuenta la relacion D = ¢ E )
D Q r
E=—=——1
e A2k T
B Q
T 4w k

2) Densidades de carga de potamacwn
El vector polarizacion se calcula mediante la relacién P = D — ¢ E,
1 €
Ay -’-hrk T 4n k
Las densidades de carga de polarizamén en v = a y r = b vienen dadas
por,

0q=P(a) - n con n=—u,

opb=P(b)-n con n=u,
Sustituyendo

o — 9 i_@ . _Q 1 &
T T An k » Ob= b2 k
PROBLEMA 4.16

Una placa de dicléetrico, de espesor d y superficie S. tiene una polariza-
ciom imiforme P. Disponemos la placa entre dos liminas conductoras unidas
entre sf por un conductor como indica la figira P 1.16.

1) Claleular los vectores D y E en los medios entre ldminas.

2) Caleular las densidades de carga en ldminas v placa.

Solucién

1) Vectores D y E

Calculamos los vectores D y E teniendo en cuenta las condiciones que
deben cumplir E y D:

Primera: [ E-dl = 0 en el espacio entre ldminas.

Segunda: Las componentes normales de D son continuas en la superficie
limite entre los medios.
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Suponemos que el sistema es indefinido en dos direcciones, y como con-
secuencia los vectores de campo son uniformes v perpendiculares a la placa
dicléctrica en cada zona.

E4 = campo cn cl dicléctrico ; E, = campo cn cl vacio
Designamos por Dy y D, respectivamente a los valores del médulo del
vector desplazamiento en dieléctrico y vacio.

d!

Figura P4.16
La primera condicién da como resultado,
d.-'
Eqd+ E.d=0 — Eg= _E”E (4.16.1)
Utilizando la ecuacién (4.5), tendremos:
Di=¢cEq+P ; D, =¢E,
La condicién de continmgidad para las componentes normales de D se

traduce en que,

.
1

D, =Dy R ecBy = eoEd —I—\P (4.16.2)
Sustituyendo el valor de By de la ecnacién (4.16.1) en (4.16.2),
\ 4
Eolly = _EDE'U% +P

despejando B, queda,

d
Eyj=—————
Y g(d+ d)
Utilizando la ecuacion (4.16.1) calculamos Eg,
dl‘
——— P
Eold + d')
Como D, = s, Ey, y Dg = Dy, los valores de Dy vy D, seran:

| o

Fy =
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d

D;,=D, = PR

2) Densidades de carga
2.1) Placa dicléctrica
Dado que P es uniforme V- P =0 — p, = 0.
Cara izquicrda, n v P tienen sentido contrario:

U?) = _n - P — _P
Cara derecha, n v P tienen cl mismo sentido:

J;n == n - P == P

2.2) Laminas conductoras
Lamina izquicrda, n y D, tienen cl mismo sentido:

P

d
" d+ d
Lémina derccha, n y D, ticnen sentido contrario:
d
U : _n * DtP: T T
d+d

PROBLEMA 4.17

Tenemos dos placas conductoras paralelas, separadas por una distancia
d. cuya superficic es S. Manteniendo cerrado el interrnptor S (véase la figura
P1.17) introducimos un material con polarizacion espontdinca P,

Calcular los vectores de campo Dy E.

Se desconecta ol interruptor S v a continuacion se calienta el material de
forina que se anula la polarizacién espontdnea Py, es decir, P, = 0. jCual
es el valor de los vectores de eampo ahora?

Soluciéon

~.
S

Figura P4.17
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1) En este caso tenemos P = P,. Ademds las placas metdlicas cstédn

unidas externamente, con lo cual la diferencia de potencial es (0. Es decir,
B

E-dl =0

donde A y B son cada una de lasApla,cas metdlicas y dl cunalquier camino que
una ¢stas. Dada la simetria del problema la 1inica solucion posible es E = (.

Ahora aplicamos la ecuacién que nos relaciona los vectores D, E y P.

D=¢E+P

Por tanto si E = 0,

D=P,

Esto quiere decir que la polarizacion del material determina inicialmente
la aparicién de un campo, el cual provoca que los electrones, cargas libres
negativas, se desplacen hacia una de las placas metdlicas hasta equilibrar
las cargas de polarizacion de signo opuesto en la placa correspondiente. La
otra placa metdlica queda cargada positivamente y neutraliza la carga de
polarizacion negativa. El resultado final es que se anula ¢l campo entre las
placas.

Resumiendo, en este primer caso

E=0; D=P,; P=P,

2) Ahora se abre el interruptor, con lo que las cargas libres que se
acumularon en el caso anterior permanecen en cada placa conductora, luego
D = P,. En cuanto calentamos y pasamos una cierta temperatura critica
se anula la polarizacién espontdnea, es decir, P, = (.

En estas circunstancias conocemos los valores de P y D. Podemos dedu-
cir el campo E mediante la relacion D = ¢ ,E + P,

g_D_PFP
€o €o
En resumen,
P
€o

PROBLEMA 4.18

En la figura P4.18a se muestra un dicléctrico entre dos placas conduce-
toras nnidas entre si por un conductor externo.  El dicléetrico tiene una
zona de espesor dy con una polarizacion P, y otra zona de espesor oy cuya
polarizacidn cs —P,

1) Caleular los vectores de campo E v D en las distintas zonas.

2) Calenlar las densidades de carga reales sobre las placas conductoras.
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Solucién
1) Calcular los vectores de campo
d.
d, fggl | »
TP Y ‘;l
] [ tr ]
a b

Figura P4.18
A partir del enunciado del problema sc pueden establecer las siguientes
conclusiones:
a) Puesto que las placas conductoras cstan conectadas entre si, la dife-
rencia de potencial entre ellas es igual a cero. Esta condicion se plasma en

la siguiente expresion:
d
/ E-dl=0
0

b) Dado que no existe densidad de carga libre en la superficie de separa-
cién de los dieléctricos, se verifica que las componentes normales del vector
desplazamiento eléctrico son continuas. De aquf se desprende que el vector
D es el mismo en los dos dieléctricos

D, =D =D

Teniendo en cuenta que Py = Puy, P, = —Pu,, y la relacion D =

£oF + P, el campo eléctrico en cada uno de los dieléetricos vendra dado por

1 1
E1=E-;(D--P1)=E;-(D- P) 1,

Es~ = (D-Py)= =(D+ P)u,

Sustituyendo en la primera expresion, tendreinos
dl = dyu,

d d; 2
[E*dl: E]'ﬂ'.l-{-./‘j Esdl =0
J0 0 dy

dy

1 1
= (D—P)“y‘dy“y+;‘/ (D + P)uy - dyuy =0
o dl



150 CAPITULO 4. DIELECTRICOS

con d = dy + do
Como cl integrando es constante, operando sc obtiene,

D(d; + n‘?'g) + P((f.z —d1) =10
Despejando D,
dy — ds

()'-1 - ﬂ!z
D = P - D=———=Puy,

( ;
Sustituyendo el valor de D en las expresiones para cl campo eléctrico,

obtenemos
2P dy B E dq

Ej=-——=nu ¥ | D —
EO d Y 3 EO I’.f—
La distribucién de los vectores de campo se muestra en la figura P4.18p.
De la expresion del vector desplazamiento eléctrico se observa que la
direccién de D depende de la diferencia entre el espesor de las placas de
dicléctrico con polarizacion opuesta. Si dy > da, el vector tendrad direccién
1, v cn caso contrario dircecion —uy,.
2) Densidades de carga
Las densidades de carga reales sobre las placas conductoras son
(i] =2 dg
s &
d
dl - (12
d

Uy

01=D-n1:D-uy = 0] =

03=D*n2=D-(—uy)—302:— P

PROBLEMA 4.19

En la figura P1.19 se¢ muestra un dicléctrico entre dos placas condue-
toras unidas entre si por una bateria externa V,. El dicléetrico tiene una
zona de espesor d) con una polarizacion P, y otra zona de espesor dg cuya
polarizacién cs —P.

1) Calcular los vectores de campo E y D en las distintas zonas.

2) Caleular las densidades de carga reales sobre las placas conductoras.

Solucién

1) Vectores de campo
a) La diferencia de potencial entre cllas es ignal a V,,. Esta condicion se
expresa de la siguiente formas

d
fE-dleo
0

b) Pucsto que no existe densidad de carga libre en la supcerficie de se-
paracion de los dieléctricos, se verifica que las componentes normales del
vector desplazamiento cléetrico son continuas. De aqui se desprende que el
vector D es el mismo en los dos dieléctricos,
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|4 Vo

?l I
Figura P4.19

Tenicndo en cuenta lo anterior, el campo cléctrico en cada uno de los

dieléctricos vendrs dado por

1 1
Ei=—(D-P) y E=—(D Py

o O

Como
P,=PFPu, y P,=-Puy,
1 1
E1=E—(D—P)uy y Eng—(D—I-P)uy

L 0
La longitud elemental es dl = dy u,,.
Sustituyendo los campos en la expresion para la diferencia de potencial,

tendremos

h 41
/ — (D —P) uy-dyuy+[ — (D + P)uy - dyuy, =V,
0 Eo d; o

con d =d; + ds
Operando se obtiene
Dd+ P(ds — dy) = £,V,
por tanto
1
D = p (coVo + P(d) — d3))
El vector D sera,
1
D= p (eoVo + P(dy — d2)) u,

Sustituyendo el valor de D en las expresiones para el campo cléctrico,
obtenemos

1 1
E1=E_D—P1 :E(Eo"z"‘P(dl_d?))uy_Puy
o
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1 1
Eg—-—D—P2=5(60%+P(d;mdg))uy+Pu.y

Eo

1
E = — (60V,—2Pd)uy, y Ep—=— (eVy +2Pdi) u,
E()d Eﬂd

2) Densidades de carga
Las densidades de carga reales sobre las placas conductoras son,
o1=D-n; y co=D- ny
Donde n; =uy y mnp = —uy,.
Sustituyendo los valores del vector desplazamiento y los vectores unita-
rios normales a las respectivas placas queda,
1 1

ap = E(EG% +P(dl - dﬁ)) y 02 = — E (EOVO+P{d] . d2}}

PROBLEMA 4.20

La figura P4.20 muestra la scccion transversal de un condensador de
laminas planoparalelas separadas por una distancia d y unidas por un con-
ductor. En su interior se sitian tes placas, dos de dieléetrico enyva per-
mitividad ¢s gy = 29 = g, v espesor es d: v una placa de material con
polarizacion permanente P, cuvo espesor es 2d.

Calcular los vectores D y E en las tres placas.

d 2d d
81 P(. 82

]

Figura P4.20

Solucién

La solucién de este problema se obtiene aplicando la continuidad de las
componentes normales del vector D, la definicién de vector desplazamiento
D =g,E + P = ¢E y que el campo es conservativo, es decir, § E - dl = 0.

Dada el sistema que tenemos, podemos suponer despreciable el efecto de
bordes, y por tanto los vectores de campo son perpendiculares a las placas;
es decir, no hay componentes tangenciales en direccién paralela a las placas.
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De la condicién de continuidad y la relacién entre los vectores en cada
medio tenemos que,

D1=Dy=Dy — e1by =¢,E, + P, = g9y
Aplicando la condicién de campo conservativo tenemos que,
Eyd+ E2d + Eod =0
Con las relaciones anteriores tenemos el siguiente sistema de ecuaciones,

ealby = el
£1 El = £ oEo + PO
0 = Eyd+ E2d+ Eaod
Para resolverlo tenemos en cuenta que g1 = g2 = 4¢,. En consecuencia,

F, y
=5 vy E,= _E'_+§_1E1 = ——+4F;
Llevando estos valores a la tercera ecuacién tenmcios que,
F, P,
E](d+d}+2d (_E_O -|'-4E1) =0 — (IUd)E]—ZdEE=[]
o 0
Despejando E) queda,
F, P,
Ey :35=U.2—" — Ey=F=0,2-2
10 &, Ep €o
y el campo en la placa polarizada serd,
F, P,
E,= Ko ax 0,2—==-0,2—2
En €n £

Podemos comprobar que se cumple que Dy = D, = Dy y § E-dl = 0.
Los vectores D y E son respectivamente:
P
D; =Ds =4¢, X 0,2—0 =0,8P,

Eo

P
D,=€,0,2—=+P,=0,8P,

€o
P P
El‘——]'_7}220._.‘2--—'Ej ¥ EO=—U,2—D
PROBLEMA 4.21

Tenemos una barra dieléctrica de permitividad = = 3¢, cuya secciéon
transversal se muestra en la figura P4.21.

Aplicando las condiciones en los limites caleular el dingulo de incidencia
ay del campo en ol punto P del medio (1) para que el campo eléetrico en el
medio (3) sea paralelo al eje Y,
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Solucién

Sien la region (3) hemos de obtener un campo sélo en la direccion Y, por
la continuidad de las componentes normales del vector D y las tangenciales

¥

de E. en la regién (2) también ¢l campo ticne la direccién Y
Z

E\ N

1 P - ——
—a \

30°

45 00" |®

Figura P4.21
Entonces, en el punto P, las componente normal a la superficie de sepa-
racion del vector D y la componente tangencial del campo E son:

Dgl o D‘g cos 30 = 71-\/5:"5‘2

1
Ezu = EQ SETL 300 = §E2

Por otro lado, en el mismo punto P pero desde la regién (1) tenemos que
Dy = Dycosa = e, cosar
FEy, = Eisenao
Las condiciones de frontera determinan que Dy = Dy v Ey, = Ey,; por
tanto

1
o] cOs v = > 3cEo

E)sena = %Eg

Sustituyendo € = 3=, v dividiendo la segunda ecuacién por la primera
tenemnaos,

tana = %\/j ~{), 19

El angulo que forma el campo eléctrico con la normal a la superficie de
transicion es,

o = 10, 76°



Capitulo 5

ENERGIA ELECTROSTATICA

51 INTRODUCCION

5.1.1 ENERGIA ELECTROSTATICA

La energfa potencial debida a la interaccion de cargas estdticas recibe
cl nombre de cnergia electrostatica. Esta energia es el trabajo necesario
para situar las cargas en sus posiciones respectivas. Dicho trabajo se hace
mediante fuerzas que en cada punto son del mismo médulo y direccion pero
sentido contrario al que tiene el campo clectrostéitico.

La cnergia electrostitica considera las posiciones relativas de las cargas,
sin tener en cuenta la energia de creacion de las propias cargas.

Si tenemos una carga g en el seno de un campo cléctrico E, el trabajo
del campo para trasladar la carga desde un punto a otro es:

2 2
W, = f E-dl = —q] VV.dl = —g(Va — V1)

El trabajo que 1.'1::a,liz('m las fueréas contra ¢l campo, sin que varie la
cnergia cinética de la carga. es de signo contrario al obtenido anteriormente,
ya que la fuerza es de signo opuesto en cada punto del recorrido. Este trabajo
es la variacion de energia electrostidtica del sisteina debida al traslado de la
carga desde un punto a otro.

We =¢q(V2 - 11)

Si consideramos el punto 1 situado en el infinito ¥ el origen de potenciales
en dicho punto. V1 = 0, la energia electrostdtica de una carga en un punto
de potencial Vs es:

W, = ¢V
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5.1.1.1 Energia de una distribucién discreta de cargas

La energia potencial de una distribucién de cargas cs el trabajo necesario
para situar las cargas en sus respectivos puntos. Situar la primera carga no
requiere trabajo, ya que suponemos no existe campo debido a otras cargas.
Trasladar desde el infinito al punto correspondiente las sucesivas cargas,
requiere vencer la fuerza del campo creado por las cargas situadas anterior-
mente,.

Si se trata de un sistema de N cargas puntuales, la expresién que se
obticne para la energfa clectrostdtica es:

1
S PR (5-1)
3_1 L1 o ik
La comilla que figura en el segundo sumatorio significa que son nulos los
términos en que 7 = k, es decir, que se excluyen los términos j = k. En la
expresion (5.1) el término,
N
1 Gk

4e, il
P ik

Vj

es el potencial en el punto donde se sitiia la carga § debido al resto de
las cargas. Teniendo en cuenta la relacion anterior, la expresién (5.1) queda
de la forma:

1 N
We =5 Z_; q V; (5.2)

La ecnacion (5.2) expresa la energia clectrostatica del sistema de cargas
puntuales.

5.1.1.2 Energia de una distribucién continua de cargas

Cuando se trata de una distribucién continua de cargas, las cargas pun-
tuales se sustituyen por la carga elemental pdi’, si se trata de distribucion
volumétrica o o ds’ si es superficial. El potencial en cada punto, como veia-
mos ¢n la leccién dedicada al potencial, es:

Vir) 1 / p(r)dv’ N 1 ] o(r')ds'
dre, v |r*r’| —'1‘."1'50 gt II‘-—I"l

La expresion resultante para la distribucién continua se obticne sustitu-
yendo en la ecuacién (5.2) el sumatorio por la integral de volumen o super-
ficie, las cargas puntuales por pdv' o ods’, y V; por el potencial indicado
antes, de forma que la encrgia electrost4tica en este caso es:
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W, — %]‘ p(r)V(r)dv + %_/5 o(r)V(r)ds (5.3)

5.1.1.3 Energia de un sistema de conductores cargados

Un sistema de conductores se puede considerar como un caso particular
del anterior, si consideramos que en un conductor toda la carga se distribuye
sobre la superficie y dicho conductor es un volumen equipotencial.

Para cada conductor 7,

1

. 1 _
- / o(O)V (r)ds = ~Q;V;
2 Jg 2

Como p = 0, la integral correspondiente es nula. Si se trata de N
conductores,

N
a 1
We = 5 ; Q;V; (5.4)

La ccuacion (5.4) expresa la energfa electrostédtica de un sistema de con-
ductores.

5.1.2 ENERGIA EN FUNCION DE LOS VECTORES DE
CAMPO

Con frecuencia interesa calcular la energia clectrostdatica mediante los
vectores de campo D y E. Para obtener una expresion de la energia en
funcion de dichos vectores se parte de la ecuacion (5.3). Teniendo en cuenta
que V-D = py D-n = o; si utilizamos la relacion vectorial V - (VD) =
VV-D 4D - VV e integramos la expresion resultante sobre todo volumen
o superficie en que exista campo, encontramos que,

.
W, = — ] D - Edv (5.5)
2 Jv

El volumen de integracidn, en general ocupa todo el espacio; en las zonas
donde los campos se anulan la contribucion serd nula.

Cuando se aplique la ecuacién (5.5) a campos producidos por sistemas de
cargas en los que interviene alguna carga puntual, debe restarse la energia
propia de la carga, o energia de creacién de la carga, que es infinita.

Un ejemplo es el de una carga puntual aislada situada en el origen de
coordenadas. El trabajo realizado para trasladar dicha carga desde el infinito
es nulo, ya que no existe campo que se oponga al movimiento. Aplicando
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la ccuacion (5.5) nos da una energia infinita. E es infinito para » = 0, que
corresponde a la energfa propia de la carga.

Se denomina densidad de energia clectrostdtica al término que aparece
cn el integrando de la ccuacién (5.5),

di,
dv
5.1.3 FUERZA Y PRESION ELECTROSTATICA
5.1.3.1 Sistemas aislados

1
=1 = §D O (5.6)

La fuerza y momento estdn relacionados con la cnergia del sistema. ya
que el trabajo mecdnico es igual a la variacién de cnergia en el sistema con
signo negativo,

F.dl = Fpdr + Fydy + F.dz = —dV,

lo que es consccuencia de la conservacion de energfa. De la ecuacion

anterior se deduce que,

F=-VW, (5.7)
Si en lugar de un movimiento sobre un camino, se trata de un giro sobre
un eje,

dW =T dfl = Ndf = —dWV,.

Enlos sistemas aislados se conserva la carga, por lo que se suclen expresar
las componentes de fuerza y par de la signiente forma:

W oW, O,
Fo= - (‘l“_, ) . Fy—- ( iy ) F=- (“’.}1 ) (5.8)
d.l Q y Q ( £ Q

oW’
i, — Ly — — L4 : ; — : l"
Ni =T, (395 )Q ; (i=1,2,3) (5.9)

5.1.3.2 Sistemas no aislados

Si un sistema de conductores estd unido a unas baterfas que proporcionan
un energia dW, la conservacion de la energia requicre que,

dW = dWW, — d7

Se demuestra que la energfa que suministran las baterias es 2dW,, por
lo que en este caso,

F=VW, (5.10)
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LLas componentes de fuerza y par, dado que las baterias mantienen los
conductores a potencial constante, son:

F - (aﬂ,,) . F, = (au-e) o (anp_) (5.11)
dx /y oy /vy 0z Jy-
oW,
T o= T — . : ]
N; = T; (36‘1- )1' s (i=1.2,3) (5.12)

5.1.3.3 Presion sobre la superficie de un conductor cargado

Para calcular la fuerza eclemental AF' sobre una superficic AS de un
conductor cargado, suponemos que la superficie del conductor se desplaza un
distancia dr en la direccion normal a la citada superficie; cono consecuencia
de ese desplazamiento la energia disminuye en,

AW, = —%D .Edx AS

ya que dentro del conductor el campo es nulo. Aplicando la primera de

las ecuaciones (5.8), suponemos sistema aislado, tendremos que,

AF = %D-EﬂS

La presion sobre dicha superficie sera:

AF| 1
:—lﬂsl ~3DE (5.13)

5.1.3.4 Presion sobre la superficie que separa dos dieléctricos

Si procedemos de una manera similar a comno hemos operado en el apar-
tado anterior, y tenemos en cuenta la continuidad de las componentes tan-
genciales de E v la de las normales de D, (suponemos ¢ = 0 en la superficie),
llegamos a la siguiente relacion para la fuerza elemental.

1 D?
AF=§(62—61)(E‘3+ R)AS

£152

La presion sera,

1 D?
152

Donde 1 v 5 son las respectivas permitividades de los dos medios, F;
es la componente tangencial de E y D,, la normal de D.
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5.2 PROBLEMAS

PROBLEMA 5.1

Disponeinos cuatro cargas como indica la figura 5.1

1) Calcular la energia clectrostatica de la distribueion.

2) Desplazamos la carga 3 una distancia d/2 hacia la izquierda, mante-
niendo fijas las restantes cargas. | Es mds estable la disposicion anterior que
esta?

1 2 3 4
sec—>0 . .
q -q q -q

Figura P5.1
Solucién

No se tiene en cuenta la energia propia de las cargas.

1)
Calculamos la energia electrostitica del sistema mediante la ecuacion
(5.1), que en este caso se expresa de la forma siguiente:

1 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 7
- of 4,4 _ 4 ST S )% 3
We 8«50(( d " aa 3d)+2( d.+2d.) d)

1 14¢°
dre, 6 d

W, =

2)

El desplazamiento de la carga 3 hacia la izquierda supone una modifica-
cién de la energia, cuyo valor se calcula utilizando la misma expresién que
en el caso anterior:

1 q2 2@'2 Q‘2 2(}'2 Q'2 21}’2
W! = —9= Lao=i Dot | _ ofd O oD "
‘ S?TEO( dV%3d %33 %7 T2 “3d
1 174%
W =— 2
N 4me, 6 d

Comparando los valores de We y W/ podemos obscrvar que la segunda
distribucién tiene una energia mas negativa que la primera, por tanto es mas
estable o se aproxima a un punto més estable.

PROBLEMA 5.2

Disponemos un sistena de cargas como indica la figura 1°5.2,
1) Calcular la energia clectrostédtica del sisteina.
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2) Si la carga 2q sufre un desplazamicnto = = L /2. suponiendo que las
otras cargas no s¢ mueven, caleular la variacion de cuergfa que experimenta
el sistema de cargas.

Vi
- 4o o L
. . o u >
: 24 3 W
% y S
~ o
X L - 4q
Figura P5.2
Solucién
1)

La energia del sistema es igual al trabajo necesario para disponer las
cargas como estan situadas en la figura. No se tiene en cuenta la energfa de
creacién de dichas cargas.

Para ealcular la energia del sistema utilizamos la ecuacién (5.1). En este
CARO: 1 5

E ¢ q
W, ( Saryia T T +8Lv’“+247)

1 q2
F ~ 2 <.
W, ~4,3 T

2)

La variacion de energia se debe sélo a la modificacion de la posicién
relativa de la carga 2¢ con respecto a las cargas que estdn situadas en los
vertices del cubo.

AW, = W, - W,

Donde W, cs la energia del sistema cuando se desplaza la carga 2q.

Para calcular esta energfa tenemos en cuenta W, ya que el inico término
que sc modifica es el primero que corresponde a la interaccion entre la carga
2q y el resto de las cargas dispuestas en los vértices.

i 1 2¢° 2¢* g’ q° q°
W' = 8| — — + 24 + 8 424
¢ 8me, ( ( (1/2)v2L  \/3/2L L L3 12
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por tanto,

L2 2q 24°
A““_Swo (b( (1/2)\v2L \/_L) (]/‘7)Lx/_)

1 ¢
AW, ~ 0, {».547&‘) B

De la expresién anterior se deduce que la energia del sistema con la carga
desplazada es mayor que cuando 2¢q estd en el centro del cubo, por tanto es
mas estable el sistema en la posicién inicial de las cargas.

PROBLEMA 5.3

Dado el sistema de cargas indicado en la gura Ph3. calenlar la energia
del sistema cuando la carga (@ = — 4y estd en las dos posiciones siguientes:
1) en el pimto (0. 0. a): 2) en el punto (0. 0. 0). jPermanccerd estable en
alguna de las dos posiciones? Razonar la respuesta.

2| 0=—14q
L ]
q_/
'-'
qa—— — O -qu
/g a
X

Figura P5.3

Solucién

1) Punto (0. 0, a)

Calculamos la energfa de un sistema de cargas mediante la ecuacion (5.1),
Obtenemos primero el término que corresponde a las cuatro cargas sobre el
plano XY. Vemos que hay dos interacciones segiin las diagonales y 4 segiin
los lados del cuadrado que forman las cua.tl'o cargas. Entunrm tenemos,

) 1 (12 qz
— 4— | = 2
Wo 87e, (8(1\/_ + 2{:) e, ( V2 + ) a

Ahora hay que aiadir la energfa de interaccion de la carga @ con las

demas,
.1 (—4g)q
M= 87eo (8 av/2 ) 47&08\/_
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Entonces la cnergia total es,

W(0. 0. a) = Wyt Wo = ! ‘i—g ((2v2+1) - 8v2)

1 q¢°

TEg @

W (0, 0, a) ~ 7, 485

2) Punto (0, 0, 0)
La parte 1, no cambia y sélo tencmos que volver a calcular Vo,

@~ 8wz, a ime, a
Luego,

, oy T . I ¢
(0, 0. 0) = W, + WY, — ((2\/§+ 1) ~ m) ~—12,1712—L
drea MEQ Q

(jz

V(0, 0, 0) ~ —12,172 —

W(0,0,0) ' dme, a

Vemos que 11(0, 0, 0) < TW/(0, 0, )
En cualquicr punto del eje Z,
- 1 3 (—4q)q . | 16 f
S?TEU A ﬂr2 + Zz 47TE(1 AV 1+ 232 a

Como 11'5 < Il’(";, s¢ deduce que W0, 0, 0) < W/(0, 0, 2) para cualquicr
valor z # 0. por lo que el punto (0. 0. 0) es un mimimo de energia y por
tanto la particula con carga () = —4g permanceera estable en cse punto.

PROBLEMA 5.4

Calcular ¢l potencial en los puntos A, O v B indicados en la fignra 5.1
debido a las distribuciones lineales de carga - X v A dispnestas sobre sendas
circunferencias de radio a v centros sobre ¢l cje Y oen los puntos A v B
respectivaniente.

JEn cnal de los tres puntos indicados estard una earga puntual ¢ en una
posicion nmids estable? Razonar la respuesta.

V4
-A
a_| 0 -
A ._,"r Y
.r"{. X

Figura P5.4
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Solucién

Calculamos de manera genérica el potencial en un punto del eje debido
a una distribucién lineal como la indicada en el problema. Este potencial

debido a una de las circunferencias es
V- 1 ™ Nady B Aa
Aneo Jo R+ a?  2e,\/y? + a?

El potencial en los puntos A O y B serd

V(A) = V_A(A) + Va(A) = =2 4 e - A(1l§)

2¢0  2e0v/(a +a)? + a? 2, 0

-2 ) M2

4e, de,,

i i ) B —Aa A A V5

D
La energia de una carga puntual ¢ en cada uno de estos puntos vendria
dada por

V(0) = Voa(0) 4 Wa(0) = =0

W =qV
Los cédlculos realizados muestran que en el punto A la carga tiene una
encrgia potencial menor y por tanto es el punto més estable.

PROBLEMA 5.5

Partiendo de una esfera de radio a. que tiene una carga (2 en la superficie,
se micia la acumulacion de carga sobre una superficie esférica de radio b
(b > a), concéntrica con Ja anterior.

1) Calenlar ¢l trabajo realizado para acumular sobre Ia superficie esférica
de radio b una carga ¢ = /2.

2) Comprobar que este trabajo es ignal a la variacion de energia elee-
trostdtica calculada mediante la ccuaciéon (5.5).

Solucién

1)

El trabajo total se obtiene sumando el trabajo realizado para acumular
la carga /2 sobre una esfera de radio b, que estd a un potencial ¥y debido a
la carga () sobre la esfera de radio a, més el trabajo necesario para acumular
la carga 2/2 sobre la esfera de radio b, teniendo en cuenta su propia carga.

m:%ﬁ
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Trabajo para levar /2 al potencial Vi debido o L carga @ sobre la
esfera de radio a.

1Q .,

S, 8
Trabajo para llevar 2/2 al potencial Vo debido a la carpa (/2 sobre la
exfera de radio b enando suponemos gue no existe coga sobre la esfera de

rachio a.

G
b Q
i
a
Figura P5.5
Los respectivos potenciales son:
: I ¢ , L Q)
g Py S i

bre, b L7, 20

La cnergia total serad,
. . ) 1 1Q* 11
ke < et ) LG
dnc,2 b (At I/,
I H?

i =
“ dac,8 b

2

Piva caleular la integral que nos proporciona la energian anles v despues
de acumular la carga. debemos tener en cuenta las signientes consideraciones:

a) El la zona (00 < < b el caanpo eléetrico no cambias v gne solo depende
de Ta carga () sobre la esfera de radio a: eomo conseenencia en esta zona no
varia Ia energia en el proceso de acumlacion de carga.

) Los campos antes v odespués del proceso de acnmmlacion, obtenidos
aplicando el teorema de Gamss, son respectivamente:

| O I 3¢
E - —=u, : E; - —“{,"r
ime, - dac, 2r-

Antes de la acmnulacion
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1 2 - 1 O [>*dr
‘l'f'l — %EO /EQ‘I[} — %Eof( Q) 'l"ﬂ.r':l"-_lir i Q / 1
B ' b

4“50 3‘2 2 —171-":0 I’Q
1 Q?
d7cs, 2b

W =

Después de la acnmnlacion,

: ]_ ] 3 2 ] ( 2 9 N (h'

2 A7z, 4 32
W = l gQ—Z
’ dwe, 8 b
W= Weo — Wy = LQ—A (E - 1 = : !'_)Q_z
dme, b \ B 2 imco R b

Valor que coincide con el calculado para el trabajo realizado cu el proceso
de acumulacion.

PROBLEMA 5.6

Tenenios nn sistema de cargas constituido por tna carga (0 distribuida
uniformemente sobre nna esfera de radio K. y otra carga —() sobre la capa

esférica. coneéntrica con la esfera, de radio R = 517 v espesor despreciable
frente a .

1) Calenlar el campo en funcion del radio r.
2) Calcular Ia energia clectrostatica del sistema.

7} Si quitamaos la mitad de la carga —Q de la capa estérica. jenal serd
[a variacion de cnergia clectrostatica del sistema’?
Solucién

1) Campo eléctrico

Dado que el espesor de la capa es despreciable frente a R, podemos
suponer la carga —(Q concentrada en una superficie esférica de radio i = 517,
1.1) Campo en la zona 0 <v < IR

Teniendo en enenta la simetria esférica de la distribncion, aplicamos el
tcorcma de Gauss con.

e (1/3)nR3
Para una superficie de radio r < R,
1 Q 1. L Q
F. 1 ,2__—'_ il - =~
e Y e T K ire, R
E, = b4

1 ﬁ?‘ ;- 0 E r E R
<o
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1.2) Campo en la zona R <y <HR
Procedemos aplicando el teorema de Gauss sobre una superficie esférica

de radio r > Ry < 5. En este caso la carga encerada es Q. lnego el campo

sc calcula de la forma siguiente:

1
E, dmr? = @ » B = @ -
Eo b, 1
1
E; = Q —u, R<r<ihiR
Ame, 12

1.3) Camnpo en la zona r > 5R

Aliora la carga que se encierra por una superficie esférica de radio r > 51
es cero, ya que en la capa existe la misma carga que en la esfera de radio R,
por tanto el campo serd nulo,

Es=0 r>5R

2) Energia electrostdtica

Como el campo para r > 5% es nulo, los lfmites de la integral seran 0, ¢
v R, bR, que son las zonas donde existe campo.

1 R bR ‘
We =S¢ ([ El4rrdr + E:f*lmgd.r)
2 " \Jo R
1 Byr 1 @ \° RO 1\2
""a_ - — 7 4 .21. s 1 "Qd'*
=R L (—lm?o R""i) W Gr~ /R (‘lm‘ﬁ r2 e

w2 ([ [Py @ (2 1
“ 8me, \ BRI rlp | 8w, \BR bHR R

; Q*
We = 8me, It
3) Energia después de quitar la carga —Q/2
Cuando se quita la carga —Q/2 de la superficie de radio 5R, el campo en
las zonas donde r < 5F no varia. por tanto no varia la densidad de energia.
Por otra parte, ahora el campo no ¢s nulo para r > HR. va que las cargas
de la capa no compensan a las de la esfera de radio R.

El campo para r > 5R cs:
1 Q Q
Edmr? = — -=) = FE=—=
" Eo (Q 2) " Bmeor?

37 - 3
S8 r?
La variacion de energia electrostéitica cs,

14 1 > ra >
AW, — —/ FoEg-iTl'?'ﬂdT — ‘_j Eo (Lz) Amr?dr = - @ [-—1]
2 SR 2 5R 8']1'&'0?' 32w £o Tien
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- Q
Rl 1607, 12

El anmento de energia del sistema A, es el trabajo que se necesita
para arrancar la carga —Q/2 de la capa esférica.

PROBLEMA 5.7

Una carga cléctrica @ se distribuye sobre una esfera dicléetrica de radio
R y permitividad £, de forma que las densidades de earga scan:

R
£ =Py (—]) para 0<r< Ry p=0para r >R
r

1) Calcular p, en funcién de Q vy R.

2) Calcular la energia electrostatica de las dos formas signientes:
1¢ Mediante la expresion (5.5).

2¢ Mediante la expresion W, = (1/2) [ pV (r) dr.

Solucion

1) Densidad de carga
El ¢ilenlo de p,, se hace de la forma siguiente:

R
Q) = /,n dr*:pﬂ}?[ "'—l.al'zr;"‘!d‘r: :Z'rrp{,f?:"
Jv Jo
Q

Po = orips
2) Encrgio eleetrostitica
2.1) En primer lugar caleulamos el canipo eléctrico debido a la distribu-
cion de carga.
Se distingnen dos zonas, ma en la que 0 < < Ry la otra para r > R.
Dada la simetria estorica de la distribucion aplicamos ¢l teorema de
Ganss.

Parat)- r<- R

sedne? = i_ [I fr,,—l:;'l-midr' =S Li_f_’?rp{,lfr")
= Jo 3
ol p{;” N 4731':2 Pl S E%?”“
Pava r - I?
Folm? = -}Q = f%—ﬁp”ff:i
Despepando Foteneinos. h .
i I P N

e, r?
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La encergia electrostatica se caleula de la forma signiente:

L L ftr Q@ N, . 1 ™ N,
Hﬂ:;jf.ﬂ (m) 4mr dr--ﬁ—iw.[h’ (T?T__;? lor=d

- 1 Q* F_1 Q* Q[ | |
© GdwsR O 24ms, R AR\ 6o T 2,
T 1 St 3 (,')3
T 9w e, R
2.2) Comenzamos por calenlar ¢l potencial debido a la distribucion de

carga. Utilizaremos el campo calculado en el apartado anterior. v tomamos
como referencia de potencial Vi) = 0.
Para r >~ IR

g )
Vo(r) — Vi(x) = ~ / E, -dr - @
Jx bmo,r
Q
15(r) = ———
2(r) At

Para < r <R
Tentendo en cuenta la continmidad del poteneial e 1L es decir. gue.

. i (

I (’
imm4gm:—[Erm;—iﬂn;q
IR P A
por tauto.
. 0] (2
Vi(r) = =(? —r
(r) 4re IR i -1?1’5”2( r)

La energia calculada mediante p y V. en este easo nos permite considerar
solo la zona r < R, va que para » > I la densidad de carga p = 0. Poniendo
los valores de p v Vi(r) tenemos que,

-1t
W = = —Q-—R ( @ t «@ (” f]) lrrdr

2 Jo 2xR% v \dme, R Awe?
"W I oo+ 3-Q7
¢ YUy ez, RN
Podemos comprobar que W = W, como cabia esperar.

PROBLEMA 5.8

Disponemos de un condensador plano, de espesor d y cuyas caras tienen
un lado de longitud L. figura P5.8. El dicléetrico que existe entre las placas
ticne una permitividad £ = g,(1 + y/L). Sc aplica al condensador una
d.d.p V.
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Se desprecian los efectos de borde.

1) Calcular los vectores D v E.

2) Caleular la energia almacenada en ¢l condensador,

Solucion

1) Vectores D y E

En la solucién de este problema debemos tener en cuenta las condiciones
que dehe r:umpllr el campo cléctrico, que son:

1¢ J‘O E.-dzu, =V,

2¢  Las componentes tangenciales de E son continuas sobre todos los
planos perpendiculares al eje Y

Z

L

s X
Figura P5.8

De las dos condiciones anteriores se deduce que ¢l campo es uniforme en

la zona cntre placas e ignal a

Utilizando la ecuacion constitutiva D = calculamos D.

v, N
D=—-—u, = ¢, (1 ‘—) —11.
+ L) a%
2) Energia
Calculainos la CIlLI‘gfd mediante la ecuacion (5.5) y los valores obtenidos

anteriormente pala Dy E

2 L
[ D - Edv = % (%) EQA Ld(] + %) dy

3 V2

I‘E = ZEOL T

PROBLEMA 5.9
Sea mn condensador cilindrico indefinido de radio imterior e y radio ex-
tevior b. El espacio entre ¢l conductor interno y el externo esta ocupado por
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un material de permitividad £ = £,(b/r). Los conductores se encuentran
conectados a una bateria de manera que la d.d.p. entre ellos es 1V,

Calcular los vectores E y D en ¢l espacio entre conductores v la energia
clectrostatica por unidad de longitud.

Solucién

1) Céalculo de los vectores E y D

Aplicamos el teorema de Gauss a nna superficie cilindrica de radio a <
r < by longitud L > a, b.

/D+ds = D2mrL = Q@
J 8

Figura P5.9
La carga libre es la que aporta la bateria; por tauto, se distribuye unifor-
mermcnte por las superficies metdlicas, ya que el medio dicléctrico suponemos
que no conticne carga libre. En nuestro caso () se refiere a la carga encerrada
por una superficie gaussiana en cuyo interior esti el clectrodo cilindrico de
radio a. Podemos considerar una cierta densidad superficial de carga libre,
o. con lo que Q = ¢ 2wal.. Por tanto.

Q) a
D(r) = =01
() er'.'u‘LuF ro
Mediante la aplicacién de D = ¢E obtenemos,
D o
E(r) = (r) oa

T e
co(bfT)  €ob
que ¢s constante. Puesto que estamos aplicando una d.d.p., la cirenlacién
de E a lo largo de cualquier camino entre a y b tiene que ser ignal a V.
b
f E(r) - u.dr =1
LY

oa(b—a)

Vo=E (b—a)= ——=
o
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Despejamos o en [uncion de la tension 1,

3 b
7 = Ir;-{:o
uf{b—a)

Sustituvendo ¢l valor <l¢- o obtenemos E vy D.
b \;
U“—f’ (4]
D(r) = u, ; E(r) =
r b—ua
2) Encrgia clectrostilica

Caleulamos la cnergia W, aplicando la ecnacion (5.5)

L f
/E-Dth'

11,
Do b

“ = —
4 2‘

Tomamos die —= 2w Lrdr

I b ;,5‘.1(:» _l 2 b
I = — [ Yoy b Ve 2 Lrdr = 1 Y ———bs 2L [ dr
2), r b—ab—a 2(b— ;;} Ja

V2
om—2—1L
(b —a)
La energia por unidad de longitud 1, /L serd.
We m"bl .9
L b—a

W, —

[

PROBLEMA 5.10

Tenemos una distribucion de carga uniforie p. sobre una placa de espe-
sor 2a, menos en el hneco esférico de radio a que esta vacfo (vease la figura
P5.10). La placa se supone indefinida en las direcciones X e Y.

Calcular la densidad de energia clectrostatica. Obtener la energia clee-
trostdtica en ¢l volumen formado por el scctor de ecapa esférica que resulta
de la interseccién entre ¢l cono de dngulo 60¢ v las esferas de radio b = 2a y
¢ = Ja.

Solucion

Figura P5.10
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Calculamos ¢l campo eléctrico para z > a aplicando el principio de su-
perposicién.

El sistema sc comporta como una placa de espesor 2a y densidad p més
un esfera de centro en O y radio a con una densidad de carga —p.

En primer lugar calculamos el campo producido por una placa de espesor
2a y densidad de carga p.

Aplicamos el teorema de Gauss a un cilindro de altura b > 2a y base S

/El*dszg

Eo
Q=pV=rp(2a5)
1
QE] S = —pZu. S
Eo

de donde

a
El = p—u3
Ea

En segundo lugar, calculamos el campo producido por la esfera de radio
a y densidad de carga —p.
Aplicamos el teorema de Gauss a una esfera de radio 7 > a

/Eg-dﬁ:gr

1 4
Eydrr?® = —(—p) =ma®
Eo 3

de donde
3

pa
Es = — Uy
3eor
El campo eléctrico en la regién z > a es

Er=E; + Es

3
pa pu
Er =20, - L,
Eo deor
La densidad de energia electrostdtica vienc dada por,

1 1 |
ED E = EEGE ‘E = EE“EE

'u;le =

En cste caso

E=E; =E; +E;

1 1
we = 3o (E; + Eq)? = 50 (E? + E2 + 2E; - Ep)

Sustituyendo los valores de los campos tendremos,
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] 2 .
1 pa? pa’ pa pa’
We = =&, — ] 4 {- - t2———u.-u,
27 (( E(,) (._’)E0 e Eo 36,12 ?
Dado que u; - v, = cosé
3
COS 9)

1 pa 2 ; pa’ : P pa pa
We = =&, . = | = ,
S £o 3,12 o 35,12

La energia electrostdtica viene dada por

g
W, — ~¢, / E2 dy — / i
2 v v

. =
teniendo en cuenta que dv = r* sen Odr df dp, v que

Sustituvendo 1w,
los limites de integracion para las variables son respectivamente:

v varia enfre Oy 27, r varfa de 2a a 3a v 6 entre 0 y 30°.

1 2 3a pa 2 pad 2 /6
W, = =g, ! i 2y sen 0 do
1 2 ./ S {-/24:- (( En) M (35012) n /{] B
_3 /6
+/ Qpa, dfrf cos f} sen 9(19}
2(( ‘—ﬂ 35(;? [}

s ]‘ ) pu i 3u,[_ H]ﬂ/ﬁ N Pﬂ3 2 1 Ja I_ H]ﬂ/"b
e = 5w 3 cos 6], " ; cos

Eo %

pa pu

+ —5: 3.,0 gﬂ [5011 9] }
1)? 1¢ 1 ] 3 -
W, — (pa) - 9a’ _£) — — —)(1 \/_)+;(a.)(—)2

€o 3 9 2{1 3a 2 3 2

(pa) V319 1 1
We = Eq ! 2 3 u b4 M 12

Realizando operaciones queda,

2.8 2O
.o (695 343
]“ T . 3
A & ( 108 108 V3
La fraccién de la energia del sistema que obtenemos caleulando sobre el

volumen considerado seri:
pa o

Eo

We =~ 2,935
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= | -, se coloca entre las placas de un

PROBLEMA 5.11

Un dicléetrico de permitividad

B2 10y

condensador de superficie S = 1 em?, su espesor es d = 1 em. v ocupa todo
el espacio entre placas. Cargamos ¢l condensador a una dud.p. Vo= 1000

voltios.
Suponemos despreciables los efectos de horde.

1) Claleular la energia electrostatica en ol condensador,
2) Desconectada la fuente de 1000 V. separamos las placas hasta ue su

distancia sca 2em. véase la figura P5.11. ;Qué dud.p. existe ahora entre las
placas? ; Cudl ha sido la energfa necesaria para realizar el proceso?
I cm

2 em

h I cm
Figura P5.11

Solucion
En primer lugar calculamos el campo aplicando la condicién que debe

1)
cumplir, es decir, aplicando [E-dl =1V,
1000 .
=107 [V/m]

Vo _

E:E"mm

La energia seré,
.1
We = > /1 D-Edv

El vector D = ¢E = 4¢,E. El volumen cs Sd = 1079 my?
1 iy
We=3D-E(5d) = -;*460(1(}")‘!10—6

W, = 2,10" =2 x 885 x 10 2 x 10" ~ 1,77 x 1077 [J]

2)
Las placas se desconectan del generador, por lo que en el proceso se
conserva la carga @, y dadas las condiciones del problema, las componentes

normales del vector D son continuas,
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D—_"Dnl=Dn2=%

Antes de desconectar la pila y separar las placas, es decir, con el campo
obtenido en el apartado anterior, la carga sobre las placas es,

Vo
% =eE-n= Ej
por tanto.
D = E%
Ahora el campo en los dos medios sera:
E, = LR 1 —4E =4 %x10° [V/m]
1’_50_500!_' d_
D _V, s
Eg=—==2=10° [V/u]

La d.d.p. V en la nueva posicién de las placas se obticne de la forma
siguiente:

V=FE;d+ ZEQ,g =d(Eq + E,)

V=102 x5 x 10° = 5000 voltios [V]
La energfa necesaria para realizar el proceso es la diferencia entre la
cnergia en la segunda posicién menos la energfa cn la primera.

En la segunda posicién de las placas,

1 1
W, = %EOEE S 2; +5eEq Sd = 58d (e,E} + €Ej)

Sustituyendo los valores respectivos obtenemos.

1 [
W! = 510—4 x 1072%¢, (16 x 10" 4 4 x 100} = ¢,10°

La cnergia necesaria es,
AW, = W, — W, = (10 — 2) g,10" = 8¢,10*

AW, =8,85x 10 2 x 8 x 10" = 7,08 x 10 7
Esta energia es la aportada desde el exterior para separar las placas.

PROBLEMA 5.12

Un condensador plano de superficic S y espesor d se carga mediante una
bateria a nna dul.p. V;,. Después de cargado desconectamos la hateria. Sin
tocar las placas introducimos una lamina metalica de espesor d /2.

1) Caleular la densidad de energia electrostatica antes v después de in-
troducir la lamina metalica.
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2) Caleular la energia total en ambos easos. [En qué se ha invertido la
diferencia entre las dos energias?

Se desprecian los efectos de borde.

Solucién

1)

Para calcular la densidad de energfa utilizaremos la ecuacion ( 5.6). Dado
que se desprecian los efectos de borde. podemos considerar el condensador
como si tuviera las placas indefinidas, lo que se traduce en que el campo s
uniforme en el interior del condensador y nulo en exterior.

En primer lugar calculamos los vectores de campo E y D.

Antes de introducir el metal:

V Vo

/E'dl:"; S E:Fa; y 'D:EOE:EG—E
1 1 V2
We=g o E=yte

Alintroducir una ldmina metdlica, permaneciendo asilado el condensa-
dor, la carga del condensador no cambia, por tanto D permanece invariable,
y lo mismo ocurre con E en las zonas comprendidas entre ldmina y placas.
El campo dentro de la ldmina conductora es nulo.

La densidad de energfa cn las zonas no ocnpadas por la lamina serd la
misma que en el caso anterior.

2) Energia total

Antes de introducir la ldmina,

W, = f wedv
v

, 1 V2
We =w.S5d = 55(,.5' 7"

Después de introducirla los vectores de campo siguen siendo los mismos,
lo tinico que ha cambiado es el volumen donde existen dichos campos, que
s¢ ha reducido en Sd/2, por tanto:

2
W! = woS(d — g'} N %E(,S %-
La variacion de energfa es:
AW, = W, — W! =¢,8 iy (1 — 1)
| ' c T d \2 1
1 %5

AW, = ZEOS s
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Aunque el campo no cambia, la energfa disminuye ya que dentro de la
ldmina se anula el campo y en consecuencia la cnergia correspondiente al
volumen ocupado. La introduccién de la citada [dmina lleva aparejada una

disminucién del potencial entre las placas del condensador,

d d 1
=F - '_'"_—_f;)
V 4+E4 5

La diferencia de energia se ha invertido en el trabajo realizado por cl
campo para introducir la ldmina entre las placas del condensador.

PROBLEMA 5.13

Entre dos placas conductoras paralelas, circulares y de radio I7. se intro-
duce un disco de material deformable v permitividad . Las caras del disco
permanecen siempre en contacto con las placas conductoras. Inicialmente el
disco tienc un radio R, y espesor d,,.

Manteniendo fija la placa inferior, existe una fucrza F sobre la superior
(vease la figura P5.13), de tal mancra que el espesor de disco decrece y
aumenta su secciéon. Durante el proceso el disco no pierde naterial. su
seccion permanece circular y las placas se mantienen a nma dud.p. 15,

Calcular la fuerza de naturaleza clectrostatica sobre las placas conduc-
toras.

Suponemos despreciables los efectos de borde y ¢ue la permitividad € no
varia.

Figura P5.13

Solucion

Calculamos la fuerza electrostitica a partir de la energia.

En primer lugar calculamos el campo entre las placas. Dada la estructura
del sistema, las componentes tangenciales del vector E son continuas en la
superficie de separacién entre los medios. Por otra parte, como la baterfa se
mantienc unida a las placas, en todo momento,
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. ' .
]E-dlzl-o — E:ﬁ

Dc la continuidad de las componentes tangenciales se deduce que
E es ol valor calculado anteriormente en todos los puntos entre placas. Los
valores del vector D sc obtienen mediante la ccnacién constitutiva D = ¢E.

Dentro del material

|
Dy =¢cE =¢—
ol
Fuera del material
| DA
D2 — EoE — E(}F

La energia electrostatica serd,
We = % (eBPmrd + e B n(R2 — v2)d) = % (71?dE* (e — €,) + mR2de , E? )
Dado que la cantidad de dicléctrico entre placas no varia,
TTR?} d, = mrd

Llevando la relacién anterior y €l valor de E a la ccuacién de la energia
W, obtenemos:

-1 2, Vo 2 Vo
Il[ e & R(J fEO?(E p E(J) + ?TR £U

2 d
La fuerza cn este caso se calcula mediante la ecuacién:

O,
b= ( dd )1-

1 2 o W
F p— —§ QWROd{} (E - EU‘) ——— —|— -‘I‘TR fﬂ

& &2
A un aumento de la distancia d corresponde un disminucién de la energia.
por tanto I' tienc sentido contrario al aumento de la separacién entre placas
d, es decir, tiende a unir las placas.

PROBLEMA 5.14

Tenemos un sistema formado por dos ldminas conductoras, separadas
por tres placas de espesor d. La placa central es metalica v las otras dos de
material dieléctrico con permitividad & = 4dg,. La superficie de ldminas y
placas ¢s S. Unimos ldininas y placa conductora a una bateria de f.e.m V,
como indica la figura P5.14.1.

1) Calcular la energia del sistcina.

2) Caleular la presion que se ejerce sobre las caras de la placa metélica.

Se desprecian los efectos de borde.
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Nota: Al separar las placas dicléctrica y metdlica queda un espacio vacio
entre cllas.

Solucién

1) Energia del sistema

Calculamos la energia mediante la ecuacion (5.5). Para ello necesitamos
conocer los valores de E y D, que en este caso y en las placas dicléctricas
son:

Ez}-/fi; J'S}z.EJE:L;L';‘Ub
d d
_ﬂ' d d d d E. d
— | Ed
!
— V¥,
+
Figura P5.14.1 Figura P5.14.2
La encrgia serd,
w, =1 [ ep2ae =14 "';'23((: +d)
= = | — e s {
¥ Al 2
/4

]I’re —_ 4501q '—'2“
d

2) Presion

('aleulamos en primer lugar la fuerza sobre una de las caras y después la
presién mediante p = F/S. La fuerza se obtiene mediante la relacion entre
fuerza y energfa. En este caso la baterfa se manticne unida a las ldminas y
placa durante el proceso, por tanto sc aplica la ecuacion (5.10).

C'nando separamos la placa metédlica de la dieléctrica, los campos en
dicléctrico y vacio deben cumplir las condiciones siguientes: (véase la figura
P5.14.2)

Dy =Dy — Dil - Dd
colEy = eFky
[E-d.l: V, - E,x+ Egd=1YV,

De las ecuaciones anteriores para las componentes del campo se deduce
que,
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E, x+ ?‘E., d=V,

! Vo €0 Vo
‘E’sza.—“j ’ Ed:_E“:fvT.—H,
EX+EpC £ s +cod

Para calcular la fuerza sobre una de las caras de la placa metélica, su-
ponemos que la parte de la energia del sistema que corresponde a la zona
izquicrda donde no se modifica las condiciones iniciales no varia y es 1,,. La
parte variables corresponde a la zona derecha y su energia es:

W= %E‘DEE(ST) + %EEE;(S d)
Sustituyendo los valores de eFEy v E, tendremos,

! o s
9 . 3 jE .('.' i = ‘_1
" 2 (5;;'4-50(.[) (Ef (Sx)+e (,(‘Jﬁ'))

Sustituyendo ¢ = 1g, y realizando operaciones queda:

¥ r2 b
]I — 21’ E(_)__"'
4y + d
Calculamos la fuerza derivando la expresion anterior con respecto a la

variable r.
d S y S
dr dr +d (1r+ d)
(‘nando la separacién de las placas tiende a cero (0 — 0), la ecuacion
anterior para la fuerza queda:

F= —81"025{,2

d?

El signo menos significa gque la fuerza tiende a reducir la separacién .

La presion sobre cada cara de la placa metélica central es el médulo de
la fuerza dividido por la superficie S de la placa

B F 1,'2
PROBILEMA 5.15

Dos placas conductoras planoparalelas, separadas por una distancia o =
0.2 mun, de altura A vy anchura L. se introducen en un recipiente con un
licqmdo dicléetrico perpendicularmente a la superficie del liguido como indica
la fignra P5.15.1. La densidad del liquido es p,,, = 1.02 g/cm?.

Conectamos las placas conductoras a una fuente enya d.d.p. podemos
variar y medir con el voltimetro V.

Realizamos nna serie de medidas de la altura b aleanzada por el liguido
en funcion de la d.d.p. V. Los datos obtenidos sou los signientes
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V(vy 10 20 40 60 80
h(mm) 0,44 1,7 7 16 28.3
I} Representar graficamente los datos vy comprobar si es aplicable la
expresion tedrica que se deduce para la fuerza sobre wna placa dieléctrica.
En caso afirmativo calcular la permitividad del liquido.
Suponemos despreciable los efectos de borde, la tension superficial asf
como la variacién de la permitividad con la densidad p

m*

W

Figura P5.15.1
Solucion

En primer lugar representamos los datos sobre papel milimetrado, el
resultado se muestra en la figura P5.15.2a.

La curva obtenida parecc una pardbola. es decir, se puede expresar ana-
liticamente mediante una ecuacién h = KV72,

Para asegurarnos mads, representamos los datos en papel logaritmico,
como muestra la figura ’5.15.2b; comprobamos que es priacticamente una
recta, con una ordenada en el origen h, v una pendiente m que corresponde
a la expresion lgh = lg K + m lgV, resultante de aplicar logaritmos a la
ccuacion h = K V™.

La pendiente de la recta nos la da el exponente m. En nuestro caso
calculamos m mediante la grafica logaritmica, utilizando ¢l trisngulo ABC
indicado en la figura 1°5.11.3.

Medimos ADB y BC sobre la gréifica con una regla gradnada en

milimetros.
BC
m=— =2
AB
Aplicando lo expuesto a los datos de la gréafica, deducimos que la relacién

cntre h y V' es de la forma:

h=KVv? (5.15.1)
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Para comparar los datos experimentales con los tedricos, se calcula en

primer lugar la fuerza sobre una placa dieléetrica de permitividad e cuando
ésta sc introduce entre las placas de un condensador.

En este tipo de problcma la continuidad de las componentes tangenciales
nos lleva a que Ey = E, = V/d.

La encrgfa, aplicando la ccuacién (5.5), serd:

. 1 %S 1 VQ
4 =53¢ Lhd+ 30 L(H— h)d
h h
/ 20. /
257 1C
/ 10. /

M/

'Y
201 / 5. K
15+

101 / ' /A

0.1
0 20 40 60 80V |

a b
Figura P5.15.2

La fuerza se calcula utilizando la ecuacién (5.10), que en nuestro caso se
reduce a:

div 1Vv?
= = ——L(e —
dh ~ 2 q € <)
Esta fucrza es la que equilibra ¢l peso del liquido, que es:
P=p,ghdL
En el cquilibrio F' = P. por tanto,

IVZL( - hdl
5 e €0) = P gh

De esta igualdad se despeja h y obtencmos,

1(e &)

h=
2 pp, gd?

V2
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Vemos que la expresion (5.15.2) deducida tedricamente es de la misma
forma que la obtenida a partir de los datos experimentales, luego es aplicable
la expresion para la fuerza F' obtenida anteriormente.

Podemos concluir que se puede calcular la permitividad = con los datos
experimentales proporcionados y la grafica de la figura ’5.15.2b. Compa-
rando las ecuaciones (5.15.1) y (5.15.2) vemos que,

. la—=e
K=- -
2 p‘l" -q(fZ
de la ccuacién anterior despejamos € = £,¢6,
2K p,, gd? 2K p,, yd’
Er—lzi e =1+ Pm Y
Eo =

Los datos son:

9= 98lm/s, d=2x10"*m, p, — 1,02 x 10° kg/m?*, =, = 8,85 x
10~ "2(F /m).

El valor de K lo calculamos tomando el punto M de la griafica indicada
en la figura P5.11.2b. En dicho punto h = 7 mm= 7> 10%m v V" = 40
voltios, luego,
h Tx107°
VZ 1600

Llevando todos los datos a la expresion de €, calculamos su valor, cuyo
resultado es,

I ~ 4,375 x 107%

ep == 396,73
PROBLEMA 5.16

Entre las placas de un condensador de superficie S = w . disponemos
dos dicléctricos de permitividades 57 = 25, vy g9 — 15,. Concctamos el
condensador a una bateria de f.e.m. V, como indica la figura ’5.16. Man-
tenicndo conectada la baterfa, tirando del dicléetrico g5 lo separamos una
distancia y.

1) Calcular la encrgia clectrostatica del condensador en funcién de la
separacion y.

2) Caleular la fuerza sobre el dicléctrico ea.

Suponcemos despreciables los efectos de borde.

Solucion

1) Energia electrostitica
Calculamos la energfa electrostatica mediante la ccuacion (5.5).
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Dada la estructura v disposicién del condensador, la continuidad de las
componentes tangenciales del campo E nos lleva a que el campo es el misimo
cn los tres medios,

. V,
B =FE,=Fy=—
d
La cnergia serd,

1 h h
We = o (51_Ef u:d% +EOE3 wyd + EQEQQ u'd{é — y))

1 V2 h h
W, = —q—2 —te, S

h

h/2 ¥

Figura P5.16

2) Fuerza
Teniendo en cuenta que la bateria permancee concetada, la fuerza ge
caleula utilizando la ccuacion (5,10}, que en nuestro caso se reduce a,

aw, 1 V2
Sustituyendo el valor de Eé queda,
F i 11!;’25
= —SW—T€o
2 d

Fuerza que tiende a introducir el diclétrico entre las placas del conden-
sador.

PROBLEMA 5.17

Dos placas conductoras planoparalelas de superficie S, estan unidas a
una baterfa de f.e.m. Vg v dispuestas en un recipiente con liquido dieléetrico
de permitividad ¢ como indica la figura P5.17. La placa inferior se mantienc
fija con respecto al nivel del liquido, v la superior esta en el vacio a una
distancia z del liguido.

Calcular la fuerza cjercida sobre la placa superior.
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se desprecian los cfectos de borde.
Solucién

Utilizamos la aproximacion de placas infinitas para suponer que los cam-
pos son uniformes en la regién entre las placas. Llamarcmos (1) a la region
en vacio y (2) a la regién ocupada por el liquido.

Dado que en la frontera entre los dos medios dieléetricos no existe car-
ga libre v, ademads, los campos tienen todos la direccion u. perpendicular
a la superficie de scparacion liquido aire, se cumple la continuidad de las
componentes normales del vector desplazamiento D:

Dy = D
coB1 = €By
_,_,—'—'—'_"'_'_‘_'_‘_"‘—-\_._

/.—r”
e

Figura P5.17
La condicién para la integral de linea del campo eléctrico a lo largo de
cualquier camino entre las dos placas cs [ E-dl = V,. Sobre un camino
perpendicular a las placas,
E]_ z+ EQ d= l’;—,
Resolviendo ¢l sistema formado por esta ecuacion y la anterior,

. 3
E, =V,———
ol + =z

[
FEy = V,—2—
Eold ¥z

ry

Fl vector desplazamicento sera.
Dy =Dy =¢,EB1 = Vof—_

La encrgia del sistema es,

1 1 Ve \?2 1 Voeo )2
—— | D-Bdv=2¢,| —=— ) Sz =z 222 d
W 2 /‘ & 27 (fod+gz) S 7+ 2 (Eod. + £z &
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.t ] X S
We=—ee,V2———
2 cod + 2
Aplicando la ecuacion (5.10) obtenemos la fuerza. En este easo.
AW, 1, » WS

F [ —_— = E"—_
(o + 22)?

dz 27
La fuerza es negativa. ¢s decir, tiende a unir las placas.

PROBLEMA 5.18

Un dispositivo estd formado por una placa conductora cuadrada de lado
2d. A una distancia € cstan situadas dos placas conductoras rectangulares,
cuyos lados son respectivamente d v 2d, ver figura P5.18.

Entre las placas conductoras se introduce un dicléctrico formado por una
placa dicléctrica de dimensiones 2d" x 2d x ¢ (2d" < 2d), cuya permitividad
es £. Inicialiente el dieléctrico estda centrado entre las placas conductoras.

Unimos dos baterfas de f.e.m. V1 y V5 como indica la figura P5.18.

Calcular la fuerza sobre la placa de dicléetrico al desplazarse en la direc-
cion del ¢je Y.

Solucion
Z Ge
2d 1 [ J
+ ' S
e f j . :

d"Td Y

Figura P5.18

Para la resolucion de este problema hay que caleular la variacién encrgia
cléctrica cuando se desplaza el dieléctrico en la direccion del eje Y, va que
la fuerza cs F, = dWW/dy.

Calculamos la variacion de energia, di17 para un desplazamiento dy de
la placa dieléctrica. Este desplazamiento supone que un mismo volumen
de = 2d x e x dy pasa a cstar ocupado en la parte derecha por un dieléctrico
v queda vacio en la parte izquicrda.

dW = dW,; + dily
En general dW = 1/2E - D dw.
Analizamos cada zona por separado.
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a)
Placa a potencial V. El campo en vacio vy con dicléetrico es el mismo,
;
E, = ‘_f,luz v Dy =5E)
El vector Dyg en el dieléctrico sera:
Djg = cE,;

La variaciéon de encrgia debida al desplazamiento en esa zona es
1
dWV, — :2-2(.‘.' xe xdy(E;-Dj, —~E -D4)
s i Wi WiV
dW) =d xe xdy ( L Eo—l- — 4—1—5—')

¢ G e €

1
dVy = %l'f (eo — ) dy
b)

Placa a potencial V%5, Procedemos como antes. Ahora
|
E2t: — ? u. y DQ?J s EOE‘ZH
El vector Doy en ¢l dieléctrico sera:
ng o :.‘Eg
En esta zona pasa de vacio a tener un dieléctrico en el volunien elemental
dv. La variacion de energfa debida al desplazamiento en esa zona sera:
.ood
dlVs = —If’;f (e — €,) dy
e
La variacién de energia tofal
4 a ..
dW = =V? (g, — €)dy + =V3 (¢ — o) dy
_ ¢ €
Sacando factor commin (¢ — ¢,) y operando tencmos.
A .
dW = = (e — &) (V& — V) dy
C

v por tanto la fuerza depende de los potenciales de las pilas y es
dWw d
Fy=—=—(c—g,) (VFf -V}
1 du e ( "7) ( s 1 )



Capfitulo 6

SISTEMAS DE CONDUCTORES

6.1 INTRODUCCION

6.1.1 CONDUCTORES

De una forma genérica, podemos definir un conductor como un material
sobre el que lag cargas eléetricas se pueden mover libremente bajo la influen-
cia de un campo eléctrico. Los casos mas comunes son los metales como el
cobre, plata, oro, aluminio etc.

En condiciones estiticas el campo cléctrico dentro de un conductor es
nulo, de lo contrario se estarfan moviendo las cargas. Si ¢l campo es nulo,
la integral de linca a lo largo de cualquicr camino sera nula, por lo que el
conductor es un volumen que esta a un potencial, y la superficie que lo limita
es por tanto una superficie equipotencial. En resumen, en el interior de un
conductor,

E =0, V = constante (6.1)

Como consecuencia de ser cquipotencial la superficie del conductor, se

deriva que el campo cléctrico es normal a dicha superficie en los puntos
exteriores muy préoximos a clla.

E, # 0; Fi= {62)

Cuando un conductor sc pone en presencia de un campo eléctrico se
produce, en un tiempo muy corto dependiente de su conductividad, una
redistribucion de las cargas libres del conductor, de forma que al terminar
el proceso el campo es nulo en su interior. Estas cargas se sitian sobre la
superficie del conductor, y se las conoce como cargas inducidas. Las cargas
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inducidas producen un campo en el interior del conductor que coutrarresta
cl campo exterior, por tanto ¢l campo electrostdtico en el interior es cero.

Si depositamos una carga ) sobre un conductor, esta carga se distri-
buve por la superficie del conductor. siendo nula la carga neta en ¢l interior.
Esto se demuestra aplicando el teorema de Gauss sobre nuna superficie inte-
rior pero muy proxima a la del conductor. Dado que ¢l campo es nulo en el
interior, sera nulo el flujo del campo sobre la citada superficie y por tanto
la carga neta en su interior serd también nula.

Campo en la superficie de un conductor cargado

Sobre la superficie del conductor cargado suponemos una densidad super-
ficial de carga o. Aplicamos ¢l teorema de Gauss sobre la superficie cerrada
por la caja indicada en la figura 6.1, teniendo en cuenta que el campo en cl
interior del conductor es nulo y que sobre la superficie ¢s normal a ella,

(23

E = (6.3)

g
L

]

E
ng __»AS

Figura 6.1

El sentido del campo depende del signo de o, siendo hacia el interior del
conductor cuando ¢ negativa y hacia el exterior en el caso de o positiva.
Hemos supucsto que ¢l medio exterior es ¢l vacio.

Cuando 1 conductor tiene un hueco en su interior. por c¢jemplo una
esfera metélica hucca, la carga sobre dicho conductor se distribuye sobre la
superficic exterior, siecmpre que en el hueco no exista carga. Como conse-
cuencia el campo en ¢l interior del conductor y en el Imeco es nulo, por tanto
su potencial es constante. Si en el hueco situamos un conductor descargado
M, como indica la figura 6.2, dicho conductor se mantienc al potencial que
tenga el conductor que le rodea sin que exista campo en M que pueda afec-
tarlo. Este fenémeno se conoce como efecto de apantallamiento, que es de
gran utilidad va que si unimos cl conductor exterior a tierra, las variaciones
externas de campo no afectan al conductor M situado en el interior.
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Figura 6.2
6.1.2 SISTEMAS DE CONDUCTORES

Vamos a considerar un sistema formado por n conductores, que soportan
respectivamente cargas (01 . .. @Qy; las densidades respectivas de carga serfan
o1 ---0,. El potencial en el conductor i sera,

n
= Z/ 26 (i=1,2,..n) (6.4)

—r3|

r; es el vector de posicién sobre el conductor i; r; es ¢l correspondiente
al conductor j. También se incluye i = j que representa la integral sobre el
propio conductor i. La relacién (6.4) constituye un sistema de n ecuaciones
que se pueden representar de la forma siguiente:

T
Vi= ) piiQ (i=1,2,..n) (6.5)
i=1

La rclacion (6.5) es un sistema de n ecuaciones, donde p;; reciben el
nombre de coeficientes de potencial. Estos cocficientes dependen de la
forma y distribucion de los conductores.

C'ada cocficiente p;; representa la relacién entre el potencial V; sobre el
conductor ¢ debido a una carga @); en el conductor j cnando no existe carga
cn ¢l resto de los conductores.

El cocficiente p;; es simétrico,

Pij = Pji
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Clomo el potencial debido a una carga @; sobre ¢l propio conductor es
mayor que el potencial en el conductor j debido a la carga (); sobre el
conductor %, sc verifica que,

pii = pij >0
La igualdad incluye ¢l caso de un conductor dentro de otro.
Coeficiente de capacidad e induccion

En el sistema de ecuaciones (6.5) podemos despejar las cargas en funcion
de los potenciales, quedando un sistema de la forma:

1
Qi=Y eV (i=1,2,..n) (6.6)
j=t

Los cocficientes ¢j; son factores que dependen de la geometria del sistema
como los coeficientes de potencial y reciben las denominaciones siguientes:
Los términos ¢; se denominan coeficientes de capacidad, y a los ¢;; sc
los conoce como coeficientes de induccién o influencia.

El cocficiente ¢j; es la relacion entre la carga que sc induce en el conductor
i cuando el conductor j esta a potencial V; y los demds conductores unidos
a ticrra (potencial cero).

Las propicdades de los coeficientes de influencia son:

Simetria: ¢; = ¢

Los cocficientes de influencia ¢;; son negativos, ya que la carga inducida
sobre un conductor unido a tierra por otro cargado positivamente es nega-
tiva. Los coeficientes de capacidad ¢ son positivos, pues la carga de un
conductor con potencial positivo es positiva. Resumiendo:

ci=¢cji ; cij<0 ; €;>0
6.1.3 CONDENSADORES

A un conductor aislado se le denomina capacitor, por su capacidad de
almacenar carga cuando sc le aplica un potencial determinado. Se llama ca-
pacitancia o capacidad la relacion entre la carga que almacena y ¢l potencial
aplicado.

C =

g (6.7)

Hay un caso particular de sistema de conductores caracterizado por gue
uno de los conductores encierra al otro, de forma que ambos ticnen cargas
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iguales pero de distinto signo. este sistema recibe el nombre de condensador,
debido a que condensa las lineas de campo en la zona comprendida entre los
dos conductores.

T PR T

Figura 6.3

Las cargas externas al sistemna no afectan a la diferencia de potencial
entre ambos conductores ni a la carga del conductor interior; ésta siempre
es la misma, en médulo. que la distribnida por 1a cara interna del conductor
externo.

La capacidad de un sistema como el indicado anteriormente es igual al
mo6dulo de la carga comiin dividido por la diferencia de potencial AV entre
los conductores,

Q Q N
= (6.8)
AV Vo — Vi
Asociacion de condensadores
Los condensadores se pueden asociar conectandolos en serie o en paralelo.
La capacidad equivalente €' de un conjunto de condensadores (% asociados
en scrie estd dada por:

1 1 1 1

— = — + — - —— ;.9

G G ¢ G =D
En el caso de un sistema conectado en paralelo:

C — (']_ "!" (12 .- (‘n {6.1[])

La capacidad depende de las caracteristicas geométricas del conductor
o sistema de conductores. En el caso de v condensador formado por dos
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placas conductoras plano paralclas, de superficie S, separadas por una dis-
tancia d y con un medio de permitividad & entre placas, la capacidad viene
dada por:

S

C:EE (6.11)

La expresién (6.11) presupone que la superficie es muy grande compa-
rada con la separacién entre placas, de forma que sc desprecian los efectos
de borde. En esta aproximacion se supone que ¢l campo en los bordes pasa
del valor entre placas a cero, lo que contradice la condiciéon de campo con-
scervativo, §CE .dl = 0. En realidad la transicion en los bordes se hace de
forma que las lincas de campo sc curvan, dando lugar a un campo no nulo
en las zonas exteriores préximas al borde.

6.1.4 ENERGIA DE CONDUCTORES CARGADOS

Si se trata de N conductores, en el capitulo 5 vimos que la encrgia de
un sistema de conductores cs de la forma:

N
e r :
HE=§§£@Li (6.12)
i—=

Ahora el potencial en cada condnctor se debe a las cargas en los otros
conductores ademas de la propia carga. Esto establece la diferencia principal
con la cnergia de un sistema de cargas puntuales.

Como hemos visto en la ecuacion (6.5), el potencial ¥ se puede expresar
en funcién de las cargas v los cocficientes de potencial. La energia clectros-
tdtica en funcion de cargas y cocficientes de potencial, se obticne llevando
dicha ecuacién a la (6.12),

NN
We = 5 JZ:; ;’PﬁQi Q; (6.13)

FEnergia electrostdtica de un condensador

La encrgia de un condensador se obtienc al considerarlo como un sistema
de conductores cuva energia se pucde caleular mediante la ecnacién (6.12).
Las cargas y potenciales respectivos de cada placa son: Q. Vi, —Q, Va. Apli-
cando la citada ecuacién obtenemos,

IV, = 2(QVi+ (-Q)1a) = 3Q (Vi = Va)
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La difcrencia de potencial entre conductores (17 —V3) sc suele representar
por V. por tanto la energia electrostitica de nun condensador se expresa de
la forma

1&:%QV (6.14)

Considerando la definicién de capacidad de un condensador ¢ = Q/V,
la expresion anterior se transforma en

1
W, — Emﬂ (6.15)

Las dos ecuaciones anteriores expresan la energia electrostatica almace-
nada por un condensador cargado, es decir, cuando entre sus placas hay una
diferencia de potencial V.
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6.2 PROBLEMAS

PROBLEMA 6.1

Dado el sistema constitunido por los conductores (1) y (2), formado por
una esfera de radio a y una capa esférica de radio b (b > a), dispnestos como
indica la figura P6.1.

El potencial en un punto P (e <7, < b) es V cnando la esfera estd a un
polencial Vy y la capa a Va.

Si colocamos una carga ¢ en el punto P v unimos esfera y capa a potencial
cero, calcular la relacion entre la carga ¢, las cargas inducidas g1 y g2, y los
potenciales Vi, Vo v V.

Figura P6.1

Solucion

Encontramos la solucion aplicando la ccuacion (6.5) y las condiciones
particulares de los conductores.

La situacion de los conductores. considerando el punto P como tercer
clemento. nos Heva a las signientes relaciones entre algunos coeficientes de
potencial:

Como el conduetor 2 apantalla a 1 v 3.

pr2 =Py = 2 =P23 = P32 © P13 = Pil
El sistema de ccuaciones (6.5) se reduce al signiente:

V1 = puq + poog + P13
Vo = poeqi + po2ge + poags
Vs = paiqy + p22ge + p3sas

Ahora tenemos que aplicar las dos condiciones que nos dan; la primera,
- - L r ¥ I
es que cuando gz = 0 los potenciales son respectivamente V7. Vs v V= V3.
Con estas condiciones ¢l sistema anterior se reduce al siguiente:
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V1= pnigr + p22go Vi —Va=qi(pin — p22)

Vo = paaqq + paagz De donde V7 — 17 = 111(1011 —p31)

Vo= paiqy + pa2ge Vo =V =q(p2 —pxn)

Puestas las igualdades de otra forma queda,
Vi — V- Vi—-V Vo — W
S, R — (6.1.1)
(Pn m p22) (P11 . ;031) (1?22 £ ??31)

La segunda situacién se produce cuando Vy =15 =0y g3 =
En ol sistema de ecuaciones iniciales se verifica que,
PuqgL + pazge + prag = 0
p22q1 + Poage + paag =0
Resolviendo ¢l sistema de ecuaciones anterior. tomando ¢ v g2 como
incégnitas v siendo los términos independientes g p13 v ¢ pe2, obtenemos,

— P22 — Py . Pl — Py
P pae b1 — p22
Teniendo en enenta las relaciones (6.1.1), queda,
Vo -V Vi — v

fil—‘}ﬁ : fﬂﬂ—ﬁ".]_lé
La relacion final es,
q L T
V-V WB-V V-
PROBLEMA 6.2

Tenemos el sistema de conductores formado por una esfera metdlica de
radio I?) y una capa csférica. cuyo radio interior es Ko y el exterior Ry,
dispnestos como indica la fignra P6.2.

Calenlar los cocficientes de potencial p;j, los de capacidad ¢ inflnencia
cii ¥ ¢ y la capacidad C' del sistema.

Solucién

Figura P6.2
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a) En primer lugar vamos a obtener los cocficientes de potencial que
aparecen en la ccuacién (6.5), que en este caso queda reducida al siguiente
sistema de ecuaciones:

Vi = puQi+ praQa

Voo = pa@r + paa@le

La capa esférica apantalla a la csfera de radio Ry, por tanto p1g = poy =
paz. El cocficiente pay es el potencial que adquicre la capa esférica cuando se
le aplica la carga unidad, manteniendo la esfera descargada. Como la carga
unidad se distribuira sobre la superficie de radio Rg, ¢l potencial de la capa
Sera,

1 1 1 1

17r50§;: =N —l?l‘E,-,R_,g

P22 = p12 = p21
Para calcular el término que nos falta pyy, determinarcmos ¢l potencial
que adquicre la esfera de radio 1) cuando se aplica la carga unidad a dicha
esfera. El potencial sc debe a la carga sobre la propia esfera mas el potencial
debido a las cargas negativas inducidas sobre la superficie esférica de radio
I¥9, mas el correspondiente a las cargas positivas distribuidas sobre la esfera
de radio Rj, es decir, Vi — p1q con,

I 2 T
b) Los coeficientes de capacidad e influencia sc obtienen despejando la
(2; en funcién de V; en el sisteina de ecuaciones anterior, es decir,

Vo = pog =

Q1 = cuVi 4l
Q2 = cauVi+ el
Los valores de ¢;; son respectivamente,
S P22 oy P e & P21
A1 — —— A — ] N = 1 e
A A A

A = p11pe2 — 12 pa
Sustituyendo los valores obtenidos para p;; en las relaciones anteriores,

tendremos que,
Ao (LY (2 1
 \dme, R\Rsy  Raly

Con los valores obtenidos para p;; anteriormente y realizando operaciones
calculamos c;;,
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€11 = C12 = ¢ = 47e Tty

A1 — €12 — €21 — ORQ—R]
R Ry

oo = dme, (Rg + ﬁ)

c¢) Calculamos la capacidad del sistema teniendo en cuenta que
h=Qy Q=-¢
Con estas condiciones
Vi = Va = Q(pu + p22 — 2pa)
La capacidad C serd,
Q 1

C = _ =
1 — Vo pn+pe2— 2pa
Sustituyendo los valores de p;; calculados anteriormente, obtenemos:
\ ij

PROBLEMA 6.3

Calcular los coeficientes de potencial del sistema formado por dos esferas
de radio R situadas a una distancia d, siendo d > R.

Solucion

Calculamos los coeficientes de potencial teniendo en cuenta su definicién.
En el caso de que d > R, cuando sc calcula py; se desprecia ¢l potencial
que sobre la esfera 1 crean las cargas inducidas en la esfera 2.
\ 2

R, R,

Figura P6.3
Se procede de forma similar en ¢l caso de la csfera 2.
Cuando se calcula pi2 se supone que el potencial sobre 2 debido a 1 es
el creado en la posicién del centro de la esfera 2.
Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores,

1 1 1 1

-

Pl =p2 = 4?T€oﬁ T P2 = p21 = 4“_&_05
PROBLEMA 6.4

Tenemos un sistema formado por dos esferas conductoras, cuyos radios
respectivos son Ry y Hy, situadas a una distancia d nimcho mayor que R; y
Ry (d> Ry y Ri > Ra).
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[nicialmente la esfera de radio Ry tiene una carga @ v la otra estd des-

cargada. Mediante un hilo conductor muy largo se unen las dos esferas.
Caleular el potencial de las esferas y la carga final sobre cada esfera.
Solucion

Con la condicion de que d > Ry. suponemos despreciable la influencia de
las cargas inducidas en otra esfera sobre ¢l potencial de la propia esfera. Es
decir, que como en el problema 6.3 los coeficientes de potencial respectivos
SOTLL

11 ) 1 1 } 1 1
) — e : L f— —_— : ] [ R T e——
Pu lire, IRy b2 d7e, Ro Pz =P drsy d

La solucién del problema se obtiene imponiendo la condicion de que al
final las dos esferas estdn al misimo potencial V.

Para determinar este potencial, utilizamos las relaciones entre carga y
potencial a través de los coeficientes de capacidad e influencia. ¢ iniponiendo
la. condicion del potencial sobre las esferas,

Q1= cnV +c2V = (e +eg) V
Q2 = eV + 22V = (co1 + c22) V

Sumando miembro a miembro las dos ignaldades y teniendo en cuenta
que la smna de las cargas debe ser igual a Q. dado que el sistema en conjunto
se mantiene aislado. obtenemos,

Q1+ Q2 = = (c11 + e+ 2012) V

Para determinar V', debemos caleular ¢;; en funcién de los valores de py;

obtenidos al principio.

2
’ 1 1 1
A = pupa — ply = (47'_: ) (RIRQ - —ﬁ,g)
o

e P22 P P11 i — b

-11 _A o e A <12 __A
) A R] d? Are Rg d? ) I R;RQd
M =g 5 0 =aftpg—Fm———F7 (12 = —4Mig 5 ———
- 0(:'2 — R] R;g 22 ﬂc’fz - RlR‘g 12 ‘ d* - R] Rg

Dado que d > R y d 3> R, se deduce que d? > Ry Rs, por tanto.
Ry Ry

c11 2 dwe Ry 1 cas ~ Ao Ra 5 190 ~ — dws, p

Ahora podemos obtener 1 |
. Q N Q
11 + co2 + 2¢12 -l’.’t‘r_‘o(R] + It — 21?11?2/(”

Las cargas finales on las respectivas esferas son:

. Ri(1— Ry /d)
= | = ‘ =
Q1 = (e + eV — Q(_R; + [l — 2R Ry /d)
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I?‘;_-{I b If|/d)
— (o P g =
Q2 = (co2 + 12)} @2 QU?] + Ry — 2Ry Ry /d)

De las ecuaciones anteriores se puede deduciy que las cargas se reparten
por igual en ¢l caso de que las dos esferas tengan el mismo radio.

PROBLEMA 6.5

Un sistema estd formado por tres esferas metalicas de radio I, sitnadas
sobre los vértices de un tridangulo equildtero de lado d, siendo d > R, véase
la figura P6.5.

[nicialmente las esferas 1 v 3 tienen una carga @ y la esfera 2 estd
descargada.

Durante un instante sc une la esfera 2 a tierra (V2 = 0). A continunacion
sc¢ hace lo mismo con la esfera 3.

Calcular la carga final sobre la esfera 3.

()

y

3

R~ 1 2
o e
Figura P6.5
Solucion

Con la condicion de que d > R, suponemos despreciable la influencia de
las cargas inducidas en otra csfera sobre ¢l potencial de la propia esfera.
De forma similar a como operamos cn el problema 6.3, obtenemos los

cocficientes de potencial en este caso, es decir,

1 1 1 1
— 5 k=5 (hi=12
we.R P " meg W= L23)

Cuando unimos la csfera 2 a ticerra,

Vo =0 = p21Q + pa2Qla + p23 @
de donde se deduce que,

P21 + P23
0y = -\ p23)C
P22

Al conectar la esfera 3 a tierra. Vi = 0, de donde,

Va3 = 0= p31Q) + paa2 + p33lds

i —
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P31Q + P32
(3 = —
P33

Sustituyendo cl valor de Q2 obtenido anteriormente, queda,

= (paz(p21 + - P
Q3 = (paz2(p21 + p23) — pa 22)2}331}22

Los valores de p;; y p;; calculados anteriormente se llevan a la expresién
antcrior, con lo que obtenemos el resultado siguiente:

R (2R
=Q=(=-1
PROBLEMA 6.6

Dado el sistema de conductores formado por tres capas esféricas conduc-
toras concéntricas, cuyos radios respectivos son Ry, Re v R3, y su espesor
despreciable frente a los radios, véase la figura P6.6. calcular:

1) Los coeficientes de potencial.

2) Los coeficientes de capacidad e influencia.

Figura P6.6

Solucion

1) Calculamos los coeficientes de potencial mediante la ecuacién (6.5)
que expresa la definicién de dichos cocficientes.

Con la hipdétesis de que el espesor de la capa es despreciable frente al los
radios respectivos se simplifica el cdleulo de los coeficientes. debido a que,
por ejemplo, las cargas inducidas sobre la capa de radio Rz cnando existe
una carga (J2 en la de radio Ry. sc distribuyen sobre esferas que tienen prac-
ticamente ¢l mismo radio Rs, siendo la inducida sobre la superficie interior
negativa y la exterior positiva, por tanto el potencial que crean las cargas
mducidas sobre la esfera 2 es pricticamente nulo.

Lo mismo ocurre con las esferas 1 y 3.
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El sistema de ecuaciones deducido de la ecuacion (6.5) en este caso es:

Vi = Qi +pi2@2 + p13Qs
Vo = paCh + p2a@a + p23lls (6.6.1)
Vi = pa1CQh + ps2Q2 + p3slds

Debido al apantallamiento que ejerce la esfera 3 sobre la 2 y 1, cuando

Q=0Q2=0yQ3=1C,

1 1
Va = pag = pyo = ps1 =

Procedemos de forma similar en el caso de la csfera 2. Cuando (J3 =

h=0yQ2=1C,

1 |
I:" == e j— e
92 = P22 = P21 dre, Ry
Enelcasode que Q3 =Q2 =0y Q1 =1,
N
1= p]l - 471-60 R]_

Los términos p;; = pji, por tanto la matriz p;; es de la forma,
1 1/ Ry ]./RQ I/R:;
p?',j :4—?1_-5—0 1fR2 I/RQ I/R;
1/Rs 1/Rs 1/Rs
2) Los coeficientes de capacidad e influencia, sc calculan a partir del
sistema (6.6.1), como indica la ecuacién (6.6), donde,

&_( 1 )‘*(Rg—Rl)(Rg—Rg)

él'.‘-‘TE,[;r R1(R2R3)2
1 R
ci1 = — P2 P2 = 47TED—*“R1R2
A| P32 Pa3 Ry — Ry
11 pi2 pi13 R Ry
"2 = 021 = —— V| = —Awe
S A | P32 P33 “Ry — Ry
c13 = 0 ya que las esferas 1 y 3 estan apantalladas por la 2.
. I i
= l pit P13 | oy (Rs — B ) R3
A psL P33 “(Ry — Ry) (R — Ry)
1 Ry R
T — P e | dre, 2113
A pnn P32 Itz — Ry
1| pnn pro I3
a3 = — — Ame,——3—
BN pa b "Ry — Ry

Dado que ¢;; = ¢;3, con los valores obtenidos se conocen todos los coefi-
cientes de capacidad e influencia del sistema.
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PROBLEMA 6.7

Entre dos cilindros conductores coaxiales, de radios a y b (b = 2a), se
introducen dos capas de dieléctrico que lenan el espacio entre conductores,
véase la figura P6.7. [l limite de separacion entre los dicléctricos es la
superficie cilindrica de radio R coaxial con los otros dos. Las permitividades
respectivas de los dicléetricos son: €7 = 4e, v €2. Entre los conductores se
aplica una d.d.p. V.

1) Calcular ¢l valor de g2 para que ¢l campo sobre la superficie del
cilindro de radio @ sea cuatro veces superior al campo en dicléetrico sobre
la superficie de radio b.

2) Calcular la capacidad por unidad de longitud del sistema con los
valores de g dado y €3 calculado anteriormente.

Solucién

1) Calcular el valor de 9

Dada la simetria cilindrica del sistema, utilizamos el teorema de Gauss
para calcular cl vector D en el espacio entre conductores.

L = longitud del cilindro. o = densidad de carga sobre la superficie de
racdio a

oa
2nrl. Dy = 2raloc — D, = —
.
Aplicando la ecuacién D = €E. obtenemos.
oa
E‘?' = -
ET
V' g
&y b ~3
.-"‘ 1 "‘\\
I VAR
i t’ 5/.'& » : :\'3. é “ i
e Badsy bl yeey
l - LECA 2 |
i 1 r : . :;J"';'q“‘_:h. ] | I 1
by # 7 Fogwat B0
id L'.? S }a
\ e Ty i
\'-}'i _v’f
\ .-‘ " R 3 ,'._‘-f
N P -
Vg

Figura P6.7
El célculo de D, y E, se realiza teniendo en cuenta las siguientes condi-
ciones:
1 - Continuidad de las componentes normales de D en las superficies de
scparacion entre dieléctricos, y



6.2. PROBLEMAS 205

b
/ E-dl=1,
L)

De la primera condicién se deduce que,

oa . oa
Dy=Diy — Eni=—— v En=_—

ar Eo I

2 - Que

La segunda condicién nos lleva a,

R b
! f? | [
a E1T R 2T 1 (1 .-2 I

Despejando obtenemos el valor de o

V, /1. R 1 b\ "
o=— (—lu—— + —1In -—) (6.7.1)
(L &1 {1 :2 R

C'on cste valor de o podemos caleular E,y y Fio.
. -1 . —1
V, 1. R L., b . i | Y PR R
Eqgj=—"(=Inh—+—In— cEpp=——{—I—+4 —In—
sir\er a € R sor\ey  a g2 R
La condicion gque indica el problema es que.

Eya(a) = 4Er2(b)
1 1, R 1. b 4 1. B 1. b
— | —Ih—+—In= )= —lu—+ —In—
21 g ( £9 I EQb 2 (1 ) R
La ecuacion anterior tiene una solncién positiva para ~o. que con b = 2a,
g1 = 4ds, es.

da
Eg — —&1 = q-—n

b
2) Capacidad por unidad de longitud

La capacidad por unidad de longitud sc calenla mediante la relacién.
8 Q o2wal 02w

L LL, LV, V,
Sustituyendo en la expresion (6.7.1) los valores respectivos de 2y, €2 v
b = 2a obtenemos o.

Vv./1 . R 1 2\ "' 8V R m
— El In — s I 2t
g =— (450 n— + e it R) - (hl - + In 2)

Con cste valor obt-ondwmob la capacidad por anidad de longitud pedida.

T I
% = 16me, (l]'l. E +1n ?)

o

A

PROBLEMA 6.8

£

El sistema indicado en la figura P6.8 esta formado por dos condensadores
conectados en serie. La superficie de las placas de ambos condensadores es
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S v la distancia inicial entre ellas d,: la permitividad es -,. Mediante un
generador ideal stinistramos una d.d.p V, al sistema.

Aplicando presiones que varfan sinnsoidalimemte. logrimos que la distan-
cia entre las placas del condeusador € varien de forma gne d = d, + D sen wt.
manteméndose fija la distancia entre placas del condensador €Y.

[} Caleular las vanaciones de potencial entre las placas de (%.

2) Determinar la smma de las variaciones de encrgia eloetrostitica en los
dos condensadores.

Solucion

1) Variaciones de potencial

En un sistema de condensadores en serie, la carga en las placas de () y
Ches —Q. +Q ,—Q y +Q, ya que la placa del condensador €y conectada
con la del condensador €y, forma un conductor aislado de carga total nula.
La suma de las d.d.p. entre las placas respectivas es,

Vita=Vo vy Q=C1Vi = (41

C

i"'V
-|- o

_—
C, ==

Figura P6.8
Combinando las ccuaciones anteriores sc obtiene Vs,

A & Co .
Vo=VooroFr s =V, -V =V,——2— = 22V
2 0 C.I + Y 1 0 2 o (—,1 G G
Como
(.-' = £ E = £ S r — E
he o= °d, 4+ Dsenwt ) ':‘h_"“ﬂ.'.9
Sustituyendo y realizando operaciones tenemos,

d,
2d, + Dsenwt
2) Célculo de la energia electrostdtica
La ccuacion (6.15) muestra que para un condensador con carga Q y d.d.p
entre sus placas AV, la energia electrostdtica es,

W= -;—C(AV)Q

Vo=V,

En nuestro caso,
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W =W, + W,
Donde 9 4
N N | Cs 1G5 0 a1 2
1 = — {4V = —. —_— = ——— H ‘- - = »" V
Wi=3GW =30 (Q"Z) a0, 2 ¢ W=t
v Lo G\ _ Loy f(CitCe
W=q0V (” 01) =3V ( a )

Considerando los valores calculados antes obtenemos,

1 M+ C N N Yo

W= C‘_+§_2_ v Lj =21 y2

2 Ch CL+Co 200+

Sustituyendo los valores de () y (2 tendremos,
72
W= 1 €SV
2 2d,, + Dsen wi

PROBLEMA 6.9

Dos condensadores (') v (5 tienen la mismas superficie. ¢ inicialmente
el mismo espesor d. su dieléctrico es ¢l aire. Los condensadores se conectan
en paralelo.

Al empezar sc cargan los dos a una d.d.p. 1,,. desconeetando después la
bateria.

Si mediante un procedimiento mecdnico separamos las placas de () a
una distancia 2d. manteniendo € y Co unidos. [ cémo varia la d.d.p. entre
placas?

Solucién

La carga total, una vez desconcctada la bateria, es,

. . S

Q - C]_ 1/0 + C‘b‘/}} — 2605‘/}0

Esta carga se mantiene constante, dado que el sistema queda aislado al
desconectar la bateria.

Cuando separamos las placas de C1, su capacidad varfa,

S O
, fr— — T —
| Ci=¢o3=3
En estas condiciones,
Q- CV+C V—E(“ V= - —S‘l
I e 2%

Donde V es la nueva d.d.p. entre placas, comnin a los dos condensadores
ya que siguen unidos. _

Despejando V', sustituyendo el valor de @) inicial y realizando operaciones
obtenemos,
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, nd,
" - 5"0
El incremento de la d.d.p. entre placas es,
1
AV =V -V, =V,
3

PROBLEMA 6.10

En el centro de un globo de vidrio de radio R, = L00R, tenemos una
esfera de mercurio de radio R con una carga Q. Mediante un impacto,
sc divide la esfera en tres esferas del mismo radio, soportando cada una
un tercio de la carga Q. Después de la division, las esferas resultantes se
distribuyen sobre los vértices de un trigngulo equilitero. inscrito en el globo
y en el plano XY (véase la figura P6.10)

Calcular la energfa del sistema antes y después de la division utilizando
la ecuacion (6.13). Despreciar los términos menores al 10% del valor inicial
de la energia.

Z|
FT a= I EHJR

?

Flgura P6.10

i
o —

[\

m{\

Solucion

Caleulamos la energfa inicial del sistema que tiene un término por tanto
solo un cocficiente de potencial. Para una esfera conductora dicho cocficiente
de potencial es la relacion entre el potencial de la esfera y la carga sobre
clla, es decir,

1
1 —
! 4?TEQR
por tanto la coergfa es
] 1
i 0 — Q2

8meoR
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La energia final es

, 1 33 e
Wp = B ZZ?’ijin
i 3
Para calcularla necesitamos obtener previamente las Q! y el radio de cada
esfera en que se ha subdividido la esfera inicial. Como sou todas iguales sus
radios y cargas serdan iguales.
La carga de cada esfera es un tercio de la carga original
Q) =50
También el volumen de cada esfera es un tercio del de la original V7 =
¥'/3. Dado que la relacién entre voltimenes y radios en una esfera es

V_B_,
_’ C— _"3 —
Vi R,
se deduce que
1
Hi 31,{‘3
Los coeficientes de potencial p;j para i = j son todos iguales v de valor
1 31/3

p.;?', : 7 =
dme,;  AmeR

Podemos separar los términos con i = j de aquellos con i # j v escribir

W’ como
1 1 _\?% 3./3 1 /Q\?
Wpr——|[3(= =% .
G 2(‘5(362) 4ne(,1?)+2(3) D_Hi

i#]

Simplificando

W — =
F = T3 & eo 18 ZI gl
i#]
Los coeficientes de potencial p;j para i # j son iguales puesto que las
esferas estdan situadas todas a la misma distancia L unas de otras.
El lado en funcién del radio es,
L = a3 =100RV3
por tanto,
g =g 1 1
4 = Pit = de L A7e o (100 R/3)
El Segundo término de la cnergia Wr es:
Z 1 2 @ 1 W3
18 i = 18 1meo(100v3R)  387e,R (100v/3) 450
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Es facil ver que la contribucion de estos términos encrgéticos cs ~ 0,38%,
muy inferior al 10% del valor inicial de energia W, por tanto los desprecia-
mos. Resumiendo, la energia final aproximadamente cs,

31/3 Q2
Wpo~"

3 8me R
PROBLEMA 6.11

~ 0,48 W,

La seccion transversal de un cable coaxial se muestra en ¢l figura P6.11(1).
El radio interior es a. el exterior b v el dieléctrico entre los dos cilindros tiene
permitividad € = 6=,. conductividad 4 = 0 permeabilidad p.

Debido al calor el conductor externo se dilata v despega del dieléctrico,
de manera que el nuevo radio b’ = b(1 + 0.1). como se muestra en la figura
P6.11(2).

1) Si se manticne aplicada la baterfa 15,. calcular los vectores E y D
antes v después de la dilatacién.

2) Caleular la relacion entre las capacidades por unidad de longitud antes
v después de la dilatacién del conductor externo.

Solucion
bf

(1) (2)
Figura P6.11
1) Calculo de los vectores E y D,
la) Antes de la dilatacion
Calculamos los vectores de campo teniendo en cuenta que el dieléctrico
llena todo el espacio entre conductores y aplicamos el tecorema de Gauss

para dieléctricos.
[p-s-a
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Si consideramos una superficic cilindrica de altura h y radio p con a <
p < b. tenemos

D2rph =Q =0 27wah
Luego, el vector desplazamiento eléctrico es
D=—u,

P
Siendo o la densidad de carga superficial en el conductor interno que

debemos determinar. Para ello aplicamos

b
] E-u,dp=1V,
con E = D/6e, |

b
C b
v:7=f 2 dp=2n=
o Opeo be, a

de donde
LA A
T In(b/a)
Luego los vectores de campo son
i Vo u _' _ Beg,V, u
n(b/a)p ¥ ° " n(b/a)p *
1b) Después de la dilatacion
En este caso hay que aplicar la continuidad del vector desplazamiento
eléctrico para poder determinar su valor.
Igual que en el apartado anterior tenemos que
!
D= ﬁup
p

b v
/ Eq-u,dp+ f Es -u,dp =V,
a b
Teniendo en cuenta quce
D
}r E2 — —

Y sustituyendo arriba

b 1 vy
o al aal
o *f ~dp =V,
j;ﬁfopp b Eopp °

'
Ug—j (% In(b/a) + ln(b"/b)) =V,
’ beo Vo
o

~ (In(b/a) + 6In(t'/b)) a
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El vector D serd,
6:0V0 1
D= In(b/a) + 6 (07 /b) p *
I S N - S|
T @/ + 6/ p? Y 2T (b/a) + 6In(/b) p *
2) Relacion entre las capacidades
Antes de la dilatacion
Teniendo en cuenta que la capacidad viene definida por

Ey

C— Q@ [D-ds
V% %
Tenemos i
T 6s,V, 12,V
D-ds= — 2% u, u,lpdp=—""""1L
f ‘ [{; ln(b/ft-)pup Uplf CF In(b/a)
La capacidad por unidad dc longitud cs
C 12w
L In(b/a)
Después de la dilatacion
La capacidad por unidad de longitud sera
o — Q N [ D-ds
Vo |5
2w r - a
660"’(; ] 12?TC 01'0
D-ds= L —pdg = L
/ ° f n(o/a) + 6@ /0) p” %~ “In(o/a) + 6In(//5)
”’ 12e,7

L In(b/a) +6In(t//b)

Vemos que la capacidad se ha modificado de manera que en el denomi-
nador aparece el factor 61n(b’'/b), que cn nuestro caso vale Gln(1 + 0.1) =
0. 57186: es decir, ha disminuido la capacidad.

Dividiendo € por €7 tendremos la relacion entre las capacidades antes
v después de la dilatacion.

(' In(b/a)+6In(t/'/b)
e In(b/a)




Capitulo 7

ECUACIONES DE LAPLACE Y
POISSON

7.1 INTRODUCCION
7.1.1 ECUACIONES DE POISSON Y LAPLACE

El comportamicento del campo clectrostético queda deserito mediante las
dos ecuaciones diferenciales:

V-D=p (7.1)

v las condiciones de los medios materiales que se tieuen en cuenta me-
diante la ccuacion:

D —:E (7.3)
En ¢l caso de que los medios scan lincales, homogéneos ¢ isétropos. ¢ es
una constante, por tanto la prituera ecuacion diferencial queda de la forma,

Ie
V' E==- (7.4)
[
La scgunda ccuacion es la correspondicnte a un campo conservativo, que
determina una relacion entre el campo v potencial V' de la forma,

E=-VV (7.5)
Llevando la ccuacion (7.5) a (7.4), v teniendo en cuenta la relacion vec-
torial V - ¥ = V2,
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AV =V = £ (7.6)

La ecuacién (7.6) recibe ¢l nombre de ecuacion de Poisson.
Cuando consideramos regiones del espacio donde no existen distribucio-
nes de carga p. la ccuacion (7.6) se simplifica y queda de la forma.,

ViV =0 (7.7)
Esta ecuacion se conoce como ecuaciéon de Lapalce.
La ccuacidén (7.7) adopta formas diferentes para los distintos sistemas de
coordenadas.
Coordenadas cartesianas:

PV PV PV
2 ’r = e
VV =gzt ag taz 0 (7.8)

Coordenadas cilindricas:

s, 10 oV 1 [0%V o*V

Coordenadas esféricas:

1 0 2 oV 1 1) ) oV | 2y B
a7 ("' ar) T Zen 600 (*’6“969) * Zentpo2 0 (710

7.1.2 SOLUCION DE PROBLEMAS ELECTROSTATICOS

Un problema electrostatico queda resuelto cuando se conoce el campo en
los distintos medios. En el caso de distribuciones de carga sencillas el campo
se obtiene por integracion directa como hemos visto en capftulos anteriores.

Existen distintos procedimientos para resolver los problemas electros-
tdticos, cada uno adaptado a las condiciones particulares del problema a
resolver.

Cuando las distribuciones de carga o conductores ¢s mas compleja sc
recurre a la solucién de las ecuaciones diferenciales de Laplace y Poisson,
que nos dan el potencial para las condiciones cspecificas de la distribucién
de carga. La solucidén de la ecuacién de Poisson requiere la solucion previa
de la ecuacién de Laplace, pues su solucién es la correspondiente a la de
Laplace mas una solucién particular que satistaga la ecuacién con segundo
micmbro no nulo.
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Dada esta circunstancia, se comienza por resolver la ccuacién de Laplace
con unas condiciones para cl potencial sobre las superficies de separacion
entre distintos medios y sobre la superficie de los conductores.

Las condiciones en los limitcs suclen ser: La continnidad del potencial,
cl potencial sobre la superficie (condicién de Dirichlet ), la derivada con
respecto a la direccién normal del potencial sobre la superficie (9V/dn)
(condicién de Neumann), o condiciones mixtas.

Unicidad de la solucion

Al resolver un problema mediante la ecuacién de Laplace u otro proce-
dimiento, podemos obtener distintas soluciones, V;. Cualquier combinacion
lineal de dichas soluciones,

V=> CV (7.11)
es también solucion de la ecuacion.

El teorema de unicidad establece que dos soluciones de la ecuacion de
Laplace que satisfagan las mismas condiciones en los lfmites, o son la misma
o difieren en una constante.

En virtud del teorema anterior, no importa el procedimiento para obtener
una solucién con sus condiciones en los limites precisos. ya que la solucién
es 1inica.

7.1.3 METODOS DE SOLUCION

Hemos visto en el apartado anterior que cualquier procedimiento es vali-
do para obtener una solucién del problema electrostdtico que se nos plantee.
En este capitulo vamos a dedicar nuestra atencion a dos métodos: El méto-
do de imdgenes y la solucién de la ecuacion de Laplace mediante separacion
de variables.

7.1.3.1 Método de imdgenes

El método de imégenes sc utiliza cuando tencimos una o varias cargas en
presencia de unas superficies Ifmite que estan a un potencial determinado,
por ejemplo, conductores unidos a tierra, potencial cero, 0o a un potencial
constante.

Supongamos que se trata de una carga puntual en presencia de unos
conductores unidos a tierra, véase la figura 7.1.

El potencial en el volumen exterior a los conductores € y C se debe
por una parte a la propia carga ¢ y por otra a las cargas inducidas sobre los
conductores, es decir,
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i 1 q C o )ds’
(r) = _— 7.12
Vir) s, (il — 1| N */S* Ir — x| (7.12)
Donde S = 8] + S5, es la superficie de los dos conductores.

o(r' )

Figura 7.1

La funcién o(r') es la densidad de carga sobre las respectivas superficies,
que en general no se conoce. El método de imédgenes consiste en sustituir la
distribucién o (r') por una o varias cargas imagen, situadas cen determinados
puntos interiores a los conductores () y (2, que proporcionen el mismo
potencial en el exterior de los conductores y se cumplan las condiciones
para el potencial sobre la superficie de (') y (9. Las cargas que se sittian en
el interior se conocen con el nombre de cargas wmagen.

Aunque ¢l método tiene cardcter general para un sistema de conductores,
solo es aplicable de forma sencilla en algunos casos, como por cjemplo, esfera
v carga puntual: carga puntual y plano conductor indefinido. etc. En otros
casos ¢l mimero y posicion de las cargas imagen a determinar es tan complejo
que se utilizan otros métodos para resolver el problema.

En los casos sencillos indicados en la figura 7.2a v b de plano y esfera, las
cargas imagen son las ¢’ indicadas en cada figura. La forma que adopta el
potencial, asi como las posiciones y valores de las respectivas cargas iinagen
son las siguicntes:

Plano y carge puntual:

q = —q situadaen —d

- q 1 1 )
¢ — — .1
Vir) dme, (Ir —d| |r+ d|) (7.13)

Esfera y carga puntual:

12

R
— ——¢q situada cn a, |al| = —
¢~ =g situ jal — —
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r+d

Fifura 7.2

En la aplicacion del método de imdgenes cuando se trata de placas con-
ductoras que forman un angulo, se verifica lo siguiente:

1) Las condiciones de potencial sobre dichas placas solo se satisfacen
con un numero finito de cargas imagen si ¢l dngulo que forman los planos
que coinciden con las placas es a = 7/n, siendo n un mimero natural (n =
1,2,3...).

2) Las cargas imagen y la original se sitian sobre una circunferencia
cuyo centro estd sobre la recta interseccion de los planos. E] plano de la
circunferencia es perpendicular a los de las placas condunctoras.

3) La secuencia de sucesivas cargas imagen termina cuando la imagen
de las 1ltimas cargas imagen coincide en un punto. El mimero de cargas
imagen cs: N = 2n — 1. Ejemplosin =2, N — 3.

En todos los casos el potencial que obtencmos es el de la zona exterior a
los conductores donde se sitiian las cargas reales.

7.1.3.2 Método de separaciéon de variables

(Cnando se trata de resolver problemas que consisten en una serie de
conductores que estén a un potencial determinado, v ¢l espacio entre con-
ductores esta vacio, el método a seguir consiste en resolver la ecuacion de
Laplace con las condiciones para V' o 0V/dn dadas sobre la superficie de
los conductores. En general la solucion es relativamente facil cuando la
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geometria de los conductores y sus posiciones relativas permiten utilizar cl
método de separacién de variables: es decir, se puede utilizar un sistema de
coordenadas en el que se den las condiciones de separabilidad. La scparabi-
lidad consiste en que la funcién potencial puede expresarse como producto
de tres funciones, cada una de las cuales depende de una sola coordenada.
Por ejemplo, en coordenadas cartesianas,

Viz, y, 2) = X(2)Y(y) Z(2)

Existen once sistemas de coordenadas que cumplen las condiciones de
scparabilidad, aqui sélo nos vamos a referir a los sistemas de coordenadas
cartesianas, cilindricas y esféricas.

7.1.3.2.1 Coordenadas cartesianas

En el caso de que la ecuacion (7.8) admita una solucion de la forma:

Vix, y, z) = X(x) Y(y) Z(2) (7.15)
La citada ecuacion se puede transformar en las tres siguicntes:
2
id_.rY — _(1«2 . —l-d‘z_y — _'{52 . id?_‘z — P}Jz (7]6)
X da? Y dy? ' Z dz?

Las constantes «, 3y 7 deben satisfacer la siguiente condicién:

a?+ B2 +42 =0 (7.17)
Elegimos arbitrariamente a y 3 como positivos, pero se pueden inter-
cambiar los valores, siempre que se cumpla la condicién anterior.
Los valores de a, /# y 4 asi como los de las constantes de integracion
dependen de las condiciones de frontera sobre los conductores.
La solucién general es una combinacion de todas las soluciones posibles,
es decir,

Vi(r) = Z (A,,ej”"’" + A;le_j'm) (B.,,_ej’jy + Ble jﬁy) (Cnc”" + (‘f,_t’_j”z)
(7.18)
Donde j cs el miimero imaginario.

Problemas en una dimnension

Este tipo de problemas se resuelven suponiendo en las ecnaciones (7.16)
que g =7 = 0, por tanto & = 0, en consccuencia la solucion de la ccnacién
de Laplace se reduce a resolver la siguiente ecuacion:

d?X
ez =Y
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Cuya solucion es:

Vit)=Axr+ A (7.19)
Problemas en dos dimensiones
Ahora podemos suponer que 4 = 0, en este caso para que se siga cum-
pliendo la ecuacion (7.17) a o 3 debe ser imaginaria, ya que o2 + 3% = 0,
de donde 7 = ja.
La solucién serd de la forma.

Vi, y) = Z (Ane?™™ + Al e 1°%) (B,e ™ + BleY) (7.20)
Teniendo en cuenta que
% — cosar + jsenaxr y que  ¢tY = ch ay tshay

podemos expresar la ecuacion (7.20) de otras formas, una de ellas cs:

Viz, y) = Z(Aﬂ sen ax + A’y cosar) (Bpe™ ™ + Be™) (7.21)
Ortogonalidad de las funciones sen ax y cosaxr

En la determinacién de los coeficientes A,, se utilizan las condiciones de
ortogonalidad de las funciones seno y coseno, que se expresan de la forma
siguicnte:

m ﬂ L‘- ]
A sen(m.r) sen{n.x)dr = ﬂ /;siﬂ:n%:”w (7.22)

r PR
f cos(m) cos(na)dr = P (7.23)
0

w/281 m=mn

0 si m. n entero y m + n impar
2m/(m? —n?) si m. n entero y m + n par
(7.24)

mw
[ sen(mar) cos(na)dr = ‘
0

7.1.3.2.2 Coordenadas cilindricas

Los problemas que en coordenadas cilindricas admiten ¢l método de se-
paracion de variables tienen una solucion de la forma,

Vip, v, z) = R(p) ®(y) Z(2) (7.25)
Con este tipo de solucién, la ccuacién (7.9) se descompone en las tres
siguientes:
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— =kZ
dzﬁ
d*P 9
iz = —n“d (7.26)
d dii . ,
— { p— K —n?) R =0
pﬂ'ﬂ ( dp) + ( PP —n")R

Dependiendo la forma que adopta la solucion de los valores de &y n. La
tercera de las ecuaciones (7.26) es la ecuacion de Bessel v su solucion general
son las funciones de Bessel J, (k) v N, (kr).

Soluciones cuando k =0y n =0

La condicion & = 0 y n = 0 simplifica las ecuaciones (7.26). de mancra
que,
dz dd dR ,
— =4A; =B; p— =C
dz di dp
Las soluciones respectivas a las ecuaciones anteriores sou:

Z(z) = Az+4 A (7.27)
(o) = B+ B (7.28)
R(p) = Chp+’ (7.29)

El producto de estas ecuaciones
esle caso,

Vip. v 2) =

(Az+A) By + B)(Cp+ )

nos proporciona la solneion general, en

(7.30)

En la solucién anterior quedan englobados los problemas en una dimen-

sion que solo dependen de p. ¢ o z.

Soluciones pura distintos

1) £0 v n#0

_-1,:..4"

R(p)

B, sen(ng) + B cos(ng)
':an(kp:' + G;;, I?:(;"PJ

valores de k y n

1 Aleke
(7.31)

Jn v N, son las funciones de Bessel.
Las soluciones anteriores suponen que & es real. En algunos problemas,

las condiciones en los limites para la variable

z son tales que es necesario
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una funcién periédica de z; en estos casos £ debe ser imaginario y la solucién
(7.31) se modifica en primera y tercera ccuacion. de forma que,

Z(z) = Apsen(kz) + A cos(kz)
O(p) = B, sen{ny)+ B, cos(ny) (7.32)
R(p) = Culy(kp)+ ChK,(kp)

Donde 1,, y K, se conocen como funciones modificadas de Bessel.
2)E#£0y n=0

Z(z) = *+ Ale
Z(z)= ben(ﬁ. )+ Ay (oq[k*}
R(p) = Co Jo(kp) + Cuhu(lép‘} (7.33)
R(p) = Colo(kp) -I-(n"ﬁuf.l.p)
&(p) = Bp + I’
3) E=0yn#0
Z(:) = A4 A
Rlp) = Cop+Chp " (7.34)
O(p) = B, sen(ny) + B cos(ny)

7.1.3.2.3 Propiedades de la funciones de Bessel

Para terminar vamos a considerar dos casos sobre la constante k que
dependen de los limites radiales del problema considerado.

1) El primero corresponde al easo de simetria azimutal, n = 0, sin lfmites
en la direccion radial, es decir el potencial se extiende hasta ¢l infinito en
la direccién radial. En este caso no hay restricciones sobre k v la solucién
lleva aparcjada una integracion sobre £ de la forma,

ki
f e f (1) Jo(kp)dk (7.35)
0
En este tipo de problemas se trata de encontrar la funcién f(k) con las
condiciones particulares del potencial para valores de @y p determinados.
Potencial debido a wna carga puntual

El potencial debido a una carga puntual se puede expresar mediante las
funciones de Bessel de la forma:

oK
Vip, z) = 4; /U e M=o (R p)dk: (7.36)
et
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Ortogonalidad

Las condiciones de ortogonalidad de las funciones de Bessel. en el caso
de que cl potencial se extienda hasta el infinito sin condiciones en los limites
cn la direccion radial, son:

N 1
[ p1uti) 2w prdo = 280k~ 1) (7.37)
] ]

(K — k) es la funcién delta de Dirac que vale cero para k # & v 1 cuando
f=Fk.

2) El segundo caso corresponde a una superficie equipotencial, con V =
0, para p = R.

En este caso los valores de £ se obtienen buscando los ceros de la funcién
Jn(kR) = 0 (Veanse las tablas con los ceros de la funeion J,, en el libro de
Murray [14]). Ahora existen una serie de valores kg, que anulan J,,( kR).
La solucién serd una suma de infinitos términos que cumplen las condiciones
en los limites de problema.

Ortogonalidad

Las condiciones de ortogonalidad en el caso de un potencial con limites
en la direccion radial son:

fﬁﬂm)fw)d—”“km#w (7.38)
o Fom\emP) nlPICR = (B2 NI (ko B) ST kgm = ko ©

kom ¥ kop son los valores de & que multiplicados por R anulan la funcion
Ju(kR). Cuando n = 0, J (komR) = —J1(komR)-

Propiedades generales de las funciones de Bessel

Férmulas de recurrencia

Si hacemos el cambio de variable » = kr,

2n 2n i
ijﬂ, = Jn—l + J‘n,+1 . TMJ = ‘n"rn—l + Nn+1 (7‘59)

Derwvadas
n n
J:: = Jﬂ—l i ;Jn = _Jn+1 + ; 7 {7.40)

. T
Nj = Npot— =Ny =—Nyy1 + —N, (7.41)

T
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Integrales
/U"; n—1(v)dv =" Jp(v) (7.42)
/. v "I (v)de = —v " (v) (7.43)
ffu“ n1(v)dv = " N, (v) (7.44)
/v‘” 1 (V)de = —v " N, () (7.45)

De la ecuacién (7.46), igualando partes reales e imaginarias, se deducen
las siguientes relaciones:
Para 0 < 2z < p,

fﬁ " % Jo(kp)dk = (p? — 22)1/? (7.46)
]ﬂ " cos(ka)do(kp)dk = (g — 27) 12
msen(kz}‘fg(kp)dk = 0 (7.47)
Para z > p, ’
fﬂ " cos(b2) o(kp)dk = 0
fn - sen(kz)Jo(kp)dk = (p° — 22) /2 (7.48)

7.1.3.3.4 Coordenadas esféricas

Como en los casos anteriores, si la ecuacién de Laplace admite una so-
Iucion de la forma:

Vi(r, 0, ¢) = R(r) &(y) ©(0) (7.49)
La ecuacion (7.10) se transforma cn las tres siguicntes:

d [ ,dR B
% (T E) = n(n-—l— I)R—-— 0
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Con p = cosb,

d 9, dO m? B
d,u ((1 —n ] ) + (ﬂ.(l +m) — 1 —P‘-z) 0 =20

Las soluciones respect.nra:-. dependen de 1a siietria del problema y las
correspondientes condiciones de frontera.

Los casos més frecuentes tienen simetria azimutal. es decir. no dependen
de o . por tanto m = (). En estos casos:

R(r) = Apr™ 4 Al p—(nt1)
O(0) = CoFu(p) + CrQn (1)
Fo(1) v Qun(p) son los polinomios de Legendre de primera y segunda
especie. que corresponden a la solucién de la tercera de las ecuaciones ante-
riores conocida como ecuacion de Legendre.
Si ademss el potencial no depende del radio, la solucion es de la forma,

(7.50)

V(0) = C'ln(tan(6/2)) + C" (7.51)

En el caso de no tener simetria azimutal la solucion es de la forma,

R(ry = Apr™ + . 1;,_?‘_':““:'

6(0) = Cn P (1) + CLQ7' (1) (7.52)
O(p) = By, cos(my) + B;'ﬂ sen(my) para m # 0 '
P(p)= B+ D para m = ()

Py Q7 son las funciones asociadas de Legendre de primera y segunda
cspecie.

Polinomios de Legendre

Los primeros cuatro polinomios (g = cos ) son:

Fo(p) =1 Qo) = 41n (H£)

Pi(p) = p Q1(p) = Pr(p)Qolp) — 1 (7.53)
Pa(pe) = ~ %(311? ~1) Q*z(;f) = Do(p)Qolp) — E“

Py(p) = —5(51° = 3p)1 Qa(p) = Pa(i)Qo(p) — 34 + %

Formule de Rodrigues

1 d"
R:(;“') o o ! d.,U-n

Q1) = n(,u}ln (-i——{—i;i) — W, (7.54)

(’[1.2 _ l)ﬂ.
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Wa = Z Rn 1 ;U)Pn m(ﬂa) ; con 1

Estas formulas nos da,n cualquler polinomio.

Fodrmulas de recurrencia

(2n + Dpl(p) = nPpy(p) + (n 4+ 1) Py (p) (7.55)

Derivadas e integrales

Fha(i) = Py () = (2n 4+ 1) Pu(p) (7.56)
[ Pt = 5 (Puali) = Poa () (7.57)
P(p) = 1( 2 [ P (7.58)

Ortogonalidad

+1 1
f -Pn(nu) Rn(.“‘)ffﬂ' F 2
-1

fnm
n-+1
dnm = 1 para n = m y cero cuando n # m.

(7.59)

Potencial debido a una carga puntual

Podemos expresar el potencial debido a un carga puntual g, situada cn
el punto » = R, mediante los polinomios de Legendre.
1) Para puntos con r < R.

q o9 'i*‘ n
Vi(r, 0) = (—) P, 7.60
0 = e 2 (7)) (7.60)

2) Para puntos con r > R,
) T
q R

Vi(r, 0) = E — ) Bup 7.61
1(r, 0) dze,r - ( . ) (1) ( )

7.1.4 SOLUCION DE LA ECUACION DE POISSON

La ccuacién de Poisson (7.6) se utiliza cuando en ¢l medio entre con-
ductores existe un densidad de carga p(r’).
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Se resuelve sumando una solucién particular a la solucion de la ecuacion
de Laplace. es decir,

V(r) = Solucién particular + S. complementaria (7.62)

La solucion particular debe satisfacer la ccuacién (7.6) no homogénea, y
la complementaria la ccnacion de Laplace que hemos estudiado en apartados
anteriores.

El potencial V(r) obtenido debe satisfacer las condiciones en los limites
del problema.

La forma de obtener la solucién particular depende de cada tipo de
problema.

El método de la funcion de Green permite resolver las ecuaciones de
Laplace y Poisson con unas condiciones de frontera determinadas. Para su
estudio véanse los libros [7] y [16] de la bibliografia recomendada.

Un estudio més detallado sobre las soluciones aportadas en los apartados
anteriores se puede encontrar en la bibliografia indicada al final del libro.
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7.2 PROBLEMAS

PROBLEMA 7.1

Dos cargas q1 y g2 se sittan frente a un plano conductor indefinido como
indica la figura P7.1a.
(C'alcular la fuerza cjercida sobre la carga ¢o.

N 9, 9. /F,
d d d yF,
; . F,
/ ql - /’;ﬂ !_/ qi - //
s / _ g d 4
£ b s pd
4 s / I s
:’_ ./ /j qz /
1 a 1
9
a b

Figura P7.1
Solucién
Dcbido a la presencia del plano conductor, la fuerza sobre ¢o se calcula
utilizando ¢l método de imagenes. Las posiciones respectivas de las cargas
imagen sc¢ obtienen teniendo en cuenta lo dicho en el apartado 7.3.1: el
resultado se muestra en la figura P.7.15. La fucrza sobre g2 es la suma de
las ejercidas por la carga ¢ su imagen ¢} y la imagen de g2, ¢5. Es decir,
con las fuerzas indicadas en la figura P7.10,
F=F +Fy+ Fy

L qq 1 q¢3
F — 3 e o F+ - — —1
. Ame, d? - 2 fre, 4d2 .

F g1z ((‘:OS ¥ 501 0 )
3 = u; — u.
i dme, \ Bd2 " bd?
Observando la figura P7.1b, deducimos que,
o d 5 2d  2/5
oSy = ——= = — 1 sena = =
d\/5 ] dv5 )
Sustituyendo y realizando operaciones,

(¢ 5) 1 1 2D
nqz (—1+ \/_) - (_q3+£q1(12) u,

= dne 2 25 T meadZ \ 1 25




228 CAPITULO 7. ECUACIONES DE LAPLACE Y POISSON

PROBLEMA 7.2

Frente a un plano conductor indefinido, unido a tierra, tenemos dos
cargas puntuales (). La distancia de las cargas al plano se indica en la figura

P7.2.

1) Caleular la fuerza sobre una carga g situada en el punto intermedio

(0, 3d, 0).

2) Obtener la cnergia necesaria para trasladar dicha carga g desde el
infinito hasta ¢l punto (0. 3d, 0).

Z

2d 3d 4d
0O 9 Q0 Y

Figura P7.2
Solucién

Podemos aplicar el método de las imdgenes para resolver el problema de
cargas puntuales frente a un plano conductor infinito en las direcciones X
v 7. En cste caso las cargas imagen de las fijas son, —-Q en (0, —2d, 0) y
—( en (0. —4d, 0). También hay que tener en cuenta la carga imagen de la
carga problema ¢ que es —¢ en (0, —3d, 0).

1) Fuerza sobre la carga q

Resolvemos ahora el problema de hallar la fuerza sobre wna carga ¢
situada en (0,3d,0) en presencia de las otras dos cargas fijas més las tres
cargas imagen. Aplicamos la expresion de la fuerza entre cargas puntuales:

F - 2 ( & — @ —I—) u
dme, \(3d — 2d)2  (4d — 3d)? ¥

4 Q Q g
_-l?rc"ﬂ ({-ld—F d)? N (8d — d)? + {[id}z) Uy

q 1 1 1
= l—1—-—=-—)—g=|u
F= e [Q ( 25 49) . 3{3] ““
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q 71 1
F-— =
Tre, @ (1225Q M 36'*') t

2) Energia para trasladar g

La energfa necesaria para tracr la carga ¢ desde el infinito hasta el punto
considerado s la diferencia entre la energia del sistema antes de trasladar
la carga v la que tienc después.

Antes,

W ¥ 0 Q2 | QQ7 | 1 | Q] Q0 QL
W, = - 2 2 2 2

= 2ne, (2 2d 4w TPed T¥eq TP e Tr g

Como Q1 =Q2=Qy Q) = Q) = —Q,
s L1 1 1 1 1\ 1 Q7
“7 247e, (E_ﬁ_ﬁ_ﬁ_ﬁ“LE) T 24w, d 12
Cuando todas las cargas estdn en sus posiciones finales la encrgia es igual

a la anterior méds la de interaccién de las cargas q v ¢ = —q con todas, es
decir,
' . 1.1 Qi | ,9Q2 Q) qQy _qd
A 1 = 2 1 2 2 dJ4i
T o (2 R R R o
Irat (Fat ! !
0@ | 4Qy L dC | Q2
2 2 2 2
gk g ey

Sustituyendo los valores respectivos de las cargas,
R 14 1 ¢? . 116 1 ¢?
W =W, + 02 (g_4_1 Sy e 90 14
35 dmeod  64med

2 dmeod 5 7) 6Ame,d
La diferencia entre las dos serd la encrgia pedida,

s I - " o Q 116 q
V. =C e = 1WEOd(35Q G)
PROBLEMA 7.3

Tenemos dos cargas ¢ situadas respectivamente en los puntos (0, 1, 1)
y (0, 1, —1), frente a un plano conductor indefinido y unido a tierra como
muestra la figura P7.3.1.

Calcular el trabajo para transportar una carga () desde el infinito hasta
el punto P(0, 1, 0).

Solucién

Se resuelve por el método de las imédgenes; g ¥ g2 son las cargas estati-
cas inicialmente dispuestas como se ve en la figura P7.3.2; ¢ ¥ g5 son sus
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imagenes: Q es la carga que. inicialmente en oo, llega al punto P; Q' es su
1M1AECIL.

I g, . g’ I .q
0 o 0] Q
7 /
-1 g 4", -1 x’
Figura P7.3.1 Figura P7.3.2

El trabajo necesario para tracr () del infinito es igual a la diferencia entre
la cnergfa del sistema con Q en el infinito y la que tiene cuando ) se sitia
frente al plano en el punto P.

La energia debida a las cargas estaticas, ¢ y ga. sus imdgenes ¢y y ga es.

e (quz N o114) B L 2@202 Lo o2 zruqé)
2 47e, 2 2 2,/2 2 NG 2

Comoq =2 =qy qy=q¢y= ¢,

. 1 ¢ 3 @ 32
We=5 1-1-14+1-—]=- ki
2 dare, ( \/5) Ywe,

En cl segundo caso la encrgfa serd ignal a la anterior mas los términos
que proporciona la interaccién de las cargas Q y @' con todas las cargas.
La distancia entre Q v las cargas ¢} v ¢h es 1 1 L = /5. Lo mismo ocurre
con la distaucia entre Q' v qp v go.

o . 11 th 202 Qﬁ*l QQ: QQ’
W, Lie+-2-47T:o (2 ! —|—2\/_ \/_

oQu  ,Qa Q’ qi Q’fh
+2 + 2
55 i
Sustituyendo los valores respectivos de Ias cargas, Q= Q' yq = q =g
y q'l = qﬁ = —q tenemos que,

2
W= b (190090 0,0
TEo

1 1 -
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29 50 |, qu)
SRR 1

1 . 2
W =W, + - Qq 8 — ) — Q
2 4we, vhH 8me,

LQi( 1)@ 1y @
ne=wr o (1) - e s {1 75) -5

El trabajo que nos pide el problema es la diferencia entre las energfa final
e inicial del sistema:

y . Q 1 @

W=W,-W,= 1-—=)-=

WS w{(-5) -
PROBLEMA 7.4

Disponemos dos cargas, ¢ y —¢, frente a un plano conductor indefinido
como muestra la figura P7.4.1. Calcular los términos monopolar, dipolar y
cuadripolar del potencial debido al sistema indicado.

Z
r
2d d 0 a d 2d
- e e o
-q q -4 q Y
X
Figura P7.4.1 Figura P7.4.2

Solucién

Aplicando ¢l método de imdgenes el sistema es equivalente al conjunto
de cargas que muestra la figura P7.4.2.

Los distintos momentos monopolar dipolar v cuadripolar se obtiencn
aplicando el procedimiento habitual al sistema de cargas equivalente indica-
do anteriormente.

Momento monopolar

Q= g=—qtqg—q+q=0

Momento dipolar

Este momento viene dado por la siguiente expresion:

pzzmrf_ = —qdu, +q2du, — gdu, +q2du,
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p = 2qdu,
Momento cuadripolar
La ccuacion que permite calcular dicho momento es:

4
Qi = Zfﬁ (3.i ki — 17 81)
1

. 1sij=k
.?iIl_m,y}z 3’ 6jk{05ij#j’l'

Los términos j& en los que interviene simultancamente dos variables son
nulos por que siempre » =0y z =0

Por tanto,

Q:cy = Qgr.t: > Q:r..z — Qza: = Qyz - Q:y =0
Los términos en que j = k se verifica que,
Qur = —¢(0 — d) + (0 — 4d?) + ¢(0 — d*) — (0 — 4d*) = 0
Quy = —q(3d* — &*) + q(12d* — Ad?) + q(3d* — d*) — g(12d* — 4d*) =0
Como sc debe cumplir que,

Qrm+Qw+Q:z:U

se deduce que,

sz =0
De todo lo anterior se deduce que el 1inico momento distinto de cero
es el dipolar. en consecuencia el término dipolar es el 1inico que contribuye
al potencial en cualquier punto del espacio determinado por el vector de
posicion r.

) i Il p-r 1 2qdu,-r
V(r) = Vplr) = = :

co T3 Ame, 13
I 2¢d cosa
Irr r . ".rr r —_—
(r) p(r) dre, 12

Dada la simetria cilindrica del sistema equivalente. cuyo eje es Y, el
potencial en la region con y > 0 viene dado por la expresion anterior, siendo
a el dngulo formado por el vector de posicién r con el ¢je Y. En la zona
donde y < 0 el potencial es cero, ya que el plano apantalla los efectos de las
cargas que estdan a su derecha.
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PROBLEMA 7.5

Disponemos de una esfera metdlica de radio R con una carga (). A una
distancia del centro d = 2R situamos una carga g.

1) Calcular la fuerza sobre la carga q.

2) Determinar la diferencia entre la fuerza calculada anteriormente y la
que existe entre dos cargas puntuales ) y ¢ situadas a una distancia 2R.

Comprobar su comportamiento cuando ¢ tiende a cero.
- P

Figura P7.5
Solucién

1)

En primer lugar calculamos la distribucién de potencial debida a la carga
¢ en presencia de una esfera metalica con carga (). Para cllo utilizaremos
las ecuacién (7.14) del apartado 7.3.1.

El potencial en el punto P, véase la figura P7.5, se calcula aplicando el
principio de superposicion de la forma siguiente:

1° Potencial debido a la carga ¢ en presencia de una csfera metélica unida
a tierra (potencial cero). De la ecuacion (7.14),

] !
v, — (i_i)
dre, \ 11 1o
R R?
n=lr—dl ; p=lr-al ; ¢=-7¢; a=—

2 Cuando la esfera no esta unida a tierra su carga total es nula, por
tanto para mantener la neutralidad y que la esfera sea una equipotencial,

suponemos otra carga ¢ = —¢ situada en el centro de la esfera. Esta carga
contribuye la potencial en al punto P con el término,
1
="t
Ameg 1

3¢ Como en nuestro caso ademds la esfera tiene una carga (), ésta con-
tribuira con el término,
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V= 2
Are, T
La suma de los tres términos dara ¢l potencial en P.
Para calcular la fuerza sobre la carga g obtenemos el campo debido a
todas las cargas, menos la ¢, en el punto N donde se sitia ésta. N = (0,
y, 0), (¥ = 2R). Dicho potencial, teniendo en cuenta que para esc punto

r=y=d=2R, ro =y — a, cs,

vig) = — (L4 &1
) dme, \y —a Y

Dada la simetria de la distribucién de cargas con respecto al eje Y, dicho
cje cs normal a las equipotenciales y por tanto sélo hay componente F, sobre

él.
 dV(y 1 qd Q—q
Ey= dy — d7me, ((y —a)? u y2

Calculando los valores de a y ¢' que corresponden a ¢ cn la posicién

y = 2R, y sustituyéndolos cn la expresién anterior, obtenemos:
Para y=2R; - a=R/2; — ¢ = —¢/2
i ( —q/2 Q+q/2)
dmeo \ (2R — R/2)? 4R?
1 118Q-Tq
YU Ame, 72 R2

La fuerza serd Fi = ¢E = ¢l u,,
g 118Q—-T7¢
T Ame, 72 R2

2) Diferencia entre las fuerzas

Ey

La fuerza entre una carga  en (0, 0, 0) y otra g en y — 2R es,

9@
F2 = 41T504R2uy
La diferencia entre las dos fuerzas es,
1 7 ¢
F-Fy F = —_2L
27N T 4ne, T2 R2

Cuando g tiende a cero la diferencia entre las dos fuerzas se anula, es
decir, las dos tienden al mismo valor.

Este problema pone de manificsto la influencia que tiene la presencia de
un conductor sobre la fuerza entre un sistema de cargas. Ademds, cuando
q— 0,
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F, F,

— e —
| _ a q
Como la expresion anterior corresponde a la definicion de campo eléctri-
co, F1/q tiende al campo cléctrico de una esfera con carga @ sin presencia
de otras cargas, que muestra la necesidad de definir ¢l campo eléctrico de la
forma.

E = lim E

q—0 g

PROBLEMA 7.6

Un sistema aislado estd compuesto por una csfera metdlica de radio R
unida a ticrra y una carga puntual ¢ que gira con velocidad v sobre una
érbita de radio d. El sistema estd en al vacio.

Calcular la velocidad v de la carga ¢ para que su érbita permanezca
estable. La carga ¢ tiene una masa my d = 2R,

Z

P R

A
/ R

Figura P7.6

Solucidn

Como en el problema anterior utilizaremos la ecuacion (7.14) del apar-
tado 7.3.1.
Para que la carga permanezca estable en la drbita, la fuerza de naturaleza
electrostatica F. sobre ¢ debe ser igual a la fucrza centripeta F.. sobre ella.
La fuerza clectrostatica es igual a la fucrza entre ¢ v las cargas inducidas
sobre la esfera, o lo que es lo mismo, entre dicha carga y su imagen. Mediante
la ccuacion (7.14),
2
q = —Eq situada a la distancia a — %

d

La fuerza F, es,

Pl _aed _ad & u
© dme,(d—a)2 " dme, (2 - R2)2T
Comod=2Ryq = —q/2
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2
q 2
F.= ———u
lme, OR2 "
La fuerza centripeta cs,
v2 22
F.= —mgur = —mﬁur

Igualando y despejando v obtenemos:

2 q2 m1 v qz m ! 1/2
- 7e, 9R B e, 9R

PROBLEMA 7.7

Una esfera conductora de radio R, unida a tierra, estd rodeada por un
anillo circular de radio d = 2R como indica la figura P.7.7. Sobre el anillo
se distribuye una densidad de carga lineal y uniforme A,.

Calcular el potencial y campo en un punto P situado sobre cl eje Z a
una distancia z, = 2R.

Solucién
Z
zo t P
Ao
R |
- d
iy o Y
/X 1
Figura P7.7

Aplicamos el método de imdgenes indicado. en el apartado 7.3.1 y la
ecuacién (7.14), para calcular el potencial y campo debido a la densidad de
cara A, y a las cargas inducidas sobre la csfera.

Fl sistema, en el exterior de la esfera, se comporta como si existicra una
densidad A, sobre el anillo de radio d = 2R y una densidad de carga A)
sobre otro auillo de radio a = R?/d = R/2.

Para obtener A, suponemos,

q = )\"Odlr = )\"'Ogd.cp
q = Aodl = Aoddp = Aoddyp
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Como en cste caso

R R q
:—:d:?}? 1 Ir:— —_— T
=5 Y@= T 7y

1
Agg p = —5A2Rdy — N.o= 23,

1) Célculo del potencial
Se obtienc sumando los potenciales debidos a cada distribucién A, y AL.

V() = 1 ( f?ﬂ A2Rdp | f‘zﬂ AR dyp )
4?750 0 |l'—r1| 0 2'1‘ . I'2|
R

r—2z2u,;r; —2Ru,; rgzguf.

1/2 .
Ir —ry| = (32-1-—1}?2) / ; r—ro| = (2‘2+R2/~1)
Llevando cstos datos y que AL = —2), a las integrales tenemos,

V() 2 /2?‘ Ao R dy _fﬂﬂ AR dp
dmeo \Jo (22 +4R2)V2  Jo (422 + R2)!/?

Ao R R
€o \ (24 4R2)/2 (122 4 R?)W)

En cl punto P z = 2R, con lo cual, g

. Ao R R Ao (1 1
RSs ((41?2 L 4R)'V2 (16R? + R‘f-’}lfz) S (?@ _ ﬁ\/ﬁ)

2) Carmnpo eléctrico

Dada la simetria de la distribucién con respecto al eje Z, ¢l campo sobre
dicho €je es,

dV (z) Ao z R 4z R
E=——u —— — — u,
dz o \ (22 +4R2)Jf2 (422 + Rz):}jz

1/2

Viz)=

En el punto P,

X (V2 8VIT A
P = ul — P g— | =l = -2 0
E(P) = ( T 250 ) u. 2,575 x 10 B u,

PROBLEMA 7.8

Tenemos una esfera conductora de radio R unida a tierra. Sobre una
superficie esférica de radio d. coneéntrica con la anterior, se distribuye una
carga superficial con densidad e.

Calcular ¢l campo cléctrico para todo r > 0.
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Figura P7.8

Solucion

Para puntos cxteriores a la esfera utilizamos ¢l método de imdgenes del
apartado 7.3.1 y la ecuacion (7.14). El sistema se comporta. en el exterior
de la esfera de radio R, como dos distribuciones de carga. la ¢ y olra iinagen
o' sitnada sobre una esfera de radio a = R?/d. La distribucion o' propor-
ciona, en ¢l exterior de la esfera conductora, el mismo campo que las cargas
inducidas sobre ella.

En primer lugar calculamos o’.

qd — d'ds' ; ds' = a*dQ (£2 = angulo solido)
qg=ods; ds= d*dS)

Como ¢ = —q(R/d),

o' a?d§) = —E?-d?d&!

d
Dado que a = R?/d, sustituyendo y despejando o’ tendremos.
3
el O
S R3

Calculo del campo eléctrico

En la zona donde v < I el campo E = 0, ya que estanos dentro de la
eslera metdlica unida a tierra.

Paraa<r<d

En este intervalo sélo se ticne en cuenta la distribucion de carga inagen
o'

Dada la simetria esférica de la distribucién, aplicamos el teorema de
Gauss, obteniéndose,

| 1
Endmr? = —4na®e’ = —Ana’o’
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Sustituyendo los valores de a y ¢’ y despejando E,. obtenemos la siguiente
ecuacion,

2y 2 3
=t (B) (o) - 25 — B Rig

gor2 \ d R3 Eo T2 €o T2
Parar > d
Ahora intervienen las distribuciones o y o', por tanto,

1
E,pdmr? = —4x (a.z(:r" + d2o')
3

o
11 2 2
E.o = g?—g (nt o +d d’)
Teniendo en cuenta el valor de Eqq,
1
Ene ——d(d R) — Ep= -"5 (d— R)u,

ﬂ

En r = d hay un salto del campo debido a la capa cuya densidad de
carga os o,

E; —E; = —
PROBLEMA 7.9

Teniendo en cuenta la formacién de imdgenes en sistemas con planos
conductores que forman dngulo a, obtener las cargas imagen de la carga q
indicada en la figura P7.9, (a = 60°). s

Calcular la fuerza sobre q.

q . . q

L

ilp—
GJQ‘
»
=

e > o’ q,
Figura P7.9.1 Figura P7.9.2

Solucién

1) Cargas imagen

En el apartado 7.3.1 sobre el método de imdgenes vimos como se obtie-
nen cuando los planos conductores forman dngulo. El problema propuesto
consiste en dos planos que forman un dangulo de 60° y la carga ¢ esta situada,
sobre la bisectriz a una distancia R del vértice O.
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a=060°=7/3 >n=23

En mimero de imdgencs serda N = 2n — 1 = 5.

Las imdgenes cstan sobre la circunferencia de radio I? como indica la
figura P7.9.2.

Las cargas con subindice par son positivas e iguales a ¢, las que lo tienen
impar son iguales a —gq.

2) Fuerza sobre la carga q

Las fuerzas debida a ¢ y ¢ son simétricas con respecto a la diagonal
del dngulo a. Lo mismo ocurre con ¢ y ¢§. Como g3 coincide con qy y esta
sobre la diagonal, la fuerza correspondiente esté dirigida hacia el vértice O.

Las respectivas fuerzas sobre la diagonal son:

= : _qZ cosG0? | : Fy = 2 q2 005300) -y = 1 q?
Y7 4ne, \ T RR2 " 02 Ume, \3R2 3T T ire., AR2

En los célculos anteriores hemos tenido en cuenta que el lado del hexdgo-
no inscrito es igual al radio, y para el trisgngulo equildtero es L = R/3.
Sumamos las fuerzas F; y obtenemos la fuerza en la direccién de la

diagonal,
Lo 5, V3

= =l =25t
47e, R? 4 3
Las componentes cartesianas del la fuerza F son:

1 ¢ ( 5 V3\V3 1 ¢

— Feos30° — T 2,¥2V VY3 L o158 'l

= ine, R?( 1 3) 5 0.583 ) — 2
1 ¢ 5 V3\1 1 ¢

f— 6(}0: — S . —i—f_,"' il
Sl elices 47TEOR2( 1 3)2 0,330 e

F = -F'.Tu.l‘ + Fyu-u
PROBLEMA 7.10

Calcular el potencial entre dos placas conductoras indefinidas. separadas
por una distancia d v unidas a una baterfa de f.e.m. V.

Solucién

Se trata de un problema donde el potencial sélo depende de una variable,
que en cste cjemplo vamos a suponer que es la variable z. La ecuacién de
Laplace, ecuacién (7.8) se reduce a,

d?v

az =V
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Mediante una doble integracién podemos obtener la solucién general, y
al imponer las condiciones cn los limites obtenemos el potencial.

Figura P7.10

En la primera integracion se obtienc,

dV
—:A
dr

La ecuacién anterior, integrada de nuevo, produce.
V=Ax+ A
Calculamos A y A’ imponiendo las condiciones en los limites a.la solucion
general, que son:

Para =0V =0 - A =0
Parar=d V=V, - V,=Ad - A=V,/d
Sustituyendo los valores de Ay A’ en la solucién general obtenemos la
solucién del problema propuesto, es decir,

Vir) = % a

PROBLEMA 7.11

Calcnlar el potencial en ¢l recinto indicado en la figura P7.11, con las
condiciones de contorno que se muestran en la figura P7.11:

r_ - V=0 y=0
Vi=0Opara| , op 1 V=0paral o
7 — Vo para| ¥ =0 OV o para| T
V =V, para O<z<a ' By () para 0<y<b

Solucién

Se trata de un problema en ¢l que la superficic que soporta las condiciones
de contorno son planos normales al plano XY, al mismo tiempo que paralelos
respectivamente al YZ y XZ. Con estas condiciones de contorno la ecuacion
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de Laplace sc expresa en coordenadas cartesianas y en dos dimensiones.
En otras palabras, se utiliza solucién indicada por la ecuacién (7.21) del
apartado 7.3.3.1. Cada término del sumatorio es de la forma,

(Aﬂ‘ S€n OiF + A;l LD Or:r) (B neY + B:ze_ﬂ y)

Y
V=V,
b
V=0 ﬂ=g
0 x
V=0 a X

Figura 7.11
Determinamos las constantes A, Al, B, y B], mediante las condiciones

de contorno o condiciones en los limites.
De V(0, y) = 0 se deduce que

Al (Bne® + Ble¥) = 0

para cada término del sumatorio, por tanto,
A, =0
De V(x, 0) = 0 se deduce que
A, sen ar (B.i.1 +B,)=0
para cada término del sumatorio, en consecuencia,
B, =—-B)],
Mediante la relacion entre exponenciales y sh ay v agrupando las cons-
tante en una, podemos expresar la solucién de forma simplificada,

V(x, y) = M, senax shay

Quedan por determinar a y los coeficiente AfL,.

Utilizando las dos condiciones que nos quedan podemos calcular estas

constantes. i
9A%

De — =0 paraxz=a
dx P
se deduce que para cada término,
M, a cosaashay =0

esto se cumple cuando,
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2n+1
a = M% n=20,1,2 3, ..n (7.11.1)
a

Con esta condiciéon vemos que hay infinitas soluciones, v como toda combi-
nacién lineal es solucion, la expresién general queda de la forma,

oo
Ve, y) = Z AL, sen o shay
0
Con « de la forma indicada por la ccuacién (7.11.1) obtenida antes.

Aplicando las condiciones de ortogonalidad entre las funciones sena ex-
presadas por la ecuacién (7.22), y la dltima condicion de contorno que nos
queda por aplicar, determinamos los valores de Al,,.

Para y = b, V(r, b) =V,

oo
Vo= M,shabsenax
]

Multiplicamos los dos miembros de la ecuacion anterior por sena e in-
tegramos entre los limites 0 y a para la variable x. Se sustituye el Iimite o
por a, ya que « es niltiplo de (7/2a). La integral queda.de la forma,

(] {1
/ Vosen ar da = M, shab / sen?ar dr
0 Jo
El resto de los términos de la serie se anulan, dado que,

1
/ sena’r senaxdr = 0
Jo

o' # a para todos los términos menos uno.
Integrando la ecuacién obtenemos Af,,.
El primer miembro da,
Ve TV, 2aV,
[—: COS a;r] = — =

0 Q (2n + D7

2

El segundo. como la integral del sen“aa es igual a a/2,

a
AL, sh aob / sen?ax dr = M, % sh b
0

Igualando términos se obtiene el valor de A, ,

4V,
MM, —
(2n + D)wshab
La forma definitiva de la expresion del potencial en el recinto indicado

F
oa
4V,
‘/’r - —_— " - .‘ Ll 3
(x, ) ; @n+ Drshab scn ar shay
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Tomando a los valores que indica la ccuacion (7.11.1).
PROBLEMA 7.12

Caleular ¢l potencial en el interior de un recinto plano como el indicado
en la figura P7.12, con las condiciones en los Ifmites:
. . aV oV
V(U,y)z[]. V(J‘-’i U):“, 8_ :U, ‘}— =-B
&= = ol y=h
Solucién

Dada la forma del recinto y las condiciones de contorno, vemos que se
trata de un problema de potencial en coordenadas cartesianas y dos dimen-
siones, por tanto se aplica el método de separacion de variables expuesto en
el apartado 7.3.2.1. La ecuacién especifica en este caso ¢s la (7.21), y cada
término del sumatorio es de la forma,

(Ansenar + A}, cosax) (Bpe®? + B e~ ")
Calculamos a y los coeficientes A,,, A?, B, y B!, mediante las condiciones
de contorno dadas en el problema.

Y
oV
== B
ov
b i ¥
oV
lng -_
cx 0
V=1 a X

Figura P7.12
De ¥(0, y) = 0 se deduce que para cada término,
(A), cosa0) (Bpe®? + Ble ™Y) =0 — A;, =0
De V(x, 0) = 0 obtenemos,
(Apsenax) (B, + B)) =0 — B, =B,
Teniendo en cuenta los resultados anteriores y la relacion entre exponen-
ciales y sh ay, podemos expresar el potencial de la forma.
Vie,y) = E A, sen ar shay
Con las condiciones de contorno que restan y la ortogonalidad expresada
por la ecuacién (7.22) determinamos a y AM,.
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ol B
De | — =0 se deduce gue para cada término
(7. A S
M, cosaa shay =0
Esta condicidn se cumple si,
2n+1
BN Gl LN 1 (7.12.1)
a 2

Para terminar, calenlamos Af, utilizando la eondicion de contorno (ue
resta y la ortogonalidad de la funcion sen cer.
v
De | - = - B se deduce que.
dy /.,
Z Mpasenoxr chab = — I3
Aplicamos ahora las condiciones de ortogonalidad. ecnacion (7.22). Mul-
tiplicamos los dos miembros de la ecuacion anterior por sen cur dz e integra-
mos entre () y a.
Sustituimob cl limite 7 por a. dado que o es miltiplo (IL (7?)’ 2a).
a0
—Bsenardr = / Mpachabsen®ax dr = JI,, oh o

0
El re&,to de los términos de la serie se anulan, dado que,

(i
[ sena’xr senardr = 0
0

o' # @ para todos los términos menos uno.
El primer micmbro.

= B 3 B
—Bsenaxdr = — [cosax]y = — (cosva — cos0) = ——
Jo « @ o

va que a es un miiltiplo de 7/2. Despejando Af,. obtenemos,

Ao 2 B 8a3
"7 aachaba (20 +1)2r2chab
La expresion para el potencial sera:
> 8aB3
7 - I , . g .
Vi, y) = Zﬂ: @n 12 chob sen cvr sh oy

Con a en la forma indicada por la ecuacién 7.12.1.
PROBLEMA 7.13

Tenemos dos conductores cilindricos coaxiales indefinidos, de radios R, y
Ry, véase la figura P7.13. Un sector del espacio entre cilindros estd ocupado
por un material de permitividad dicléctrica e = 4g,,.
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1) Si aplicamos una diferencia de potencial (d.d.p.} entre los conductores
V, = V] — V5. calcular la distribucién de potencial entre los conductores.

2) Calcular los vectores de campo E y D, asi como la capacidad por
unidad de longitud.

Solucién
1) Potencial

El sistema es de simetria cilindrica, no existiendo variacién de potencial
en la direccion del ¢je del cilindro, que la hacemos coincidir con el eje Z.
por tanto la constante de separacion & = 0. Ademads, como las componentes
tangenciales del campo eléctrico se conservan al pasar del dieléctrico al vacio,
no hay variaciones del potencial con el angulo ¢, e¢n consecuencia n = (). La
ccuacion de Lapalee en coordenadas cilindricas se reduce a,
2 ()
dp \' dp

———

r.;.'l,.'l R2 EV’-:,-'"_* 300

-

(LT

4

] {
L R /]
L A 1 F _i
. T i

————

e R

Figura P7.13

Mediante la primera integracidn,

Y _c¢
P
Integrando de nuevo llegamos a la expresion general del potencial para
el problema propuesto, que es,
V(p)=Clnp+ "’

Mediante las condiciones en los limites determinamos 'y (7.
Parap—R V=V =ClnR +C" | Vo= ViV
Para p— Ry V=Vo=ClnRy+C" |’ " ! .

Mediante las ccuaciones anteriores determinamos 'y (7,

Vo
(= "=V —Cln Ry
In(R1/Rg)

Sustituyendo y operando V(p) serd:
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V, Vo
s —— 4 S
Vo) = vty MY 111(R1 i) M
V,
V(p) = —=—5=n & th

In(Ry/R2)
2) Vectores D y E
Calculamos E mediante la relacion E = — VV.

d Vo 1

E=Fu=—V({pu, = ——————-u
PP dp (P)u, In(Ry/Ry)p ”
Las componentes tangenciales de E se conservan en la superficic de sepa-

racién de entre dieléctrico y vacio, por tanto E, no depende del dngulo ¢ en
todos los puntos del espacio comprendido entre loq dos cilindros conductores.

En el vacio D = ¢ E,
B eV 1
D= 7Ry p™
En el dieléctrico D = 4¢,E,

de, Vo ]—u
lIl(Rl / RQ) P .
La capacidad por unidad de longitud es,

|
CL:@—; donde QLz—[D-dS
LJs

Vo

Cémo ds = Lpdpu,

o - L /ﬂfﬁ deolo pdyp /““ff" goVo  pdyp
T\ W@®E/R) 5 'y W(Ri/R) p

0, - eV 47 ll_‘iT _E’E EoVa
YT (R /Ry 6 ) 2 In(Ri/Ry)

5% €
CLzQL_W [

V, 2 In(Ry/Rs)
PROBLEMA 7.14

Calcular el potencial en el interior del recinto indicado en la figura P7.14.
Las condiciones en los limites son:
V=0 para ¢ =0; V=1V, para v =a/3
oV av

— = para p=a: —
& p P 3p

=0 para p=2>b
Solucién

El problema se resuelve en coordenadas ciltndricas, y en primer lugar se
observa que no depende de 2, por tanto k& = 0. La dependencia del potencial
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en cste caso es de las coordenadas p y @, por lo que recurrimos a soluciones
de la forma indicada en la ecuacion (7.34) o la (7.30).

(1) V(p, ) = Z (Crnp™ + Crp ™) (Bysenng + By, cos ng)
2) Vipy) = (Clop+ ') (Be+B)

Figura P7.14
Considerando las condiciones para la derivada del potencial en p=a y
2 = b, los dos tipos de soluciones anteriores levan a las siguientes relaciones:

BV) 1 _ v, —n-1
— = (Cpna™ " ~ Crna™™ ) () =0
(39 -

dp
Las dos ecuaciones 86lo se cumplen simultaneamente si Cy,, = C), = 0, ya
que cada una produce la siguiente relacion,

Gna®=C! ; C, b =0,

La primcra forma de potencial ensayada no cumple las condiciones de
frontera para p, por lo que debemos probar el segundo tipo de solucién
indicado arriba.

Imponiendo las condiciones anteriores para la derivada del potencial ten-

dremos,
) I{!‘ I
f’,)— =|C=)(Bp+B')=0
dp i a

(c;:)p - (C%) (Be+B') =0

Las condiciones anteriores determinan que ' = (), por tanto, la tinica
forma potencial posible es,

V(p) =C'(Be+ B)=Mp+ M

(BV ) = (Counb" ™! — Clnb (=0
p=b
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Con las condiciones de contorno que faltan por aplicar calculamos B y
B
Para ¢ =0 V=M =0 — M =0

, 3.
Para o =7/3 V=V,=Mza/3 —» M==V,
it
El potencial buscado tiene la forma,

N7
Vie) = —2¢

PROBLEMA 7.15

Un cilindro conductor de longitud infinita y radio R, estd descargado y
en presencia de un campo eléctrico perpendicular al cje del cilindro, que en
puntos muy alejados del eje es uniforme e igual a E u,., voase la figura P7.15.

Suponcmos que la referencia de potencial es el plano YZ, es decir, para
w=x/2,V =0.

Calcular el potencial eléctrico en el exterior del cilindro.

Y

Figura P7.15
Solucién

Se trata de un problema en coordenadas cilindricas, euyo potencial no
depende de la coordenada z, por tanto k = 0. Dada esta circunstancia, la

solucion general viene dada por la ecuacién (7.34) sin términos cn z, es decir,
el potencial es de la forma,

Vip. ¢) = Z (B, sennyp + BY cos ny) (Cop" + C;'tp_”)

Tanto el valor de n como las constantes se calculan mediante las condi-
ciones del problema.

El potencial para p tendiendo a infinito es,
V=-Ex+V,=—-Epcosypo+V,
por tanto,
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Z (Bnsenng + By cosng) (Cop” + ClLp™) = —E p cosg + V,,
Eista ecuacién se cumple cuando,
B, =D, =0para n>1y Bi=0; B{Ci=-E; B{Co=V,
Con estos valores el potencial se reduce a,
Vip. 9) = (Vo + BaCo) + (—Ep+ C{ Bip~ ") cosy
De V =0 para ¢ = 7/2 y n = entero en cualquier valor de p, se deduce
quc,
(Vo + ByCp) = 0
Por otra parte, dado que V' = 0 en el plano ZY, para p = R y cualquicr
valor de o, V =0, es decir,
(-ER+CIBiR ") cosp =0
por tanto,
B, =ER?
Sustituyendo los valores de las constantes obtenemos el potencial:

R2
Vip, ) = -E (P - ?) COS
PROBLEMA 7.16

Tenemos un sistema de conductores coaxiales. de longitud L, radios a
v b, cuya seccién longitudinal se muestra en la figura P7.16. Sc aplica una
bateria como indica la citada figura.

Calcular el potencial en la zona entre conductores, con las siguientes
condiciones de contorno:

v _ W vV,
1“ p=a: ——=—o=; 2° p=b: — = —
pP=a 3% 5L ° P o 5T
3% 20|y O ;4 =L | P2V =0
~ % =0’ p=bV =1,
i ==
b
ai'i
=L o
J":"oc- “T_

Figura P7.16
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Solucién

El problema se puede resolver en coordenadas cilindricas, por lo que va-
mos a ver cual es la forma general del potencial en funeion de las condiciones
del problema. En primer lugar observamos que dicho potencial no depende
de , dada la simetrfa de los conductores con respecto al eje Z, es decir,
n = ().

Por otra parte, lag primeras condiciones de contorno,
aVv v, ga b ov v,
—— T " p — . -_— = =
+ 0z 2K )z 2L
determinan que la variacién con z no puede ser de forma exponencial o
sinusoidal, por tanto k& = . La forma general del potencial sera la expresada

por la ecuacion (7.30) sin la dependencia de ¢, es decir.
Vip, z) = (Az+ A" (Clanr C’)

Realizando operaciones desarrollamos la expresion anterior y la ponemos

en funcidn de constantes que son producto de las anteriores,
Vip.z) =Mzlnp+Nz+ Plnp+ D

Ahora utilizamos las condiciones de contorno que nos quedan.
V' =0 sedeuce que (Plnp+ D) =0
8]” — T R] A » 1) f—
B =0 sc deduce que P/p =0

1 p=a:

Dela3d® z2=0

Las condiciones anteriores producen los resultados siguientes:
P=0vy D=0
p=a V=10 — MLIha+NL=0
p=b V=V, — MLnhb+NL=YV,
Este sistema de ecuaciones nos permite obtener las constantes M vy N,

Dela 4 2 = L

M — V, +  Voln(a)
~ Lin(b/a) ’ " Lln(b/a)
Sustituyendo los mlom: Ubt(.‘llldi)h en la expresion general, queda,
V, 2 P
Vip, = ] | = —2 " _In-
(pr 2) = 17 (h/ Tin(h/a) 0P ~Ina) = s e

Que es la solucion al problema propuesto.
PROBLEMA 7.17

Calcular el potencial dentro del cilindro indicado en la figura P7.17. El
radio es R y la altura h. Las condiciones en los limites son:

Para z=0 V =0; para 2=h V=V,yv para p=R V =10
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Solucién

Se trata de un problema cu coordenadas ciltndricas. que dada la simetria
de las condiciones para el potencial en p = R, no hay variacion del potencial
con , por tanto n = ().

Por otra parte, las condiciones de contorno o frontera para = = 0y z = h,
nos indican que podemos utilizar una solucién de la forma expresada por la
ccuacion (7.33) con k real y sin la dependencia de ¢. es decir.

Vip, 2} = Z (Ak ¢~ + Ale _;“,) (Ch Jolkp) + C), N;)(ﬁ‘p))
El potencial es finito para p = 0, en consecuencia y dado que Ny(k0) = oc
debe ser € = 0.
La condicién para z = 0 produce la siguiente relacion.
De V=0 para 2=0 — Y (Ag + A}) Cp Jo(kp) =0
Es decir, para cada término,
A = — A,

J..-'l X V= ()

igura P7.17
Utilizando la relacién entre las exponenciales y shkz, y poniendo M, =
A;.C,,. queda el potencial de la forma,

V(p,2) =) Myshkz Jo(kp)

Nos queda por caleular £ vy Af,. Determinamos & utilizando la condicion
para p = R.

De V = 0 para p = R se deduce que cada término.

Mpshkz Jo(kR) =0

La condicién anterior solo se cumple para valores de k = kg, que anulan
la funcién Jo(kR). En el libro de Murray R. Spicgel [14] existen tablas
con los valores de kR que anulan la funcion Jo(kR). Esto nos permite
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calcular la serie de valores kgp,. Por ¢jemplo, ¢l primer cero corresponde a
ko1 B = 2,40482, lucgo ko = 2,40482/ R,

Calculamos los coeficientes A1, mediante la condicién del potencial para
z = h y la ortogonalidad de las funciones de Bessel dada por la ecuacién
(7.38). que para ¢l caso de n = 0 es,

R .
\ ' 10 s1 o #p
\/(; PJO(AUmP)JUU'{}pP) - (RQ,IQ) le(kﬂm}?) $i om= p {7171}

De V =V, para z = h se deduce que.

Vo = Z ﬂfn sh ‘[':Umh- t}ﬂ(}"[lmﬂ)

Multiplicando los dos miembros de la igualdad por Jo(ko,.p).
R ‘R
[ Verduthomerdp — Mushkont [ p T3 ooy
J0o Ju
Aplicando la ecuacion (7.42) y la condicion de ortogonalidad, tendremos

que el primer miembro es igual a,

VLR

R
/ lro'p*][](kﬂmp)dp . ’]_O = (I"ﬂmﬁ)
JO (ke

El segundo miembro, teniendo en cuanta la relacion (7.17.1) anterior, da
como resultado,

R
A1, sh k(}ma";.f P f{) (komp)dp = M, sh ﬁg.,”h ]1 (kom )
0

Despejando AL, encontramos que,

A, =

2V,
kom IR ]1(’('01“ sh kg b
La forma final del potencial es:

G 2V,
, 2) = h(komz) Jolk
(P.. ) Z Fom IR Il(-‘lll[hu bhﬂ[}mh ] l( 0m ) [J('l'(hnp)

m=1

PROBLEMA 7.18
Clalcular el potencial en el interior del recinto cilindrico de radio R y
altura 1 indicado en la figura P7.18. Las condiciones de frontera son:

Para z=0 V =0, para z=h VV =0y para :;:L o V=V
Solucién

Como se puede dedncir de las condiciones de frontera, se trata de un
problema solucionable en coordenadas cilindricas.
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Las condiciones para ¢l potencial sobre la superficie cilindrica de radio
R no dependen de ¢, por tanto se deduce que n = 0.

Las ecuaciones utilizables son las (7.33), pero como cn este caso ¢l po-
tencial es nulo en 2 = 0 y z = h, la variacion del potencial con 2z debe ser
periédica. sinusoidal. es decir, k debe ser imaginario. Si £ cs iinaginario se
utilizan las funciones modificadas de Bessel [, v K,,. Cada término de la
serie serd de la forma,

(A sen(kz) + A7, cos(kz)) (Crlo(kp) + CpKo(kp))

El potencial es finito para p = 0, como Ky(k0) = o, se deduce que
C —0.

De la condicién V' = 0 para z = 0, s¢ deduce que 4], = 0.

S

.» X V=1
Figura P7.18
Poniendo AL, = A,, (7, cada término del potencial queda de la forma,
Valp, 2) = M, sen(kz) Ip(kp)
De V = 0 para 2z = h, se deduce que,
M, sen(kh) In(kp) =0

esta condicion s6lo se cumple si kh = nmr, es decir,

k= ";—:T n=01,2 .. (7.18.1)

tenemos por tanto infinitos valores de k& y, en consecucncia, infinitos
térinos en ¢l sumatorio, cada uno para un valor de k.

Nos queda por determinar M,,. Para cllo utilizaremos la condicién del
potencial cn p = R y la ortogonalidad de las funciones sen(kz) expresadas
por la ecuacién (7.22), cambiando el limite de integracion 7 por b, dado que
Fk es un nuiltiplo de (7 /h).

De la condicién V =V, para p = R, deducimos que,
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Vo = Z M, sen(kz) In(kR)

Multiplicando los dos miembros de la igualdad por sen(kz), integrando
entre 0 y h y aplicando las condiciones de ortogonalidad, tendremos,

h b
/ Vysen(kz) dz = M, Io(kR) / sen?(kz) dz
0 Jo

La integral del primer micmbro es,

h i
v 2V,

Vysen(kz) dz = == [— cos(k2) 3 ki)

0 k: k

El segundo miembro queda de la forma,
h
h
M, Io(kR) f sen?(kz) dz = }Uﬂfg(.h'f)EJ
0

Despejando M, y teniendo en cuenta la relacién (7.18.1) obtenida antes,
4V, I,

- kIp(kR) R " am Io((nm/h) R)

La expresion definitiva para el potencial es:

RS av, o nr
Vien2) = nz:{:} nm lo((nw/h) R) sen ( h Z) fo (T )

PROBLEMA 7.19

M,

Entre dos esferas conductoras de radios a y b existen dos capas de die-
lectrico como indica la figura P7.19. Las permitividades respectivas de las
capas son €1 y €2. La estera de radio a estd a un potencial cero y la de radio
b a V.

Calcular el potencial en las dos capas dieléctricas.
Solucién

Dada la forma que ticnen los conductores y capas dicléctricas, se trata
de un problema con solucién en coordenadas esféricas. Ademss se da la
circunstancia de que el potencial sobre las esferas conductoras no depende
de ¢ ni de @, por tanto n = 0 y m = 0. En definitiva, la ecuacién de Laplace
queda reducida a la forma siguiente,

d [ ,dVY
5("‘“?)—“
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T
= Tt L g
P Ao RN

iy
- ~E

Figura P7.19

Mediante la primera integracién obtenemos que.
dVv
P = A
dr
Con la segunda llegamos a una solucién de la forma,
A
!
Viry=—+4
r
Esta solucién corresponde a la ecuacion (7.50) con n = 0.
Como hay dos capas dicléctricas, vamos a suponer el potencial en cada
capa de la siguiente forma,

Vi(r) = Ay + A} para r<e¢
Vo(r) = Agr ! + A, para r > ¢
El potencial, si no hay baterfas en la frontera. es continuo en dicha

frontera. Las componentes normales del campo son discontinuas en dicha
frontera. Las dos condiciones anteriores se expresan en la forma matematica

siguiente,
’ oVy Vo
1‘; S = L‘r i i = —
1(() 2(‘} €] (()'P )C 2 (3?. A

Las otras dos condiciones de frontera son:
Vila) =0: Va(b) =V,
Utilizando las cuatro condiciones anteriores, calculamos A;, A}, A y
A,

De Vy(b) =V, se deduce quc,

Ab~t + AL =V,
De Vi(a) = 0 se deduce que.

Ala_l + A’l =0
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De 1 (V1/07), = 2 (0Va/0 7). se deduce que,
g1 Ay = €9 As
De Vi(c) = Va(c) se deduce que,
(Ay — Ag) ¢ ' = AL — A}

Resolviendo el sistema de cuatro ecuaciones obtenido con las condiciones
en los limites, calculamos las constantes. Los valores que se obtienen son:

eoabcV, sa9beV,

A —_ 2 A" =
! eaob(c — a) + e1a(b —¢) L™ eob(e—a) + era(b — c)
erabeV, , (c2(c — a) + e1a) bV,
Ag = =

_E—zb({" —a)+s1a(b—c) » M2 e9blc — a) 4 e1a(b — )

Los potenciales Vi(r) y Va(r) serdn:

Vi(r) — — eaabcV, 1 N eobcV,
LS eab(c —a) +eralb —c)r = 9b(c —a) +e1a(b - ¢)
Va(r) = — erabely, 1 (e2(c — a) +e1a) bV,

goblc—a) +era(b—c)r  cob(e —a)+e1a(b — c)

PROBLEMA 7.20

Calcular el potencial en la regién del espacio comprendida entre las se-
miesferas de radios Ry y Ra, el plano XY y el cono de eje Z vértice en ¢l
origen y dngulo # = 307, véase la figura P7.20. El plano XY es conduc-
tor y se mantiene a potencial ccro. El cono también es conductor y estd a
potencial V.

Solucion

Las caracteristicas del problema determinan que su solucién se obtiene
en coordenadas esféricas. Ademas como las condiciones en los limites son de
simetria azimutal, no dependen de ¢, m = 0. Las condiciones en la frontera
para r indican que no hay variacion del potencial con dicha coordenada, por
tanto la solucién sera de la forma indicada por la ecuacién (7.51).

V(8) = Cln (tan(0/2)) + "
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Figura P7.20

Calculamos (" v (' con las condiciones en los limites.

De V =0 para 6 = 7/2 y cualquier r o y, s¢ deduce que,
Clnftan(7/4)) + C"=0 — Clnl1+ " =0

Como In(1) = 0, deducimos que € — 0.

De V =V, para 6 = 7/6 y cualquicr 7 0 ¢, se deduce que,

V,

C'In(t =Vo = C=
n(tan(r/12) - In{tan(m/12)

La forma final para el potencial es:

0= i (7)) - waa (- (5)

PROBLEMA 7.21

Una esfera condnetora de radio R tiene una carga (0 v estd situada en
presencia de un campo eléetrico. que en puntos mimy alejados del origen es
E = Fu..

El potencial sobre la esfera conductora es.

Q
dme R

Caleular el potencial en el exterior de la esfera conductora.

V =
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Z
E{
6 -P
R —t
5 = . F
g :
[h
f _
“~ Y
52
&l ,;/
ol L
¥y X @

Figura P7.21

Solucidon

Las condiciones del problema muestran que su solucién se obtiene en
coordenadas csféricas y que tienc simetria azimutal, en consecuencia m — 0
y se pueden utilizar la ccuacion (7.50).

El potencial es finito para # = 0 0 6 = 7, y como Q,, es infinita para
estos valores, se deduce que C, = 0.

La forma del potencial con las condiciones anteriores y agrupando cons-
tantes queda,

Vir,8) =Y (M,,w* I —l"+'1') Pu(p)
El potencial cuando 7 tiende a infinito es de la forma,
V(f.oc) = —Er cosé
Esta condicién determina que,
My,=0para n>1y M= -F
El potencial se puede expresar de la forma.

V(r,0) = My + My~ + (—Ev + M!r ?)cos 0+ Z (A= D) Py ()

n=2
Nos queda por utilizar el potencial sobre la esfera.
¢
De V = J 0<6 <7 sededuce que,
47e,,
/ / y . Q
M =ER*; My=M=0; M= 7
T

La forma final del potencial sers:

3
Vr, 0) = YRl (1 — R—) Ercosf

TEo 1 r3
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Si la carga ( — 0 el potencial sera:

i R
Viir, 0) = — (1 — #) Evcost
PROBLEMA 7.22

Un conductor unido a tierra de la forma que indica la figura P7.22,

estd en presencia de un campo, que para puntos muy alejados del origen es
E = E 1.

Calcular el potencial para r > Ry z > 0.

Z

Figura P7.22
Solucién

Este problema tiene solucidn en coordenadas esféricas. El potencial tiene
simetria azimutal en los limites, por lo que no depende de o, es decir m = (.
La ecuacion que aplicamos para la forma general del potencial es la ecuacion

(7.50).

o0
Vir,0) =Y (Anr‘“ + ALr‘“’*”) (CoPu(p) + CrQu())
0

El potencial no tiene ninguna singularidad, es distinto de oc, para # =0
08=m, p==+1(p=cosb), por tanto C;, = 0.
Agrupando las constantes el potencial queda de la forma:
o

Vir,0)=Y_ (Mnr'” + M, ?"“‘“’) Po(p)

0
Cuando # tiende a infinito,

V(r.0) = Er cos6

Comparando csta ccuacion con la forma general, se llega a la conclusién
de que, i

-JUR =0 para n>1

M, = F v Mgno determinado
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El potencial quedara.,
V(r, 0) = (Er+ Mir *) Pi(p) + Z (Mnr'” + J\I;lv'_("‘"Ll)) P(p)
Con n # 1.
De V' =0 para r = R y cualquier valor de 6, se deduce que,
M{ = —-ER3

M,R" = —A\f’ B~ (D) (7.22.1)
De V' = 0 para 8 = 71/2 y cualquier valor de 7, se deduce que,

My = —M!p—{n+1) (7.22.2)
Las ecuaciones (7.22.1) y (7.22.2) solo sc verifican simultdneamente si,
M,=M =0 n#1
Sustituyendo todas la constantes nos queda la expresién general del po-

tencial en este problema de la forma siguiente,
3

Vir, 8) = (1 — %) Ercos@ para z>0
PROBLEMA 7.23

Una csfera de dicléetrico, cuya permitividad es e v el radio R, est4 situada
en presencia de un campo cléctrico, que en puntos muy alejados del origen
es E = Fu,; véase figura P7.23.

Se toma el plano XY como referencia de potencial, es decir, V = 0 para
0 =m/2

Calcular cl potencial y campo eléctrico en ol interior y exterior de la
esfera.

Figura P7.23
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Solucion

Como consecuencia de que la separacion entre dos medios es una esfera
v la forma del campo, ¢l problema tiene soluciéon en coordenadas esféricas.
Ademas no hay variacion del potencial con ¢, por tanto m = 0. También
para § = 0 o § = 7 = +1) el potencial es finito y en consccucencia las
constantes (", = 0, dado que @, es infinito para g = +1. La expresion del
potencial gqueda reducida a la siguiente,

i to—(n+l
V(r,0) =3 (A" + A=) O, Py (1)

Distinguimos dos zonas cn ¢l potencial, una para r < I y la otra cuando

r> R

En la primera, teniendo en cuenta que el potencial es finito cuando r = 0.
las constantes A], = 0. Agrupando constantes queda ¢l potencial de la forma,

Vi(r, 0) =Y Myar" Pu(p)

En la segunda zona, si agrupamos las constantes, tendremos,

Va(r. 6) = 3 (Myar™ + Mipr=00) Py ()
Calculamos la constantes utilizando las condiciones signientes:
1 El valor del potencial en puntos alcjados es,

Vo(oc, 0) = —Ercosl
2% Las condiciones para las componentes normales y tangenciales del
campo en r = [ siguientes:
50, (), (9

or )p ‘\or g \rao ), r 00 )
3" El potencial V' = 0 cuando ¢ = 7/2
De la 19V, = Ercos# para r — oo, s¢ deduce que,

~Ercost =y (Myor™ + Mipr (D) P ()
Esta condicion se cumple, dada la forma de los polinomios de Legendre

(ecuacion (7.53)) cuando,
My =0para n>1y My ——F
Es decir,
Va(r, 0) = Moz + (=E7 + Miyr~?) cos6 + Y~ Mygr~ IR, ()

El potencial Vi(r, #) lo podemos expresar de la forma siguiente,

Vi(r. 0) = My + Miyrcosé + Z Myor™ Py (1)
Con n > 1 para los dos potenciales.

De la 2% e M = £, (ﬁ) se deduce que,
or /g or ) g
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€My = —€o (E+ 2M{, R %) (7.23.1)
eMpy1n = —¢,(n+ 1)R-CD 7, (7.23.2)

1 OV 10V

De la 2¢ (; 391) — (; a—;) sc deduce que,
R R
. F,
—Myysen @+ M, R™ 1 %{?” = (E—M[,R %) sen 0+ ﬁf,{tzR_{”‘w:'aaLy
Es decir,

My = —FE+ M{,R™3 (7.23.3)
M RV = M ,R("+2) (7.23.4)

Las igualdades anteriores nos llevan a lo siguiente:
1°- Las ecuaciones (7.23.2) y (7.23.4) s6lo se cumplen simultdneamente
s,
My = My =0
2°- Las ccuaciones (7.23.1) y (7.23.3) dan lugar al sistema:

eMyy = —&, (E -+ 2ﬂf{2R_ 3)
(7.23.5)
Mpyy=—-F+ ﬂI{QR_S
Resolviendo el sistema formado por las dos ccuaciones anteriores obte-
Nemos,
3eo B ; 3 0 — €
42, Atz = _ERJS + 22,
De Vi = Vo = 0 para 0 = /2 se deduce que, My, = My = 0.
Sustituyendo las constantes en los potenciales respectivos. tendremos
que,

My =

Vitr, 6) = — 3¢,E

rcost para r < R

€+ 2¢e,
3
Va(r, ) = —E‘( S 5) cos f
£+ 2¢, 72
Las dos ecuaciones anteriores nos permiten calcular el campo dentro y
fuera de la csfera.
Dentro de la esfera:
Como 7 cosf = z
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oV 3
E _ — E = N E
! Oz - 1 + 2¢, b

El campo eléctrico ¢s uniforme dentro de la esfera.
Fuera de la esfera:
Calculamos las componentes I, y Ep,

b S 3
E, = 3L2:E(1+ S ER—) cos

© Or €+ 2¢e, 3
1 Vs £, — & R3
Ep=—-22_ _gf1- L s
o r 06 ( £+ 2, ) el

El campo E = Eu, en coordenadas esféricas cs,
E = Fcosfu, - Fsenfuy
cuyas componentes coinciden con las obtenidas anteriormente para r —

PROBLEMA 7.24

Entre dos placas conductoras planoparalclas separadas por una distancia
D e indefinidas, se distribuye una densidad de carga uniforme p,,.
Las placas se conectan a una d.d.p. de mancra que,

V)=0 vy V(D)=1,
Calcular ¢l potencial entre las placas.

Solucion

Los limites para el potencial son dos planos perpendicularcs al eje X.
La densidad de carga no depende de la variable xr. De las dos condiciones
anteriores sec infiere que la ecuacion de Poisson para este problema es la
siguicnte:

2V 0. 5%

dr?2 _;
Integrando dos veces la ecuacién anterior obtencmos la solucién.
En la primera integracion tendremos.

dv
= _Poy 4
da Eo
Con la scgunda integracion obtencmos la solucién general,

2
Vie)= 222 4 Ap 4 A
€o 2
La solucién anterior engloba la solucién de la ecuacion de Laplace expre-
sada por la ecuacién (7.19).
Con las condiciones en los limites determinamos A y A’.
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De V = 0 para a = 0, se deduce que A’ = (.
De V =V, para x = D, se deduce que,

D2
vV, = _&7+AD

EO
Despejando A en la qtdltima ecuacion, tendremos,
A E + E?._I?.
D g, 2

Sustituyendo las constante cn la expresion general par el potencial y
realizando operaciones queda dicho potencial de la forma siguiente:
4 pﬂ 1/‘3
Viz)=—"2(D—-x)+ —=x
(@) = 52D~ 2) + 35
PROBLEMA 7.25

Entre dos placas conductoras planoparalelas scparadas por una distancia
D e indefinidas, se distribuye una carga de la forma siguiente:

PZP{% para 0<r<d; p=p, para d<axr<D

Las placas se concctan a una d.d.p., de mancra que. V(0) =0 y V(D) =
Vo-

1) Calcular cl potencial entre placas.

2) Calcular ¢l campo eléctrico en x =0y en - = D.

Solucion

1) Sélo hay variaciones de la densidad de carga con la variable x. Los
limites para el potencial son dos planos perpendiculares al eje X. De las
dos condiciones anteriores se infiere que la ecuacién de Poisson para este
problema es la siguiente,

EV_ _p
dz? &,

La solucién de esta ecuacién la podemos obtener mediante dos integra-
clones sucesivas.

Debemos distinguir dos zonas: Una donde p = p,(a/d), la otra cunando
P = Po-

La solucién particular en la primera zona podemos calcularla mediante
dos integraciones sucesivas. En la primera,

i p, @

_ Py
iz~ edz T

En la segunda queda,
Vile) = L2 4 Ape 4 A,
L e g e ]
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Procediendo de forma anidloga en la otra zona v considerando que ahora
p = p, obtenemos al siguiente solucién,
2

Va(ir) = hg—% + Agz + Al
0

Las expresiones anteriores incluyen la solucién de la ecnacién de Laplace
dada por la ccuacién (7.19), ya que las dos tienen términos de la forma
Ax+ A.

Obtenemos las constantes utilizando las condiciones de frontera, que son:
El potencial en & = 0y & = D, asi como la continuidad del potencial y de
las componentes normales del campo en 2 = d.

De V(0) = 0, sc deduce que A] = 0

De Vi(d) = Va(d), deducimos que,

Po @

ﬂd2 !
———— + Ay d=-="— 4+ Aod+ A
c ﬁ.+ 1 - 2‘|‘ 20 + Ay

o ]
De (dV1 /dx); = (dVa/dx), se deduce que,

Pod g Pogy o,
Eo 2 (20

De V(D) = V,, deducimos,
_ __pD? ..
Vo = Vo(D) = = & + A D + A,

Tenemos en total tres ecuaciones con tres incéguitas. La solucién del

sistema nos da,
Vo pofD d d?
Aj=—=422 4 °_
! D+50(2 )

Asg E—l-& D d‘2) ; A":_lp‘}d?

f

D" \2 76D 27 "Be,
Los potenciales quedan definitivamente de la forma,
3
X
Vi) = —22 2 4 A

ot 6
2

Va(a) = —£25 4+ Ay + 4
]

Siendo Ay, Ay y A} los valores obtenidos anteriormente.
2)
Calculamos el campo a partir de Vi (x) y Va(x).

(LAY (Vo po(D d &
E(U)_( d-x)ﬂ_ Arug = (D—I_EG(? 276D)) "

E(D} . (ﬁ%)[) = (E_ED - AQ) Wy
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Sustituyendo el valor de As y operando tencnios,

B Vo pof d* D
E(D)—‘(‘EHO(@ > )“-r
PROBLEMA 7.26

En el espacio comprendido entre dos planos x = —d/2 y z = d/2. tene-
mos una distribucién de carga uniforme p,,.

Mediante la integracion de la ccuacién de Poisson. calcular el potencial
y campo eléctrico dentro y fuera de la distribucién.

Solucién

La simetria de la distribucion de carga determina que la ecuacion de
Poisson en este problema, dentro de la distribucion. se reduce a la siguiente,

&V p,
de?2 g,
Fuera de la distribucién, la ecuacion de Laplace serd,
d?V
— =0
2

Para resolver el problema distinguiremos dos zonas: Una, donde existe
carga, comprendida entre —d/2 y d/2 y la otra en el exterior, en la que
|| > d/2.

Primera zona

Se obtiene la solucién mediante dos integraciones sucesivas de la ecuacion
de Poisson. En la primera integracion queda,
dvi _ p,

——Lr4+ A
dx Ep

En la segunda obtenemos la solucién gencral,
Vi(z) = —;%:rz + Ay + A}

I—f_’j
Vemos que la solucion lleva incluida la correspondiente a la ecuacion de

Laplace indicada por la ecuacion (7.19).

Determinamos Ay y A} aplicando las siguientes condiciones: Dada la
simetria de la distribucién de carga, ¢l campo es nulo para @ = 0, ya que
la distribucion, indefinida en las direcciones de los ejes Y y Z. tiene la mis-
ma carga a un lado que a otro del plano YZ. Se toma como referencia de
potencial el plano YZ (r = 0).

De Vi = 0 para x = 0, sc dednce que A} = 0.

De E(0) = — (dV1/dx), = 0. deducimos que A; = (.

Por tanto el potencial en la zona donde cxiste carga es,
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d [

Vi(x) = ——;; 1% para — 5 <2< %

Mediante la relacion E = — V'V calculamos el campo,
dVi  p d d
E(x) = ——— = 22; R PPN
(P) I o ru; para g < r < 5

Sequnda zona
La solucién correspondiente es la indicada por (7.19).
Va(x) = Agar + Al
Calculamos As y Aj teniendo cn cuenta la continuidad del potencial y

las componentes normales del campo cn los planos @ = £(d/2).
Mediantc la. continuidad de las componentes normales del campo,

Cﬁﬂ) _(ﬁ%) Lokl
dr ) 4/, dv ) gy €02 7

por tanto.

La aplicacién de la continuidad del potencial nos lleva a la siguiente
relacidn,
__&d_2 S ) d_2 + A
2¢, 4 £, 4 2
despejando A, tendremos.
A.f — lood'2
27 e,
Sustituyendo el valor de las constantes tendremos €l potencial en la se-
gunda zona,

)~ Pod, | pod 4

Va(z) = P 2.1?—!— e, para @ > 3

Obtenemos ¢l campo mediante la relacion E = —VV,
avp — p,d d

E(2) = ——=u u, para I > —
() = = e =g g% P 2
Procediendo de forma similar en la zona de r negativa, obtenemos los

siguicntes resultados:

d d?
Va(x) = S‘” 5%+ '(g'&_ para I < ——
a ]
_ P d —
E(x) = . gl Para r<—g
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PROBLEMA 7.27

En el espacio entre dos conductores cilindricos coaxiales e indefinidos,
cuya seccién transversal se muestra en la figura P7.27, se distribuye una
densidad de carga p = p, /T

Mediante una bateria se aplica una d.d.p. entre los conductores, de
forma que V(a) =0y V(b) = V.

Resolviendo la ecuacién de Poisson, calcular el potencial entre los con-
ductores coaxiales.

Solucién

La simetria de las condiciones de contorno y de la distribucion de carga
nos indican que debemos utilizar coordenadas cilindricas para la resolucién
del problema. '

Dado que tanto la densidad de carga como los potenciales en los con-
ductores no dependen de z ni de i, se deduce que las constantes k y 1 son
nulas. La ecuacién diferencial se reduce a la forma siguicnte:

1d(dVN_ _»__Fo
rdr dr ]~ &  Eor

Fn este caso utilizamos como coordenada radial © en lugar de p para no
confundirla con la densidad de carga.

f__,.—'-'"" o T
S
o :
ol N
Ly
v b Y
£ B o
= i 3
[ 3 Gy ]
| AR
] /
i E
5|L Py, .
i f i
] W I
W5, i / i
Wi ot
= S 4
o, 3
\\c:-._ f'_,-
.'“‘-\.-H_ b R f'.
T R

Figura P7.27

Integrando dos veces obtenemos la solucién general.
dV Po
r— = ——
dr Ep
la segunda integracion produce el signiente resultado,
Vir) = Moy 4 Clur+ €7
[
=0
Vemos que incluye la solucién C'lnr + (" correspondicnte a la ecuacion

de Laplace.

r+ C
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Para calcular (" y (" imponemos las condiciones de contorno.
De V(a) = 0, se deduce que,

—Leq + Clna+C" =0

EO
De V(b) = V,, se deduce que,
Loy, clnb+ ' = v,
£o
Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones determinamos ¢
y 7, que son,
b—a)+ Ve b—a)+ Ve
C:p"( ) GO}"(“"zg‘lﬂ.—("lnaﬁﬁa—p"( ) ““Ina
£oIn(b/a) o & €0 In(b/a)
Sustituyendo las constante y agrupando términos, la solucién general cs
de la forma,

_ _Poy. po(b —a) + Ve,
Vir) = _a{r e)+ goIn(b/a)

PROBLEMA 7.28

In(r/a)

Calcular ¢l potencial debido a un sistema formado por mna esfera me
talica de raclio R a potencial V,,. rodeada por una distribucion de carga cuya

densidad es.
e kr

P = poR =
Solucién
Tanto las condiciones para ¢l potencial sobre la csfera como la forma
de la distribucién de carga nos muestran que ¢l problema tienc solucion en
coordenadas esféricas. No hay dependencia de 2 ni de 6, es decir, 1a ecuacion
diferencial se reduce a la siguiente,
— ki
dd 28V _ p __ple
-2 dr | = -
r? dr 7 Eo o T
La ecuacion anterior sc resuelve sumando a la solucion de la ccuacién de
Laplace dada por la ecuacién (7.50) con n = 0, una solucién particular.
Obtenemos la solucién particular ensayando una de la forma siguiente,
e—kr
V(ir) = M—
r
Después de las sucesivas derivaciones en la ecuacion de Poisson anterior,
s¢ comprucba que la solucion se cumple si,
__Polt
M ==
Eok
Por tanto, la solucién particular cs:
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—
. p. e
Vir) — —te
(r) Eok® T

Afiadiendo la solucién dada por la ecuacién (7.50) con n = 0, tendremos
que,

pOR e~

V(r) = + Apr '+ Ay
Calculamos las dos cuns,t,aute.s mediante las condiciones en los limites,
que son:
V=0 para r—ocy V=V, para r=R
De V =0 para r — cg, se deduce que Ay = 0.
De V =V, para r = R, deducimos,

po R e Fh N
Vo = ek R Ao R~
[e
B
A.” VQR + 5:1,:26 kR

Sustituyendo las constantes y agrupando términos, la solucién general
serd de la forma,

e_h) l + Yokt

p IR
% (_,—k-R B
( } 1.2 ¢ T T



Capitulo 8

CORRIENTE ELECTRICA

8.1 INTRODUCCION

8.1.1 CORRIENTE ELECTRICA

Los medios que permiten el movimiento de particnlas cargadas se lla-
man conductores. Los conductores mis conocidos son metalicos. en ellos la
mayoria de los electrones correspondientes a la iltima capa de sus dtomos
se pneden mover cuando se los aplica un campo. Otros medios conductores
sou: los plasmas, donde existen electrones e iones que pueden moverse y los
electrolitos, liguidos donde los iones de distinto signo pueden moverse.

Corriente eléctrica

Es el movimiento de particulas cargadas que produce un desplazamiento
de cargas en wna direccion.

Los tipos mas comunes de corriente, segin la forma de producirse son:

Corriente de conduccion, caracterizada por el arrastre de cargas dentro
de un medio cléctricamente neutro; los ejemplos méas conocidos son el mo-
vimiento de los electrones en el seno de un metal y el de los iones en un
liquido.

Corriente de conveccidn. se produce cuando hay un transporte de masa
que arrastra en su movimiento particulas cargadas; ejemplos caracteristicos
son la corriente producida por ¢l movimiento de un liquido que lleva en su
interior iones, o el haz de electrones en un tubo de rayos catddicos, o el
movimiento del gas de iones en un acelerador de particulas.

Corriente de polarizacion. debida a las variaciones temporales de P en
un medio polarizado (OP/0t). No hay trasporte de carga libre.
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Corriente de desplazamiento. consecuencia de la variacion temporal del
vector D en un campo electromagnético (0D/0t). No hay trasporte de carga
libre.

Intensidad de corriente

Se define como la carga neta que atraviesa una superficie por unidad de
ticmpo, su valor instantéaneo viene dado por la expresion,

dQ

SR 1
I=1 7 (8.1)

La unidad en ¢l sistema internacional cs el amperio, que es el culombio
partido por segundo.
Densidad de corriente

Dado un conjunto de N cargas, que tienen velocidades v, sc define la
velocidad media, por la ecuacion,

N
)= 53w (82)

Considerando que la carga de cada una es ¢ y el mimero de cargas por
unidad de volumen 7, el nimero de dichas cargas que atraviesan la superficie
elecmental ds en ¢l tiempo dt es,

dl =ng{v)-ds
En la expresion anterior podemos tener en cuenta gue,
p=ngq
En consecuencia,
dl = p(v)-ds

Si el sistema de cargas consta de M grupos de N; cargas ¢;, con densi-
dades p, v velocidades medias (v;), la corriente anterior sc expresard de la
forma,

M
drl = Zp.,—_(v,;} - ds
1

El sumatorio se extiende a todos los grupos de cargas. El término aso-
ciado al sumatorio de la expresion anterior nos sirve para definir la densidad
de corriente J,

M
J = Z pi{Vvi) (8.1)
1
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Por lo que,
dl = J-ds

La densidad de corriente definida es un vector que en cada punto del
conductor toma el valor indicado por la ecuacion (8.3): c¢s decir, J es un
vector funcion del punto considerado.

En el sistema internacional de unidades (SI) J = A/m?.

La relacion entre intensidad y densidad de corriente, cuando considera-
mos la cargas que atraviesan una superficie S, se deduce de las ecuaciones
anteriores y es.

I:f.]«d.s (8.4)
S

(Cuando existen distribuciones de corriente limitadas practicamente a una
superficie, sc introduce ¢l concepto de densidad de corriente superficial K,
que por analogia con lo expuesto para J, sc define mediante la ecuacion,

K=0(v) =ps(v) (8.5)

Donde o (p,) es la densidad superficial de las cargas consideradas y (v)

la velocidad media de dichas cargas. Las dimensiones de A son amperio
partido por metro (A /m).

8.1.2 ECUACION DE CONTINUIDAD

El principio de conservaciéon de la carga determina que ésta no se crea
ni destruye. Como consecuencia de este principio podemos establecer una
relacién entre el flujo de carga a través de una superficie cerrada S que limita
un volumen V' y la variacién de la densidad de carga en su interior. El flujo
de corriente scrd igual a la disminucion de carga en ¢l interior, es decir,

/J-ds = e
s dl

Q:/ pdu
%

d
]SJ -ds = % Vpd.z (8.6)

Teniendo en cuenta el teorema de la divergencia,

J-(.’.s:/ V- Jdv
1%

JY

Como,

Se deduce que,
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v la relacién anterior, llegamos a la ecuacion.

V-J= _9p (8.7)
at
Las ecuaciones (8.0) y (8.7) son respectivamente la forma integral y di-
ferencial de la ecuucion de continuidad. La segunda relaciona densidades de
carga y corricnte en cada punto. Dichas ecuaciones son la forma matemédtica
de expresar el principio de conservacién de la carga.

Para corrientes estacionarias, es decir, cuando dp/ot = 0,

/J-d.'s:ﬂ; V-J=0 (8.8)
Js

Estas ecuaciones significan que el flujo neto de corriente a través de una
superficic cerrada es nulo, o de otra forma, la corriente que entra en el
volumen limitado por S es igual a la que sale.

8.1.3 LEY DE OHM: CONDUCTIVIDAD Y RESISTIVIDAD

G.S. Ohm en 1826 determinaba experimentalmente la proporcionalidad
entre el voltaje aplicado a un conductor cilindrico y la corriente que circulaba
por €l, a la constante de proporcionalidad la llamé resistencia R. La ecuaciéon
que expresa dicha ley es:

V=RI (8.9)

En su honor la unidad de resistencia se llama ohmio (). Un ohmio
(€2) = voltio/amperio (V/A).

La ley de Ohm, como él la establecid, caracteriza a los conductores cuya
resistencia no depende del voltaje aplicado, es decir, es vilida para conduc-
tores lineales.

Si en la ecuacion (8.3) suponemos que todas las particulas cargadas son
iguales. podemos expresar dicha ecuacién de la forma,

J =p(v) = ng(v) (8.10)

En un material, cuando se estudia la conduccién desde un punto de vista

microscopico, la velocidad media < v > es proporcional al campo que actiia
sobre las particulas E, es decir,

vy =L+E (8.11)

m
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Donde m y g son respectivamente la masa y carga de las particulas y 7 es
el tiempo de relajacion o tiempo medio entre colisiones de las particulas con

los dtomos de la red u otro sistema de particulas. Si llevamos la ecuacién
(8.11) a la (8.10), queda,

E .
" (8.12)

El factor que multiplica a E se denomina conductividad eléctrica .

ng>T

Y= (8.13)

m
Si distintos sistemas de cargas estuvieran presentes. la ecuacién anterior

seria de la forma,

n; G2 T3
oy = Z 'i:f:- i (8.14)
2
La conductividad se mide en (Q-m) ! o (mho-m 1)(siemens/m (S/m)).

La resistividad p, o 1 es la inversa de la conductividad y se expresa en
Q-m.

Sustituyendo la ccuacién (8.13) en (8.12), obtenemos,

J=9E (8.15)
La ecuacién (8.15) se conoce como forma puntual de la ley de Ohm o ley
de Ohm para cada punto.
8.1.4 RESISTENCIA DE UN CONDUCTOR
1) Cilindro conductor

En un tubo conductor de seccién S y longitud L, podemos calcular la
resistencia en funcién de la resistividad (p,, 1) de la forma siguiente:

L
V:/ E-dl=yJL : szJ-ds
0 s

Utilizando la ecuacién (8.9), obtenemos,

R v L 1L
===z =—=
1 S 5

Expresion que nos da la resistencia del cilindro, que es proporcional a la
resistividad y longitud, e inversamente proporcional a su seccion transversal.

(8.16)
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2) Conductores de forma arbitraria

Suponemos dos conductores, de conductividad practicamente infinita, en
el seno de un medio de conductividad v y permitividad € constantes, dispues-
tos como indica la figura 8.1. Imaginemos un tubo clemental de corriente
de seccién S y trayectoria ('; sobre dicho tubo calculamos cl clemento de
corriente y la variacién de potencial,

dl = J-ds ; Vg—lf’l:jE-(ﬂ
C

Figura 8.1
La corriente total se obtendra integrando sobre la superficie de uno de
los conductores, es decir,
1= f J-ds
S

Teniendo en cuenta que J = vE y llevando los valores anteriores a la ley
de Ohm, obtenemos,

v sE-ds
La relacién anterior proporciona la resistencia de un conductor de forma
arbitraria.

(9.17)

Capacidad del sistema anterior

Suponiendo que el sistema csta aislado, mediante la definicién de capaci-
dad y el teorema de Gauss, obtenemos la relacion siguiente para la capacidad
del sistema anterior:

C— Q ¢ JsE-ds

Vo — W [oE-dl

De las ltimas ecuaciones se deduce que el producto de resistencia por
capacidad cs,

(8.18)
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RC:% (8.19)

8.1.5 CONDICIONES EN LOS LIMITES

Las condiciones que cumplen las componentes de los vectores J, D vy E
en la superficie que separa dos medios cuyas conductividades y permitivi-
dades respectivas son, 4, 99, £1 ¥ £2, se obtienen aplicando la ccuacién de
continuidad, el teorema de Gauss y que el campo E es conservativo. En el
caso de corrientes constantes dichas ecuaciones son:

fmmzo;fnwwﬂgtfﬂm=o
S ) C

De la primera se deduce que las componentes normales de J son conti-
nuas,

La segunda ecuacion nos demuestra que las componentes normales son
discontinuas si existe una densidad de carga en la superficie de separacion,

Dypo—Dpy =0 (821)

La tercera muestra que las componentes tangenciales del campo son con-
tinuas, ¢s decir,

En = Ep (8.22)

Las condiciones para el resto de las componentes se obtienen mediante
las anteriores y las ecuaciones constitutivas, D = ¢E, J = 7E. El resultado
€5,

'7'1En.1 — '72E*n.2 (823)
ElEnl - 5‘2En2 - T (824}
J, J
el R (8.25)
71 Yo

Si existe una componente de corriente J,,, mediante la ecuacién (8.24)
se puede deducir la densidad de carga en la superficie de separacién, ya que
En1 = Jn/v y Eng = Jn/7v9, por tanto,
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£9 €1

. (— . —) (8.26)

T2 N
A las ecuaciones anteriores debemos agregar la continuidad del potencial,

Vi =145 (8.27)
Las ecuaciones obtenidas nos permiten calcular los distintos vectores
cuando existen medios materiales diferentes.

8.1.6 EQUILIBRIO ELECTROSTATICO

Cuando se estudia ¢l campo electrostédtico vemos que en condiciones
estdticas la carga que se aplica a un conductor estd sobre la superficie del
mismo, siendo el campo nulo en su interior. Esta situacion se alcanza después
de transcurrido un tiempo, que depende de la conductividad v permitividad
del material.

Para estudiar como se alcanza el equilibrio electrostdtico vamos a su-
poner que sobre un cuerpo de conductividad vy y permitividad £ tenemos
inicialmente una distribucién de carga p(r’). Dicha distribucién se modifica
hasta que toda la carga llega a la superficie, de forma que en el tiempo que
tarda en alcanzar las condiciones estéticas la densidad serd p(x’, ).

La dependencia temporal de p se obtiene aplicando en cada punto las
ccuaciones que relacionan densidades. campos y corrientes. FEstas son:

0
V.J- -8—’;’ . V.E=L ., J=1E
€
Suponiendo que € y 4 son constantes, si llevamos la tercera ecuacién a
la primera y tenemos en cuenta la segunda, obtenemos,

p_ 9p

Te = oi
La integracién de la ccuacién diferencial anterior produce la siguiente
ccuacién para p(r', t),

p(r', t) = p(r')e "/ (8.28)

El tiempo que tarda en caer la densidad hasta 1/e, (yt/¢ = 1) de su

valor inicial se llama ticmpo de relajacion 7., que depende de € y v a través
de la relacion,

Ty —

2 (8.29)
.
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Si 7, es muy grande el equilibrio tarda mucho en alcanzarse, lo contrario
ocurre cuando 7, es pequena, cosa habitual en los buenos conductores que
tienen conductividades elevadas.

8.1.7 ECUACION DE LAPLACE EN CONDUCTORES

Si comparamos las ecuaciones fundamentales de la electrostética, cuando
p = 0, con las que gobicrnan el comportamiento de corrientes constantes,
(dp/0t = 0), vemos que existe una analogia,

Electrostitica: VxE=0 ;D =¢E; V-D=0

Conductores: VxE=0;J=9E ; V-J=0

De las ecuaciones anteriores se deduce que los rotacionales de los vectores
J y D son nulos,

VxD=0; VxJ=0

En consecuencia dichos vectores derivan de un potencial, y su divergencia
nos produce una ccuacion de Laplace en ambos casos. Es dectr, el potencial
del que derivamos D y J cuando no hay distribuciones de carga y fuentes
de corriente se obtiene a partir de la ecuacion siguiente,

V2V =0 (8.30)

Las condiciones de frontera para ambuos casos son:

Electrostética: Dy = Dpa 3 Dy /ey = Diafe2

Conductores: Jp1 = Juz 5 /v = Ji2/79

Aqui es donde se encuentra la diferencia fundamental entre los dos casos,
pues asi como en el caso de la separacién entre un dieléctrico y el vacio
pasamos de una permitividad € a g,, en el conductor se pasa de v a cero.
Esto limita el paralelismo total entre ambos va que en la frontera de un
conductor con el vacio la componente normal del vector J debe ser nula, lo
que no ocurre necesariamente con el vector D en el lfmite entre dieléctrico
y vacio. Por ejemplo. el efecto de bordes que se produce en un condensador
plano, no se corresponde con las lincas del vector J cn el caso de un medio de
conductividad 4 entre dos placa paralelas. si en el exterior no existe ningiin
medio material.

Teniendo en cuenta esta salvedad, se pueden utilizar las mismas técnicas
desarrolladas en electrostédtica para calcular las corrientes en un conductor;
o a la inversa, se pueden utilizar técnicas experimentales de medida de distri-
buciones de lineas equipotenciales para saber como son las correspondientes
a un sistema de conductores con la misma geometria en un medio dieléctrico.
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8.1.8 FUERZA ELECTROMOTRIZ

Cuando estudiamos el cquilibrio electrostdtico vimos que las cargas en
un conductor, después de un tiempo mas o menos largo, quedan esta ticas
cn la superficie. Para mantener una corriente durante un tiempo indefinido,
es necesario que otro campo no conservativo esté presente de forma que se
ejerza continuamente una fuerza sobre las cargas libres del conductor. Los
dispositivos que suministran esc tipo de campos no conservativos se les co-
noce como generadores de fuerza electromotriz (f.c.n.). Los méas habituales
son las pilas y baterfas que generan el campo no conscrvativo mediante un
proceso electroquimico. Otros generadores frecuentes en nuestros dias son
las células solares, en las que el campo no conservativo ticne su origen en el
cfecto fotovoltaico. Los gencradores electromagnéticos utilizan la induccién
clectromagnética para crear el campo no conservativo,

En la figura 8.2 representamos un gencrador unido a un conductor ex-
terno.

La ley de Ohin en este caso se cumple sin mds que tener en cuenta que
ahora cxisten dos tipos de campo. uno conscrvativo representado por E y
otro no conservativo por E'. Por tanto,

J=19(E+E) (8.31)
- - __t__--E .
>j
Figura 8.2

El camnpo no conservativo puede ser nulo en unas partes del circuito: en
gencral dicho campo es distinto de cero en el generador y nulo fuera, salvo
cuando se inducen corrientes sobre todo ¢l circuito.

Si integramos la ecuacién (8.31) a lo largo de un camino cerrado como
cl circuito de la figura, obtenemos,
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fﬂ: E-dl+fE’*d.l (8.32)
c 7 C '

Como E es conservativo, la integral sobre nn camino cerrado es nula. La
integral de E' no es nula y su valor se conoce como f.e.m. £, y sc mide en
voltios.

£ = j£ E' - dl (8.33)
C

Los campos E y E' dentro del generador tienen sentido contrario. Si el
circuito esta cerrado circula una corriente J, siecndo E' mayor que E dentro
del generador.

Clireuito abierto

En el caso de un circuito abierto J = (), por tanto,

jE’-dl:—f E-a‘.l:[ (“E)-dl=¢& (8.34)
AB AB JACB

La integracion sobre AB se refiere al interior del generador v la ABC
al exterior. Es decir en el caso de circuito abierto la f.e.m. £ ¢s igual a la
diferencia de potencial entre los bornes del generador. V4 — V. La fem.
tiene su origen en el campo no conservativo, campo cuya integral depende
del camino elegido, v la d.d.p. del conservativo cuya integral no depende del
camino.

Va—-Vp=-— E-dl (8.35)
AB
Los campos E y E' tienen el mismo maédulo y sentido contrario dentro

del generador. Fuera E’ es nulo y E es el campo estiatico debido a las cargas
acumuladas en los bornes del generador.

8.1.9 LEY DE JOULE

Las cargas al moverse por un conductor sufren colisiones con otras cargas
y con los atomos del material. En los choques transmiten energfa al material,
que se convierte en vibraciones, es decir, aumenta su temperatura. En otras
palabras, el paso de corriente convierte energia cléctrica en térmica.

En un elemento de circuito, entre cuyos extremos existe una d.d.p. V, el
trabajo realizado para trasladar una carga dg desde un extremo a otro es,

dW =V dqg
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El trabajo realizado en el tiempo dt es la potencia P.

dWW dg
P=-——rnr=V—=-=V]
dt dt
Si el circunito elemental tiene una resistencia R, V' — RI. la potencia P

necesaria para transportar esa cormnente entre los dos extremos del crcuito

P—=RI? (8.36)

La ecuacion anterior se conoce como ley de Joule.
Interesa expresar la ley de Joule en funcion de los vectores E v J. Para
cllo suponemos un cilindro elemental de seccién ds y longitud dl, cuyo vo-

lunien es dv — dsdl. Por ¢l circula una densidad de corriente J v la d.d.p.
entre los extremos os,

dV = E - dl
La potencia disipada sera.
dP =dVI1=(E-d)I =(E-d)(J-ds)=E-Jdv
La potencia disipada en el volumen dv cs,

dP
=4 _E. )
7 J (8.37)

La potencia en un volumen V', teniendo en cnenta la relacion J = qE,
sera,

2
P = / E-Jdvzf}ff Eidy = / id.'-v (8.3%)
JV v JV

Comparando la ecuacién anterior con la (8.36), se deduce que la resis-
tencia R se puede expresar de la forma,

1
R = ﬁ ) E N J d"' (8.39}
I,
La ecnacion nos permite ealcular la resistencia de un volumen cualquiera

en funcion de la encrgia disipada en él.
8.1.10 LEYES DE KIRCHHOFF

Los circuitos mas sencillos se caracterizan por que los parametros que
intervienen se suponen concentrados en determinados puntos. Dichos cir-
cuitos se componen de distintos generadores v resistencias conectados de
formas determinadas en cada caso. Las leyes de Kirchhoff para este tipo de
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circuitos son la aplicacién del principio de conservacién de la carga en un
nudo y la conservacion de la energia en un lazo.
Primera ley de Kirchhoff

En un nudo la suma algebraica de las corrientes que entran y salen es
nula:

> =0 (8.10)
Dicha expresion es el resultado de aplicar la ecuacion de continuidad
(8.8) a una superficic cerrada que rodea al nudo.

Segunda ley de Kirchhoff

Vamos a considerar el circuito elemental indicado en la figura 8.3. R,
representa la resistencia interna del generador. R, es la resistencia externa
que unimos a los bornes del generador.

2
? RL
H
£

A

B

Figura 8.3
En la ecnacién (8.32) el segundo miembro representa la fe.n. total en
el circuito, que puede ser suma de varios gencradores. El primer miembro
lo podemos desarrollar suponiendo que hay distintos tramos de seccién AS.
Teniendo en cuenta csto,
f J-dl
c 7

Si multiplicamos y dividimos por AS y ademds tenemos en cuenta el
vector normal a la superficic AS tiene la misma dircecion y sentido que dl,

(J-d)AS ?{ d ‘
£ a5 =1 faas = Lk

En el caso propuesto la fuerza electromotriz es £ y el sinatorio es Ry +

R,

(Cnando existen varios generadores y resistencias, la expresién anterior
se convicrte en,
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&= R;I (8.42)
D &E=)

La ecuacion anterior cs la forma matem:tica de la sequnda ley de Kir-
chhoff, que en palabras es la siguiente: La suma algebraica de las fuerzas
electromotrices en un circuito cerrado es igual a la suma de las caidas de
potencial R; I en cada clemento del cirenito.

St multiplicamnos ambos miembros de (8.42) por I, tendremos que,

Y &I=) rI?

El primer miembro de la ecuacién anterior representa la potencia snmi-
nistrada por los distintos generadores. El segundo, teniendo en cuenta la
ley de Joule, es la potencia disipada en las distintas resistencias. De esta
forma vemos que la segunda ley de Kirchhoff corresponde al principio de
conscrvacion de la energia. ya que la cnergia suministrada por unidad de
tiempo en los gencradores es igual a la disipada en el mismo tiempo cn las
resistencias del circuito.

Para terminar, cuando se trata de un circuito con elementos localizados,
podemos introducir la relacién entre 1a d.d.p en bornes del generador, fe.m.,
infensidad de corriente y resistencia interna de la forma siguiente: En ¢l
circuito de la figura 8.3.

Va—-Ve =&~ Ryl (8.43)
La d.d.p. en los bornes cs igual a la FL.e.m. £ menos la caida de tension
cn la resistencia interna Rg. Cuando I = 0 la d.d.p. es ignal a la f.can. Un
generador de tension se aproxima a un gencrador ideal cuando su resistencia
interna Ry tiende a cero.
Asociacion de resistencias

Cuando un conjunto de resistencias se asocian en scrie, aplicando la
segunda ley de Kirchhoff, la resistencia total R es,

R=Ry+ Re + ... + R, (8.44)
Si las resistencias se disponen en paralelo, aplicando la primera ley de
Kirchhoff se obticne,

1 1 1 1

st — 8.45
7 R1+R2+ +Rn (8.45)
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8.2 PROBLEMAS

PROBLEMA 8.1

Sobre el volumen de un cilindro de radio R y altura H tenemos una
distribucion de carga uniforme, cuya densidad es p. El cilindro gira con una
velocidad angular w.

('alcular la corriente que atraviesa el cuadrado de lado L indicado en la

figura P8.1.
oD

A

Figura P8.1
Solucién

En este problema las cargas son del mismo tipo en cada volumen cle-
mental y su velocidad depende de la distancia al ¢je del cilindro, de forma
que la expresion (8.10) para J cs,

J=pv=puwru,

Donde hemos tenido en cuenta que v =w X r — wru,,.

Calculamos la corriente que atraviesa cl cuadrado de lado L mediante
una integracion, con el valor de J indicado anteriormente y ds = Ldru,,

R
I=/J-dS:/ u,, - u,pwrLdr
5 0
1
I = EprRQ

PROBLEMA 8.2

Sobre una csfera de radio R tenemos una distribneion superficial de carga
o — 0, cosf. Hacemos girar la esfera con velocidad angular & alrededor del

eje Z.
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Calcular la corriente que atraviesa el sector circular de radio b y dngulo
90° indicado en la figura P8.2.(b > R).

Solucién

La densidad de carga es superficial, por tanto utilizaremos la ecuacién
(8.5) para la densidad de corriente superficial.

K=ov

Z

(1)

— ——

- F

_,:"f. . I_-".- \.

—

6
AN
= \N—74Z__)/ b Y
S ¥
X
Ax —
Figura P8.2

En cl plano del sector v es perpendicular a dicho plano. es decir, v =
U Uy,

Por otra parte v =wr y 7 = R sen 6, en consecucncia.

K= —-owru, = —wo, Reosfisen 6u,
Calculamos la intensidad I mediante una integracién sobre el sector
circular indicado, tomando como clemento de linca, dl = —Rd6 u,

72
[ = /K-dlz/ w 0o R2cos 6 sen 6df)
. 0

Como la integral de sen 6 cos0df es (1/2)sen?d, con los limites de la

integral el resultado es,

1
I = EwJORQ

PROBLEMA 8.3

Una semiesfera de radio R y conductividad ~; estd en contacto con un
medio indefinido de conductividad ~,. Véase la figura P8.3.

Por el centro de la esfera y a través de un hilo se introduce una corriente
1.

Suponemos que dicha corriente pasa al medio de conductividad 7, a
través de la semiesfera, de forma que la distribucién de corriente J es, J =
(K /rHu,.

1) Calcular la corriente que atraviesa un casquete de radio R y dngulo
30°.
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2) Calcular la d.d.p. entre A y B, Ry = I?/2.

iy R /

AB
] /|

e S

B

Y30

Figura P8.3
Solucién

1) Corriente

El problema ticne simetria esférica. y suponemos que el cje 7 tiene la
direccién de la corriente I. Para determinar la forma de J, debemos conocer
K en funcién de la corriente total 1. Esto se consigne calculando la integral
de J sobre una semiesfera, considerando cl valor indicado para J y con
ds = r% sen 6 dfdgu,

2 T K.
I=/J-ds=/ d{p[ zﬁ'zscnﬁ'dG:QﬂK
s 0 mf2 T

. I
R =

La corriente a través del casquete de 30° scra,

I——I le i £ Qsenﬁ'lﬁ—f[— O =11+ x
= ‘ s = S = S

c 2?1_.0 (1 ié.ﬂ- r2f ( Ccos :;ﬂ_ COy 12?‘1‘

1.~0,034171

Es decir,

2) Diferencia de potencial
La diferencia de potencial entre A y B se calcula teniendo en cuenta que
cn la semiesfera J = 4 E, de done E = J/+,.

B R . R
Vyi—-V, :f E.dr — ! / %:L[_ll
A 27y, R/p2T 27y, IR/

[ 1
Va—Vp =

2?1-’}“1 R
PROBLEMA 8.4

Una barra cilindrica de radio R y longitud D, estd formada por un
material cuya conductividad es funcién de la coordenada y, v = a + by.
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Sobre las superficies transversales Sy 7. véase la figura P8, disponemos
una ldmina conductora. de conductividad 4, nmcho mayor que 5 (7, >> 7).
Mediante una baterfa aplicamos una tension V), eitre S v 87,

1} Teniendo en cuenta V-J = 0 v J = 4 E, deducir la ccuacion diferencial
que cumple la componente F, del canipo eléetrico en el interior de la barra.
Mediame dicha ccuacion v las condiciones en los limites. caleular Ly ().

2) Caleular la resistencia total de la barra entre las seeciones 5y 87,

Z D

R/
vIRY)
s 5
X

Figura P8.4

Solucion

1) Céleulo de E,
La simetria del sistcma determina que la densidad de corriente sélo de-

pende de la coordenada y. por tanto,
V-I=0—- —=0
Aplicando la relacion J = AE,

Jy = (a+by)Ey,
Llevando esta relacién a la ecuacion anterior,

dF,
(a+ by) ; +bE, =0 (8.4.1)

d
La expresién (8.4.1) es la ecuacion diferencial pedida.
Para integrar la ecuacion (8.4.1) separamos las variables y sus diferen-

ciales de la forma siguiente:
dE, dy

E, (atby)
Integrando cada miembro obtenemos,
In By = —In(a + by) + In M
M es una constante arbitraria.
Agrupando términos,
In (Ey(a+by)) =In M
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de donde se deduce que,

M
= — 8.4.2
T a+ by ( )
La constante M ¢s calcula aplicando las condiciones para la d.d.p. en
los extremos. b b
MM M
V, = E,dy = ———dy = — (In(a 4+ bD) —Ina
La relacion anterior nos da M,
. bV,
~In(a+b6D) —lna
Sustituyendo en la ecuacion (8.4.2),

jo bV, |
Y In(fa+ bD) —Ina (a+ by)

(8.4.3)

2) Resistencia
Calculamos la resistencia de la barra teniendo en cuenta que,
R . E - I{O _ ";J
I [Jds 5 [Eyds
Tomamos la superficic S en el plano XZ (y = (1) como seccién para la
integracion de J,. S = 7R%. En cse plano 7 = a.
Teniendo en cuenta (8.4.3), la resistencia I serd,

R ! ‘_,Lo : : In(a +thé'IQ— Ina )]
L (]n(rt+bD)—lnaE) m R "

PROBLEMA 8.5

Entre dos placas conductoras planoparalelas de lado 1.y conductividead
2L separadas por una distaneia d. se introduce un material de permitividad
< v conductividad 4 =4 ,(1 + g/d). Suponemos ~" = -~ Entre las placas
seaplica una tension V. véase la figura PR.G.

1} Caleular la densidad de corriente J en el material,

2) Caleular la resistencia que existe entve placas.

Solucién

Dada la simetria del problema y el voltaje aplicado, los vectores de campo
v corriente deben cumplir las siguientes condiciones:
Continuidad de las componentes normales de J,

Ju1 = Jp2 cn este caso Jy, es continua
El campo E debe cumplir,
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f ‘uydy =V,

Ademis JJ = +E, por lanto. B, = (1/7)J,.
Sustituyendo Ej en la integral anterior,

¢y ¢ Jy
V,Zj -—dy=/ —dy
“ o 0 Yo(1+y/d)

z| +

/ i
X L
d
Figura P8.5
Como .J;, es constante en el dominio de integracién. ol resultado de la
integral anterior nos permite obtener J,,.
4
. d d
¥a= / ——¥ _dy=J,—[In(1+ y/d)]g = Jy—1n2
JO

Yol +y/d) Yo Yo
Despejando Jy,. queda,

e

A"JOL’:" ’Ynl [4]
— J =
Vo dm2 dln2" Y

2) Resistencia

La resistencia se calcula dividiendo la d.d.p. V, entre placas por la co-
rricnte I que circula entre cllas. Obtenemos [ integrando J sobre la superficie
de una placa,

Yo Vo _ Vo
1 [Jdyds  L2(q,Ve/dIn2)
dIn?2
B = o

PROBLEMA 8.6

Un dispositivo estd construido de la forma indicada en la figura P.6,
cuyos clementos son los siguientes: Un disco de conductividad +/, radio a
y espesor €; dos scctores de corona circular, de espesor e, radio interior a
y exterior b, siendo de 459 el dngulo de cada sector. La conductividad del
matcrial gue contienen los sectores s 7y (7 >> ), y su permitividad ¢
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Sobre los bordes externos de los sectores se aplica una ldmina de con-
ductividad 4’. Las dos ldminas exteriores se unen como muestra la figura
P8.6.

Suponiendo 4 prédcticamente infinita, calcular la resistencia entre los
puntos A y B.

Solucién

La resistencia entre A y B es la de dos sectores idénticos en paralelo,
va (ue tanto el disco cowo las laminas ticnen resistencia despreciable, dado
que 7' es muy elevada.

Como los dos sectores estan en paralelo, calculamos la resistencia de uno,
siendo la total igual a la mitad de la obtenida para un sector.

\

/Y
s

Figura P8.6
La resistencia de un sector sc obtiene aplicando la ecuacién (8.17). dado
que <y es constante,

Vpa [ E-dr
/ Jod -ds
La expresion anterior muestra que para calcular I? necesitamos conocer
el campo E. La simetria del dispositivo es cilindrica, por lo que el campo
serd radial ¢ independiente del espesor d v su coordenada correspondiente.
En el cdlculo de E procedemos de la forma siguiente:
Aplicando el tcorema de Gauss a una superficie cilindrica de radio p y
cspesor d en uno de los sectores,

Q:/D-a‘.s

7 /4 T
/ E-upe,odpszpv—l
0

R= (8.6.1)

Como D = ¢E,
Q=

m
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Despejando obtenemos E,,
10 1
EWP;
Nos interesa conocer ¢ en funcion de Vg 4. para ello aplicamos la defini-
cion de diferencia de potencial,

«h b = )
i 40 d 1 [
Via = / E,dp= f —QE = 2 I (—})
e a ETC P EWE a

De 1o anterior se deduce gue.
1Q  Vpa
cwe  In(b/a)
Sustituyendo la relacion anterior en E,. gueda,
~ Vpa 1
? " n(b/a) p
Llevando el valor de E,. a la ecuacion (8.6.1).

E, =

— /‘ﬂ-“l cVpa pdp)  dln(b/a)
TR Jo  In(b/a) p T oA
C'omo los sectores estdn en paralelo, R p = R/2. por tanto
2In(b/a) .
Rap = 2b/@) oy
ymwe

PRORBIENA BT

Porcmos i sistenma como el indicado en la Agnra PR, La esfera de radio
g dneapa esférien de radio interior b tienen conduetividad =L Entre esfera
ccapa existe e erial cava condnetividad es 5 =~ (b r). (27 - 9).

Cadenlare Iy resistenecin del sistena.

Solucién

El sistema tiene simetria estérica, por lo que tanto ¢l vector campo E
como la densidad de corriente J solo tienen componente radial. Clomo en
problemas anteriores. la resistencia cs.

r -b
‘ (i} o .Ja, E : {!r
I jSJ - ds
Dado que entre la esfera y capa no hay fuentes, las componentes normales
del veetor J. o lo que es igual. J,. en dos capas esféricas muy proximas debe
cuuplir que,

R= (8.7.1)

Jdnr® = Jlamr'?
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En consecuencia, la corriente que atraviesa cualquier esfera de radio r
comprendido entre a y b serd siempre la misma ¢ ignal a [,

I = /J cds = JAwr? = A F, Amr?
Js

Figura P8.7
Puesto gue I es constante, podemos despejar E, de la expresion anterior,

B, =

4wy 12
Con ¢l valor de I, obtenido podemos calenlar 1,. Si ademais tenemos
cn cuenta que 4 = q,(b/r).

” /"* I f /"' I dr I (b
b = dr = — = —In| -
B Ja dma,(bfr) 12 Jo AT, b 1 Imy,b a

La resistencia. con los datos obtenidos llevados a la relacion (8.7.1), es.
1 b
R=——In(-] [9Q]
im b, (

Se inserta un electrodo semicstérico. de radio £, v condneoyad ~7 on
un medio conductor indetinido en las dirceciones 7. NCND Y e Y. cuva
conductividad ¢s ~ (7" > 1), A traves de un hilo conducior recanmeo. de
radio despreciable frente a I, v dispuesto como inaica T neura PS80 Hyve
una corriente /. La densidad de corriente J en el meao de conanenividad -
es radial.

PROBLEMA 8.8

1) Calcular la resistencia entre ol electrodo v ouna esieva de tacdio praci-
camente mfinito.

2) Calcular Ia dud.p. entre dos puntos de La snpeniee sitnaaos respeet i-
vamente a las distancias I v Ro.

I =100 A R, =50 m. Ry — 1Gwm kK
10~ mho/m.

i
[~

12 .~ = 2,602 &
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Solucién

1) Resistencia

La simetria del sistema cs csférica y la densidad de corriente J cs radial.
Sobre la supcrficie de una semiesfera de radio 7 en el medio 4, sc verificard
que,

I = / J-ds =2m? J,
<

Figura P8.8
La componente radial del campo se obtiene a partir de J = 1E.

gy 1
By S -
¥ 27yr
Teniendo cn cuenta que R = AV/I, y AV = [ E, dr,
[ 1 [dr
v=— Erdr = — —
I /g, 277y Jg, T2
Realizando la integracion queda,
1
R =
2my R,
Con los datos del problema,
|
R = ~ 12 Q
2,652 x 1073 x 5 x 27
2) Diferencia de potencial
La diferencia de potencial entre Ry y Rs serd,
Lo I [fdr
Vl—VQ:/ Epdr = — )
J Ry 271-’)' R T
. i I Ro— Ry
1-la=3
my Ry R

Sustituyendo los datos del problema, calculamos la d.d.p.
Vi—Va100 [V]



8.2. PROBLEMAS 297

PROBLEMA 8.9

El contacto entre un conductor cilindrico, cuya terminacién es semies-
férica, y un liquido de conductividad 4”, se rcaliza a través de una capa
semiesférica de conductividad 4’ y espesor d como indica la figura P8.9.

Por el conductor cilindrico circula una corriente I. Suponemos que la

densidad de corriente en la capa es:
K

—— -E-u,r

1) Calcular la resistencia que ofreZe al contacto entre cilindro y liquido
la capa semiesférica.

2) Si por alguna circunstancia parte de la capa de contacto se sustituye
por una burbuja de aire en forma de casquete esférico de espesor d y dngulo
60°, calcular la resistencia de contacto en las nuevas circunstancias.

Suponemos que la burbuja se sittia de forma simétrica con respecto al
eje Z y que la conductividad del aire es nula.

Solucién

1) Resistencia sin burbuja
El cdlculo de la resistencia se hace teniendo cn cuenta las ecuacioncs
(8.4), (8.9) ¥ (8.12). Ademas la d.d.p. entre las dos superficies que limitan

la capa es:
2
Vo -V —f E - dr
1

yl'l

Figura P8.9
Como E = J/+/, sustituyendo en la integral anterior obtenemos,
- o d , 2
i-v- S [ R
Y Ja T ¥ (a +d)a
La corriente I se calcula sobre cualguier semicsfera de radio r, donde
ds = r%sen 0dfdpu,, por tanto,
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29 1 )
I - /.] ds = I / dy [ —2 2sonfd0) = 27K
S5

ol
Teniendo en cuenta la ccuacion (8.9),

1; IR d
TTT 2m(atd)a
2) Resistencia con burbuja
En este caso lo que cambia con respecto al anterior es que la conducti-
vidad por la zona de la burbuja es nula, por tanto la corriente circula por
la capa comprendida entre 8 — w/2 y 57/6, es decir, toda la corriente [
atraviesa una superficic menor y como consecuencia la constante i de la
densidad de corriente os distinta, yva que suponemos la misma variacion con
cl radio.

. 2 *"m‘fﬁ 2
I = / J-ds = K’ / dyp / — senfdf = —27 K’ cos(bm /6) — K'm/3
g

[

La d.d.p. en este caso se ubt.lene a partir de la anterior sustituyendo K
por A’, es decir,

vid
B ol S
Vi — v (a+d)a
La resistencia serd,
Vi — d 2 3
R-Vi=% RO
I 'ﬂ'\/_"} (a +d)a 3 ‘

PROBLENA K. 10

o~ condnetores de nncable coaxial tienen respectivinnente radios a v b
S a Fiel esnacio entre conductores existe un medio de conduetividad

pernntivicdad - Fn dicho medio se ha realizado an hneco cuya
seccton transversal scomdica en la Hgura a0 10,

i Calenlar los vectores E v D en el espacio entre condnetores, dentro y
e del Tineca, cnomdo aplicanios una dudap. 1, entre ellos. Se desprecian
o Cletos de borde,

Sl nedo ane o condnctancia es Ja inversa de Ia resisteneli. (' = I/R.
Colerdn by condoetancia por amdad de longitud del cable coaxial,

Solucién

1) Vectores D y E

La simetria de los conductores que estan a un potencial determinado es
cilindrica, por tanto. aplicando la solucién de potencial en caso de simetrfa
cilindrica. Sin dependencia de ¢ y z, csta serd de la forma,
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V=Clnp+ D
Aplicando las condiciones en los limites, caleulamos "y D,
Para p=0V =V, - V,=Clnb+ D
Para p=a V=0— 0=Clna +D
La solucion del sistema anterior nos proporciona los valores de ' v D,

1o .
=—: D=-(1
In(b/a) e
Ve
V= In
In( h/a "
El campo se oblicne a partir de E = —VI . on decir,
o dl"u B Vo ]u
~dp " In(ba)p "
30°

Figura P8.10
Las componentes tangenciales de E son continuas en el limite entre hueco
v material, pero no las del vector D, es decir.

D . oV 1 N
v ~0 - r — Sl p—

In(b/a) Fup : In(b/a) ;;up

2) Conductancia
La condnctancia por unidad de longitud se obtiene a partir del campo E
y teniendo en cuenta las condiciones en los limites para J en la separacion
entre vacio y conductor.
Dado que en ¢l hueco (vacio) 7 = 0. J = 7E = 0. Esto pone de
manifiesto la diferencia entre D v J. dado que <, no es nulo como 5 en el
vacio.

a condnctancia por unidad de longitud se caleula de la forma siguiente,
La conductancia por unidad de longitud se calcula de la forma siguiente,

1 1
G=—=
R 'ru

. llw/6 ‘.:D 1
= J-ds= E-ds = —— 1, Lad:
[, S ,}‘/g N ’}A In(b/a) a g TR
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Va 11x
?ln(b_/u)L 6
La conductancia por unidad de longitud sera,

G [REss
I~ "6m(b/a) 5]

I —

PROBLEMA 8.11

Calcular la resistencia de un conductor de forma tronco-conica como la
indicada en la figura P8.11. La conductividad del material es +.
El célculo se realiza de forma aproximada.

Solucién

Dado que no hay ningiin sistema de coordenadas, de los utilizados usual-
mente, que permita obtener el potencial y campo en el interior de tronco
de cono, se recurre a la division del conductor en una scric de N discos de
altura Ah v radio . El radio r varia en los discos desde a hasta b.

Como los discos estan unidos en serie, la resistencia total serda la suma

de las resistencias de cada uno de los discos.
. — T

Figura P8.11
La resistencia de cada disco es,

1 Ah
Ri=—-——
YT
A cada Ah le corresponde un Ay. Como muestra la figura,
b a
Ar=Ahtga v tga = -

mrl =mla+nAr)2 n=0, 1,2, ..N
Por otra parte N = h/Ah. Es decir, Ah = h/N.
Sustituyendo la seccién de cada disco serd,



8.2. PROBLEMAS 301

b—u 4 b—a. 4
=mia+n
. g p ) oty
Sustituyendo los distintas relaciones anteriores en la resistencia £2;, ob-
tenemos,

m'? = m(a + nAh

- 1 h 1 Nh
¥ Nx(a + ?J,bT'“)E

R; = — 5
Y (Na+ n(b— a))

La resistencia total se obtiene sumando las N resistencias R;,
e
1 Nh
R — — 5 ]
017 (Na+n(b—a))
La aproximacidén serd tanto mayor cuanto mas grande sea el mimero de
discos N.

PROBLEMA 8.12

Un trozo de placa conductora, de conductividad , tiene un espesor d
y su contorno esta determinado por una pardbola y los segmentos AB para
y =10y CD en y =4, véase la figura P8.12.

Calcular la resistencia de la placa entre los planos y = (0 e y = 4.

La ecuacion de la pardbola es 22 = 4(y + 1).

z

A C

/X Bw ‘1
Figura P8.12
Solucién
Dividimos la placa en ldminas longitudinales de espesor dy. La resisten-
cia de cada ldmina vendrd dada por
dR— 219
7 S(y)
donde S(y) es la superficie de la ldmina situada en la coordenada y. Su valor
es el drca del rectangulo de lado h y altura 22, donde 2z estd determinada
por la ccuacién de la pardbola 22 = 4(y + 1)

S(y) =2z(y) h = 4h\/y + 1
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Sustituvendo,

AR — 1 dy
Syl
La resistencia total es la contribucion de todas las Lininas; v como estédn
dispuestas en serie, ésta es la suma de todas ellas. C'omo se trata de ldaminas
infinitesimales, se puede expresar mediante una integral:

1[4 dy 1 14
bk fy Vit '21-‘![“y+1]0
Vi —1
R T Q]

PROBLEMA 8.13

Un conductor tiene forma de paraboloide circular truncado como se
muestra en la figura P8.13. La conductividad del material que lo compone
es 5. Caleular la resistencia del volumen comprendido entre las seeciones
circulares correspondientes a los planos 2 = 1 v 2 = 1. La cenacion del
paraboloide es 2 + 2 = kz.

Solucion

]
Il
L%

1
il
[

Figura P8.13
El volumen de material propuesto se puede descomponer en placas de
cspesor dz y seccion S, La vesistencia, dado que las placa estdan en serie,
sera la suma de las resistencias de las placas clementales.
Resistencia de una placa,

1dz

La superficie S es,
S =7p* = w(x? + y%)
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La ecuacién del paraboloide s,

224 y: =kz
Sustituycendo,
S=kr-z
La resistencia elemental sera,
AR — i dz
y kT 2

La suma en seric de todas las resistencias e la integral signiente,
4 1 dz 1 4 1
R=1] - = lnz]; = —(n4—~1nt)
1 Ykmz  kny karry
La resistencia del dispositivo propucsto es,

1

PROBLEMA 8.14

Un sector de arandela como el indicado en la fignra P8.14 tiene las si-
guientes dimensiones: Radio interior a. exterior b, espesor & v ¢l dangulo es
7/6. El material del sector tiene conductividad 5 permitividad , y permea-
bilidad f1,,. Los bordes cilindricos del sector se reenbren de nna capa muy
fina de nn material enya conductividad 1" es iy superior a 5 (7 > 4). Se
unen dichos bordes a una bateria como mnestra la citada figura.

1) Establecer la condiciones para el potencial sobre los distintos bordes
del sector.

2) Obtener la solucién para el potencial en la zona interior del sector.

Ayuda: La solucion general en coordenadas cilindricas para este caso
es.

Vip)=Alup+ I3
3) Caleular la resistencia del sector. vista desde Jos hornes de la batorfa.

Solucion

A
\A

Figura P8.14
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1) Condiciones para el potencial

Como la conductividad es nula fuera del sector, salvo en el conductor
que une dicho sector con la bateria, la densidad de corriente se anula en
el exterior de las caras laterales. Esto implica que la componente normal
de la densidad de corriente, y por tanto la del campo, es nula sobre dicha
superficie.

El sector se comporta como si fuera indefinido en la dircecion del eje
correspondiente a los scctores cilindricos que estdn metalizados y unidos a
la bateria.

la)

Las condiciones para el potencial en los bordes cilindricos del sector son:

Para p = a, V(a) =0 0<e<n/6
Parap—b, V() =V, " { 0<z<6é

La densidad de corriente y campo cléctrico tiene direccién radial y el
potencial en el interior del sector es de la forma V(p) = A Inp + B. Las
constantes A y B se calculan aplicando las condiciones en los limites, en este
caso los bordes cilindricos del sector.

2) Solucién para el potencial

La solucion para el potencial la obtenemos al aplicar las dos primeras
condiciones de contorno a la solucién general V{(p) = A Inp + B.

Para p = a, V(a) = Alna+B =0
Para p = b, V(D) =Alnb+ B =1V,
La solucién del sistema de ccuaciones cs la siguiente.

- VG “:3
_— _In¢ — e — e )
Vo=A(nb—1na) — A (/) y B (b)) na
Por tanto el potencial sera,
V,
V(p) = —°—Int

In(b/a) " a
3) Resistencia del sector
La resistencia del scctor viene dada por
B [ E-d Y
[d-ds [E-ds
Tenemos que obtener en primer Ingar el campo eléctrico, que en coorde-
nadas cilindricas viene dado por,
. aVv{p) Ve, 1
E=-VV({p)=——--~u,=—————
(n) ap P In(ja)p
El flujo de corriente, teniendo en cuenta que J — E, serd,
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/J-ds:f}fE-ds

Sobre una seccidn transversal ds = —é p dyu,, por tanto,

/6 Vo Vb
/\E* == Tfo ( lll(bfa)p ) SR Vi 61In(b/a)

Y llevando los resultados anteriores a la ccuacion que define la resistencia
tendremos que.

o AV \ ! 6 b
=V, ———— — = - — |Q
o (611‘1(&/0)) i yém n a it
PROBLEMA 8.15

Un sector de arandela como el indicado en la figura P8.15 tiene las si-
guientes dimensiones: Radio interior a, exterior b, cspesor é y el dngulo es
.

El material del sector ticne conductividad 7, permitividad €, y permea-
bilidad ,,.

Los bordes rectangulares del sector se recubren de una capa muy fina de
un material cuya conductividad 4 es muy superior a y (7' >>).

Se unen dichos bordes a una bateria como muestra la figura.

1) Establecer las condiciones para el potencial sobre los distintos bordes
del sector.

2) Obtener la solucion para el potencial en la zona interior del sector.

Ayuda: La solucién general en coordenadas cilindricas para este caso
es,

V(p)=Ap+ B
3) Calcular la resistencia del sector, vista desde los bornes de la baterfa.
Solucién

1) Potencial

Figura P8.15
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Las condiciones para ¢l potencial en los bordes del sector son
- Bordes rectangulares
Para ¢ = 0, V(0) =1, a<p<hb
Para @ =, V(r)=0 {nggﬁ
En los bordes cilindricos el potencial varia con el dngulo .
2) Solucion para el potencial
La solucion para el potencial la obtenemos al aplicar las condiciones de
contorno a la solucion general de la forma V(p) = Ap + B.

I

Para ¢ 0, V() = Ax0+B=1YV,
Para ¢y = Vir)=An+ B=0
De donde
A= —V,/x y B=1Y,
Es decir
s ¥
Wig) =V (1 — ;)
3) Resistencia
La resistencia del sector viene dada por

JLE-d v,
- [J-ds A [E-ds
Tenemos que obtener en primer lugar el campo eléetrico, que en coorde-
nadas cilindricas viene dado por,

i 19V () A
E=-VV(g)=-——F"u, = —
) p 0o ¥ mp

Y el flujo de corriente en una seccion transversal, teniendo en cuenta que

J = ~E, sera:
/J~ds='y/E-ds
g J8

El drca elemental cs ds = 6 dpu,,, por tanto,
b v TR
qr/E-d.s-——f —u, - édpu, = Vob In(b/a)
5 a TP

™
Y llevando el resultado anterior a la ecuacién que define la resistencia
tendremos

Up

w

) oy In(b/a) €

o [ Vb !
R= V, (7~ In(b/a) - R
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PROBLEMA 8.16

Entre dos placas planoparalelas, de superfieie S v separadas por una
distancia d. se introducen dos materiales cuyva permitiviedacd v conductividad
o8 respectivamente £1. ;v €2, 99, Cada material ocupan la mitad del
volumen entre placas como muestra la figura PR.16.

Cowprobar si el sistema cumple la condicion R (" = ¢/4, donde € y ~
son la permitividad y conductividad equivalente del conjunto. Razonar la

respucsta.
/ > / o
E‘l y| EE ?2
Figura P8.16
Solucién

Calculamos por separado la capacidad de cada trozo de material usando

la formula (7 = £;(S/d;), donde d; = d en ambos casos:
S S
L =c¢ i (9 = so—
L=y 2= Sy

La capacidad total, dado que estdn en paralelo, viene dada por

C = Cl-l-Cz—-( 1+ £2)

Hacemos lo mismo con la [‘(‘.‘Slbtﬂllﬂld. ml-:,uld.ndu primero la resistencia

parcial de cada material mediante la formula
1 d

Las resistencias respectivas seran.
1 d 1 d
Ri=—% i Ra=—g
T T2 -

La resistencia total, dado (que estan en paralclo, cs

1 B 1
R R Ry
Ry Ky B d L

- Ry + R B g’]’l + ¥
El producto RC' vale

1 g &
Rcv——(&_]—ng)d = i

Sy +2 9+
Si la permitividad y COI]dllCthlddd equivalente son respectivamente,
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f=a1+é& 5 ¥y=7
¢l producto (" se puede escribir de la forma
RC == /v

Esta relacion muestra que se cumple la condicion pedida.
PROBLEMA 8.17

A traves de dos medios cuyas constantes respectivas son: 7y, = 100 S/m,
£1 = €03 Yo = 10 S/m, g9 = 2¢,, circula una densidad de corriente. Los dos
medios son homogéneos e isétropos.

1) Si la densidad de corriente J incide sobre la superficic de separacién

con un dngulo de 30° como indica la figura P8.17, calcular la dircccion de J
cn el medio (2).

2) En ol medio (1) J = 2A/m?. Calcular la densidad de carga en la
supetficie de separacion.

Solucion
1) Densidad de corriente

Resolvemos ¢l problema aplicando la ecuacion J = 1E y las condiciones
de frontera para J y E. Como la corriente es constante y no hay fuentes en
la frontera, las condiciones son:

Ju I
Ey = Ep — T = r}_f 3 Jnl = Jug
1 2
rt

(2)
(1

Figura P8.17

La relacion entre los dngulos @ y o' (a = 30°), sc obtiene de la forma
siguiente:

tana’ — —

tana = — -
Jnl ’ Jn?
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Sustituyendo en tga’ Ji2 ¥ Juo por los valores del medio (1) proporcio-
nados por las condiciones en los limites,

tano’ = 22 Ju — 20
Y1 dn2 M
10

tana’ = —- tan% ~ 0,057

a' =~ arctan 0,057 ~ 3, 26° ~ 3°15" 44"
La direccién de J forma un dangulo o’ = 3°15'44” con la normal al plano
de separacién en el medio (2).
2) Densidad de carga en la superficie
Ahora vamos a comprobar que las componentes normales del vector D
no son continuas cn la superficie de separacion. v como consecuencia debe
existir una densidad superficial de carga en ella. Aplicaremos las condiciones
de frontera y las relaciones, D = cE.; J = ~vE.
S Y .
T T
De Dy —Dpo=0 — e1Ey —coFp =0

Sustituyendo Epe en funcién de Epp en laiiltima ecuacidn,

Y Jn1 Y
0 = En (51—52 1) == (c‘ —:‘2—1)
Y2 g Y2

Ju1 = Jeosa = Jeos30° = 2— [A/mg]
Sustituyendo los valores de las constantes
para o, podemos calcular su valor numérico.

19
g = _Eoﬁ\/g— -0, 329:0
PROBLEMA 8.18

r Ja1 en la relacién anterior

L

En un instante dado la distribucién de corriente en un sistema es: J =
K(xug + yuy + 2uz).

Dentro del sistema consideramos un cubo de lado L y centro el origen
de coordenadas. Suponemos que en un instante dado existe una carga @
dentro del cubo.

Calcular d@/dt en cse instante. ;Aumenta o disminuye Q7
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Solucion

Se trata de un problema en el que la carga en un volumen determinado
depende del tiempo, por tanto se debe aplicar la ccuacién de continuidad

siguiente:
I
f 3 dg — =22
g dt

Utilizando la densidad de corriente dada calenlamos el flujo de corriente
sobre las cara del eubo.

[?J cds = é].;-?[{ (U - — g - (—uy) +uy - uy — - (—uy)+
u.-u; —u. - (—u.))
/.] ds = 3K L3
Llevando este resultado al: ccnacion de continuidad. obtenemos,

- dQ
Ki3 = =<
3K L o

De la cenacién anterior se deduce que @ disminuye.
PROBLEMA 8.19

Tenemos una csfera de radio @ v centro en un punto P de un nedio
indefinido. homogénco e isétropo, de permitividad ¢ y condnetividad 4. En
la esfera se sitida una densidad de carga, que en el instante inicial (1 =
0) es uniforme e igual p,. FEsta carga. debido a las fuerzas de repulsion
clectrostdtica, se dispersa.

Calcular la densidad de corriente sobre la superticie estérica de radio
r(r>a)y contro P, en el instante ¢ = /4.

Solucion

En primer lugar nos interesa conocer la variacién espacio temporal de
la densidad de carga. Clomo vimos en la introduccién teérica, mediante la
combinacion de la ley de Gauss en forma diferencial (V-D = p), la ccuacion
de continuidad V-J = dp/dt y las ecnaciones constitutivas J = 1E, D =¢E,
sc obtiene la ecuacion (8.28),

- T
p(r" i‘) - poe_( t/e) — Po €XP (_F!T)

[

El flujo a través de una superficie esférica de radio r, dado que la simmetria
de la distribucion es esférica, y las componentes de E y J son radiales, cs:
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4 dp(r', t ' i
fJ cds = d7r? J = — [ —ﬂt’—)dw" =2 / Lo CXP *l) dv’
S v ot e My £

En cl instante t = £/ se verifica que.

e
ArrtJ = e | p,dv
€ Jv
La integral de volumen anterior representa la carga inicial que se distri-

buye sobre la esfera de radio a, es decir
4 .
/ . p(r', t)dv = Eim‘ipo

Sustituvendo cn la relacién anterior. se deduce que:

3
_q 1
J = 1(? 1—2
£ Ir

PROBLEMA 8.20

Disponemos de una esfera de radio R. cuvo material es homogéneo e
is6tropo de permitividad ¢ y conductividad ~.

En un instante + = 0, se sitiia una distribucion de carga uniforme sobre
la esfera de radio @ indicada en la figura P8.20. Debido a las fuerzas elec-
trostaticas. las cargas se dispersan hasta situarse sobre la superficie de la
csfora de radio R.

Si consideramos el volumen de la capa esférica comprendida entre los
radios b v c¢. jcual es la densidad de carga en el interior de la citada capa
durante el tiempo que tardan las cargas en dispersarse?

Solucién
Como la distribucién es de simetria esférica, suponcmos que ol campo E

v la densidad de corriente J son radiales.
—

T

Y

R .
7 ‘R ' .
£,y \
o A
T e 4
' "“:'- K 3 H 'lr
AR /’
).

_ Figura P8.20
El comportamiento de la carga en la capa esférica se calcula mediante la
ecnacion de continuidad,
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f.] ds = — f‘a’” D g,

La aplicacién del teorema de Gauss sobre una superficie de radio » (r >
a), nos da el siguiente valor del campo.

E‘r — g
Amer? _ _
Donde ) rvepresenta la carga en el interior de la esfera de radio r en
cada instante.

Mediante la ecuacion constitutiva J = 4E, obtcnemos,

7Y
) - e 12 o )
Fl flujo de J, a través de las superficies que limitan la capa esférica,
teniendo en cuenta que para la superficic de radio b, n = —u, y en la de

radio ¢, n = u,., scrd,
A7 Q) AT 2@ 5
J.ds J-ds= ~ — — = —(Q -
S +,32 Time2 Vi 2 E(Q @)
Donde @ y @' son respectivamente la carga dentro de la esfera de radio
cy b
Si la carga en el volumen de la capa cs,

q= f pdv
v

dq 7
—5; = (@ -Q)

En el instante inicial (t = 0) @ = @', ya que toda la carga esta sobre la
esfera de radio a, por tanto.

cntonces,

dq
sy
. . _aL -
St la derivada de ¢ es cero, significa que no hay variacién de carga con
el tiempo. Como en f = 0 sobre la capa no habia ninguna carga, podemos
concluir que no existird tampoco en instantes posteriores.

PROBLEMA B8.21

Entre las placas de un condensador plano de superficie S y espesor d,
existe un medio de permitividad € = 10e, y conductividad v. Mediante una
baterfa cargamos el condensador e inmediatamente después desconectamos
la baterfa, de forma que en el instante ¢ = 0 la carga en las placas sea Q,.
Diez segundos después la carga en las placas es Q,/e.

i Cual es la conductividad v del medio?
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Solucion

C'omo consecnencia de la conductividad del material el condensador se
descarga a través de dicho material. Para encontrar la variacién de la carga
cn cada placa, utilizaremos la ccuacién de continuidad aplicada al volumen

de una caja de seccién A y altura h dispuesta como indicada la figura P8.21.
A

/£;J)h s < |d

Figura P8.21

Para calcular J comenzamos por calcular E entre las placas. Como

suponemos despreciables los efectos de borde, ¢l campo es uniforme cn el

interior del condensador, y su valor se obtiene aplicando el teorema de Gauss
a la caja citada anteriormente; es decir,

EAz%-A — F Q ent=20 E(,:&

€ - S €S
Como J =1E, el flujo de J cn la caja es,

/J-@z}-Eﬂz—ﬁ——i(QA)
s

dt — dt\S
Sustituyendo el valor de E, obtencmos,
Q__dQ
L e dt

La solucién de la ecuacién anterior cs,

Q= Kexp (—’}—f)

€
Para t =0, Q = Q,, por tanto K = Q.

5
Q = Qo CXDP (_ —t
‘ £
"Transcurridos diez segundos la carga s (O, /e, os decir, el término entre
paréntesis de la expresion anterior cs ignal a —1,

T10=1
E £
Sabemos que € = 10e, = 10 x 8,85 x 1072, por tanto,

10 ;
y = 100 =8,85x 107" [Q 'm]
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PROBLEMA 8.22

Disponemos de una capa esférica metdlica. de radio R v conductividad
7. En su interior, colgada de un hilo aislante como indica la figura P8.22.
hay una bola metailica de radio E/10 con una carga ().

Mediante un impulso mecdnico iniciamos la oscilacion de la bola metali-
a, sin que toque a la capa esférica. Suponemos que el sistema esta aislado.
..Se notara la oscilacion de la bola en puntos exteriores a la capa esfériea?

Suponicendo que no existen rozamientos mecanicos debidos al aire y al
punto de sujecion. ; disminuird la oscilacion de la bola hasta pararse? Ra-
zonar ambas respuestas.

o o e

Figura P8.22
Solucién

La oscilacién de la bola no se notard fucra de la csfera metéilica puesto
que ¢sta, como conductor que es, se mantiene sicimpre al mismo potencial ¥
cualquicr observador externo verd siempre una superficie equipotencial; lo
que esta ocurriendo es que las cargas libres de la esfera se estdan acomodando
a la oscilacion de la carga de la bola, de tal forma que todas las superficies
mctilicas se encuentren al mismo potencial en todo momento. La carga libre
cn la estera serd capaz de seguir las oscilaciones de la bola siecipre que

T'>7
donde T es ¢l periodo de oscilacién v 7 el tiempo de respuesta de las cargas
en la esfera y que es igual a g, /v, donde 4 es la conductividad del metal de la
csfera; es decir, ¢l periodo de oscilacidn tiene que ser mayor que el tiempo que
tardan las cargas libres en reorganizarse. Un movimicento pendular normal
tiene un periodo del orden de un segundo

T~1s

mientras que, para un metal con y ~ 108 Q7 'm! y e, = 8,82x10 ' (F/m),
tencmos que

T=cof/7~ 10720 g
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por lo que se cumple la condicién arriba expresada.

Por otra parte. este movimiento de las cargas al reagruparse represen-
ta pequenias corrientes.  Dado que la conductividad no es infinita, estas
corrientes disipan algo de energia en forma de calor. Por ¢l principio de
conservacion de la energia éste calor tiene que provenir de alguna fuente de
cnergia. que en este caso s la bola oscilando. por lo que se parara cuando
se hayva transferido toda la energia cinética de la bola en forma de calor a la
esfera. El calor transferido depende s6lo de la masa de la bola v la amplitud
inicial del movimiento pendular. v el tiempo que tarda en pararse depende

de Q, T v 7.
PROBLEMA 8.23

Tenemos un dispositivo formado por dos placas conductoras planopara-
lelas v ode conductividad 4 muy superior a la del resto de los materiales.
Dichas placas estdn conectadas por un conduetor externo. Entre las pla-
cas existen dos materiales de distinta conductividad, 3, ¥ 79, v la misma
permitividad ¢, dispuestos como muestra la hgura PR.23.

En un instante ¢ = 0 se aplica en la superficie de separacion entre los
conductores una densidad superficial de carga o, = 1079 ( C/ m?).

Calenlar los campos v densidades de corriente en los dos materiales en
ol instante { = (.25 s.

Yo =25 11 — (1/127) 107 (@ m) L dy = 2dy, dy = 10 Y(m).

co = (1/367) 1079 (F-m~1).

7 d.
p o N})I /.'.‘;.E yt
n] nz "'-
£ £ 7
| 2 I /

Figura P8.23
Solucién

Aplicamos las diversas ecuaciones que tienen que cumplir E. Do v J en
cada nstante. Por la simetrfa del problema todos los vectores tendran la
misma dircccion, perpendicular a las placas. El sentido de los vectores E; D
v J es hacia la derecha en el medio 2 v hacia la izquierda en el 1.
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En primer lugar. por estar ambas placas unidas externamente significa
que tienen el mismo potencial, en consecuencia la integral del campo eléetrico
a lo largo de una linea que una ambas placas tienc que ser 0,

2
/ E-dl=—-FEd) + Eaods =0
1

v esta ecuacién sc cumple en todo momento,
—FE\(t)dy + Ea(t)de = 0
Por otro lado. en la frontera que separa los medios donde se aplica la
densidad de carga inicial o, el vector desplazamiento presenta una discon-
tinuidad debida a la carga aplicada:
DI - I +D2'Il2 = U(f)
donde ny y ny son los vectores normales a la superficie de separacion en
su lado correspondiente. Como ny = —ng y los vectores Dy y Dy tiene
respectivamente los sentidos de ny y ng, tenemos,
Di(t) + Da(t) = a(t)
Por 1iltimo aplicamos la ecuacién de continuidad en un volumen que
mcluya la discontinuidad entre los dos medios. Considerando los sentidos de
los vectores normales y la densidad de corriente queda la siguiente ecuacion,

do(t

J] 'H]"‘JQ'HQ = - (IS;)
De forma andloga al vector D, se transforma en
do(t
Ti(t) + Joft) = — d& )

Expresando las tres ecuaciones anteriores en funcién del campo eléetrico,
aplicando la ecuacién constitutiva, D = cE y la ley de Ohm. J = AE en
ambos materiales (con €1 = €9 = &) tendremos,

—Fydy + Eada =0

By 4 B, = 28
EO
der(t
Eyye+ Exyy = ——d'g—)

Asi pues tenemos tres ecuaciones con tres incognitas, E(t), Fa(t), o(t).
De la primera ccuacion despejamos Fy,

Ey = B2

y lo sustituimos en las otras dos,
dy + do o
Eom—r—==—
dy Eq
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dyye + dz’}] do
E; .
d, dt

Despejando Ey en la primera de las ecuaciones anteriores,
- d‘.ll o)
Ey = —

y sustituvendo en la scgunda tencmos.
dyye +doy, © der

dy + da L‘,_-,— dt

Trasponiendo términos,

dy +ds  do
g = — 50 o=
d]’}-z + (IQ‘TI dt
que es una ecuacion diferencial de primer grado. Para simplificar defini-
mos 7 mediante la siguiente igualdad,
dy + do

€o
dyyo + day,
quc transforma la ccuacion anterior cn,

=T

y entonces la solucion, aplicando la condicion inicial o(0) = a4, es,
o(t) = ope M7
Todos los campos que aparecen en ¢l problema tienen la misma expresion
funcional y sélo hay que tener cuidado en su valor inicial.

dl T, ds a
E L7t By = et
L d,'l +dg £, ! . dy + do E'o‘
(’] ) 1 dE -
Dy = ot'/": Dy = ooe T
2 d] O ' ] (‘i] -+ a‘lrz i
Jp = ‘IIF}Q JO(,—HT : Jl o di’]l goe t/r
dl + d2 S0 dl + d] £u
Sustituyendo los datos del enunciado tenemos que.
Eold) +d
_Eolh¥d3) _ o5,

d]_ Yo + d;"}l
por tanto, cuando haya transcnrrido un tiempo ¢ = 0,25 s. los campos
toman los siguientes valoros:

F(0.25) — 106

0 3 (1/367) x 10-9°
Fr(0.25) >~ 2,77 x 107 V/m

D5(0,25) ~ 1,23 x 1077 C/m?; Dy(0,25) ~ 2,45 x 1077 C/m?
J2(0,25) = 7,36 x 10 7 A/m? ; J1(0.25) ~7.36 x 1077 A/m?

'~ 1,39 x 10" V/m
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]
j—
oL

E, =- Eyny 5 Ep = Fpu,

Dy=-Duy 5 D2=Dyu,

Jy=—-Jiy, ; L
PROBLEMA 8.24

Entre dos placas conductoras cuadradas, de lado L v separadas la dis-
tancia d. sc disponen dos medios materiales gue ocupan cada uno la mitad
del espacio entre placas. El medio (1) tiene una permitividad =) = de, v
conductividad 47 = 17.832 % 10712 Qm~": en el medio (2) = = 1=, v Yo 1O
SC CONOCe.

Iniciahnente se cierra el interruptor S v se carga ol condensador al po-

l

J2 Uy

tencial V. A continuacion. en un instante que consideramos 1 = 0 se abre
ol interruptor S.

Transcurrido un segundo la diferencia de potencial (dual.p.) entre las
placas se reduce a V=1, /e (¢ = base de logaritmos neperianos).

Calenlar 1a conductividad 5.

Suponcimnos despreciables los efectos de borde. (s, = 8854 =10 12 F/m).

Ayuda: Aplicar la ccuacion de continnidad a wn volumen que englobe
una de las placas conductoras.

Solucién

Para obtener 4, debemos conocer eémo varia la diferencia de potencial
cntre placas del condensador con el tiempo. Esto se consigue mediante
la aplicacion de la ccuacién de continuidad y ¢l teorema de CGauss a una
superficie que rodee una de las placas. Es decir, debemos aplicar,

/J-dsz—dQ : /D-dS:Q
s di S

Etr}‘l
|
5 ¥
s /
+
' v,

Figura P8.24
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Ademas, en ambas zonas entre las placas se veritica que,
E-d=V
Es decir,
‘7
EI == Eg .
d

Aplicando las dos primeras ecuaciones a una superficie que rodee una de

las placas,
S S l
Js 2

2 dt
¢
_,5' + ) = (df (8.24.1)
Aplicando la relacion entre DyE.D-=¢E.
<
/ D-ds— E]E]§ -EEQ_ =@
ES{ElEl = EQEQ} = Q
Como Ey = Ea =V/dy ey = 9,
174
851—~ =@ (8.21.2)

Ahora, para conectar las dos ecuaciones debemos tener en cuenta la
ecuacion que relaciona la densidad de corriente con el campo eléctrico. J =
v E. Llevando esta relacién a la ecuacion (8.21.1), teneinos,

1 dQ
—S(~- E _ M
5 (11 Er + 72 F5) o
Dado que E), = Fo = V/d
V _dQ )
Sn+r)=-—=- (8.24.3)

Si sustituimos el v&lor de @ obtenido en la ccuacion (8.24.2) en la
(R.21.3), tendremos,

1.V o %
555(71 +79) = _d_r,{St IEJ =

Simplificando la ecuacion anterior queda,

SapdV
d dt

.. dV’

5" (Y1+72) = mitiry
Separando las variables,

dv

‘,‘r

1
=5 (71 + yo)dt
<1

Integrando,
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i 1
InV = ——— (’}‘] + ’Tz)t + Cﬂ
251
De donde se deduce que,
’ 1
V=Ah EXD(—E(% +2)t)
Dado que V — V, en el instante £ = 0 — A = V,,, por tanto,
1
V= %EXD(—Z(% +72) 1)

Transcurrido un segundo V = V, /e. cs decir.

. i L
Voo b= Vexp ( g(’h +Tz))

La igualdad anterior nos lleva a la siguiente,

(91 + 72)
2&‘1 N
En la relacién (8.24.1) conocemos v, = 17.832 x 10712, &) = 4=, =
4% 8,854 x 10712

1 (8.24.4)

Yo=26 X1-7
Por tanto,
o = T0.832 x 10712 — 17,832 x 10 12
La solucién para v, es.

g = 53 x 107 12 [ﬂ m_l]
PROBLEMA 8.25

Entre dos placas conductoras de radio a y conductividad v/, existe una
barra conductora cilindrica de radio a, longitud L, permitividad € ~ ¢, y
conductividad v = 7,(1 + y/L). Se aplica una diferencia de potencial V,
entre las placas.

1) Caleular la densidad de corriente J y ¢l campo eléctrico E en el
cilindro.

2) Calcular la potencia disipada en un disco de espesor e, cuyo horde
estd situado a una distancia L/2 del origen O.

Suponemos que la conductividad 4/ > 4.

Solucién

1) Densidad de corriente
A partir del enunciado del problema se pueden establecer las signientes
couclusiones:
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la) La diferencia de potencial entre los extremos de la barra es igual a
Vo. Esta condicion se expresa en la siguiente ecuacion:

g
] E- (ﬂ — ":_’j
o

YA I
’ _y_
X
I

Figura P8.25
1b) No existen sumideros ni fuentes de carga a lo largo de la barra. Por
tanto, en condiciones estacionarias la ccuacion de continuidad establece que
la densidad de corriente es constante a lo largo de la barra.

A J
De —%z V-J como S_J::O — Y. J=0
¥, por tanto, se deduce que las componentes normales de J son continuas.
J = I,

Teniendo en cuenta la relacion constitutiva J — 1 E entre el campo

cléetrico v la densidad de corriente

J
E=>  con 7 =2,(1+y/L)

~
Jo

= u
Y
Yoll 4+ y/L)
Por otra parte. en el camino de integracion que elegimos dl =dyu,,.
Sustituyendo los valores anteriores en la primera expresion, obtenemos

L ],
[ - u, - u,dy =V,
J 0 Tn(l +U/L) Y o

Operando
L‘ t} L 'I(
Vo= =2 [In(1 +y/L)]g = == n2
De donde se deduce el valor de J,, ’
l'lﬂo
o = L1n?2

Una vez obtenido J, los vectores de campo en cada punto vienen dados
por,
Vo |

¥, ) .
LIn2(1+y/L) Y

T Llno™ E

T
a
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2) Potencia disipada
La potencia o cnergia disipada por unidad de tiempo en el disco de
espesor ¢ definido en el enunciado vendra dada por

L/24e

P = [ J-Edv
L/2

con dv = wa?dy

Sustituyendo las expresiones para los vectores de campo

L/2+e Lr?,r, 1 ) 12 |
: o o 2 2 OTU L/24e
i \[L,/Q L2In%21 + y/Lﬂ-a dy=ma I In2 2 [In(1 + ﬂ'/L)lLfg

Operando resulta,

2 ¢
Y 2e
P - 2 Yo lo 1
= In?2 (1+ 3L

PROBLEMA 8.26

In la figura P8.26 s¢ muestra un cable coaxial de longitmd L. radio
interior a v exterior b, Un sector de corona cirendar de 909 esta ocupado por
un naterial cava conductividad es 4. siendo su permitividad <.

Los conductores coaxiales se unen a una baterfa Voo Calenlar La potencia
disipada cn el sector de corona cireular.

Figura P8.26
Solucion

Para calcular la potencia disipada tenemos que obtencr la expresion para
la densidad de corriente J(p). Para ello sabemos: 1), que en el sector
comprendido entre 0 y 7/2, la conductividad es v y 2) que en el sector
comprendido entre 7/2 y 27, la conductividad 4 = 0.

Dada la simetria cilindrica del sistema, suponemos que la corriente J es
radial para a < p <.
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En el sector de conductividad nula no habrd corriente, por tanto, la
corriente total serd,

I"[st f I,)L;xlt,p—IL
JE

21 u,
nl p

por tanto,
J =
Ademids se debe cumplir que,

b
/ E-dl =1V,

En el medio conductor la ecuacion constitutiva es,

J=17E — E=1

Utilizando las dos 1iltimas ecuaciones tendremos lo siguiente:

b y
21 1 21 21 b
Vo = Inpl’ = In —
./a wly p w'}L [ p}” gL "
De donde se deduce el valor de la -:orrEnt.e
m
[ =AV,——
1oy In(b/a)
Por tanto, ya podemos calcular los vectores J y E
Vey u, ] Vo u,

- In(b/a) p ¥ E= m(b/a) p

La potencia disipada en un volumen ocupacdo por el sector ser,

P.—_/ J-Edv= /b/ﬂﬁ?(%)zé(ﬂmwdﬂ)

b= (ln(b/a)) f [W L ln;g/a)ﬂg} In(b/a)

Es decir,

ol

b= f}‘” 2 ln(b/a)



Capitulo 9

CAMPO MAGNETICO I

9.1 INTRODUCCION

9.1.1 LEYES DE AMPERE Y BIOT Y SAVART

Los fenémenos eléctricos provocados por la presencia de cargas eléctricas,
se estudiaban de forma independiente de los fendmenos magnéticos observa-
dos en la interaccion de materiales imanados como la magnetita. En Julio
de 1820. Oersted mostré que una corriente eléetrica modificaba la orienta-
cion de una aguja magnética, es decir, cjerefa una fuerza sobre clla. Con
este descubrimiento ponfa de manifiesto la conexion entre los fenémenos de
origen eléctrico y magnético. y que la corriente crea una perturbacion a su
alrededor, que tiene como consecuencia una fuerza sobre el material imanado
(aguja magnética) similar a la cjercida por otra agnja magnética.

Ley de Ampére

Transcurridos pocos meses después de conocidos los experimentos de
Ocrsted, ol 25 de Septiembre del 1820, Ampére comunicaba sus resultados
sobre la fuerza que ejercen entre si dos hilos recorridos por una corriente,
Dichos resultados se conocen como la ley de fuerzas de Ampére, que referida
a los circuitos cerrados indicados en la figura 9.1, v en la forma vectorial
conocida actualmente cs:

. 'l i
F=ﬂ_0%f Tdlx (I'dl" x (r —1')) 0.1)
A Jor

v
Esta fucerza es la que se ejerce sobre el civenito €' debido a la corriente
que circula por ol circuito €. Se supone que la corriente en los dos circuitos
es uniforme (continua), es decir, se verifica que V- J = 0.
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La ecuacién (9.1). aparentemente, no cumple la tercera ley de Newton,
F = —F', F' es la fuerza ejercida sobre el circuito (" debida a la corriente
que circula por C. Mediante unas transformaciones vectoriales, y teniendo
en cuenta que tanto C' como C” son circuitos cerrados, se llega a la expresion

siguiente:
dl - dl' —
Leri 5& f ( rl ) (9.2)

ﬂo
z| ¢

Figura 9.1

La ecuacion (9.2) muestra claramente que si cambiamos dl — dl' y r —
r’, es resultado es una fuerza del mismo mdédulo y direccién pero de sentido
contrario, s decir se cumple la tercera ley de Newton.

Para que los dos circuitos se mantengan en una posicion dada debe existir
una fuerza mecanica de signo contrario a F.

La constante de proporcionalidad g, /47 que aparece en las férmulas
anteriores. sc¢ debe a que hemos clegido ¢l sistema internacional (S.1.) de
unidades. En dicho sistema g, cs la permeabilidad magnética del vacio y su
valor cs:

o =4 x 1077 [N/A?] o [henrio/m] [H/m] (9.3)
Aplicando la ecuacién (9.1) al caso de dos conductores rectilincos para-
Iclos € indefinidos, separados por una distancia d. se obticne que la fuerza

por unidad de longitud es:
o I

L 27 d
Esta expresion sirve para definir ¢l amperio (A). Sustituyendo p, =

471077 d = 1m, I = I' = 1 A, la fuerza por unidad de longitud es 2> 10~ 7N.
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El amperio es por tanto la corriente que debe circular por los dos conductores
rectilineos paralelos e indefinidos, para que se ejerza una fuerza de 2 x 107
newtons (N).

Ley de Biot y Savart

Poco tiempo después de la comunicacion de los resultados de Ampére,
se hacian piiblicos los trabajos de Biot y Savart sobre el campo magnético
creado por un hilo rectilineo recorrido por una corriente continua. La ecua-
ci6n, conocida como ley de Biot y Savart, que expresa sus resultados en la
forma conocida actualmente y referida a la corriente indicada en al figura
9.2, es:

'y -
B _ Ho I'dl' x (r — ") (9.4)
i Jo o r—r)?
Z
Juf

d Y
/ X
Figura 9.2

El vector B, campo magnético, se define mediante la ecuacion (9.4) co-
mo ¢l campo magnético creado por un circuito recorrido por una corriente
uniforme (continua). La unidad de B es el tesla (T). También se usa cl
weber/m?, que estd relacionada con la densidad de flujo magnético, deno-
minacién que también suele darse al vector B.

Relacion entre las leyes de Ampére y Biot y Savart

Si tomamos como principio de partida la ley de Biot y Savart, podemos
encontrar la expresion de Ampére, a través de la definicion de fuerza sobre
un clemento de corriente en presencia de un campo magnético B. Esta
fuerza, conocida como fuerza de Laplace, para un clemento diferencial es:

dF = Idl x B(r) (9.5)
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B(r) es el campo magnético en el punto donde se considera el circuito
elemental I dl. Esta fuerza es perpendicular al vector B v a dl. Si conside-
ramos I dl como parte del circuito C' indicado en la figura 9.1, la integracién
de la ceuacion (9.5) sobre C nos lleva a la relacion siguiente,

F= f 1dl x B(r) (9.6)
(H

Sustituyendo B(r) por el valor dado en la ccuacién (9.1), se obtiene,

p_ lo f jg Tdl x (I'dY x (r —r"))
47 o Jor ||'_'—]['-'|3

La ecuacion anterior es idéntica a la ecuacion. (9.1).

También podemos obtener la fuerza en la forma indicada por la ecuacion
(9.6) a partir de la ley de Ampére, sustituyendo los términos referidos a la
integral sobre (7 por B(r). es decir. tomando los componentes

i I'dll x (r — 1)
4 Vé;" |[' —r |3

e igualindolos a B(r). Esta igualdad es la ecuacién (9.1) que conocemnos
como ley de Biot y Savart.

9.1.2 CAMPO MAGNETICO DEBIDO A CORRIENTES Y
CARGAS EN MOVIMIENTOS

Dustribuciones de corriente

Las distribuciones de corriente usuales son las de vohnnen y superficiales.
La primera se caracteriza por la densidad J(r’) v la segunda por K(r).

Si tenemos una distribucion de corriente J sobre un volumen V', como
indica la figura 9.3, podemos encontrar la ccuacién para el campo magnético
B sustituyendo en la ecuacion (9.4) I'dY por J - ds' - dl' = Jdv'. Integrando
sobre el volumen V' la ecuacién citada se transforma en

1, J(r') x (r — ')dv’
S = (9.7)
A7 i Ir— v

Iista ecuacién nos proporciona ¢l campo magnético en un punto r debido
a una distribucion de corriente J(r') en el volumen V', J tiene dimensiones
de A/m?.

En una distribucion superficial de corriente K(r'). se procede de forma
andloga al caso anterior, con la diferencia de sustituir I'dl’ por (K-dw)dl' =
Kds', y ds' es la superficie elemental donde se sittia K. K tiene dimensiones
de A/m. Llevando Kds' a la ecuacion (9.1) tendremos,

B
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t, [ K@) x (r—r')ds o
- do f KEOXE- (95)

V4

Vi ——

l/,/ dé' - j
( .«’Q,q@r o

r'

O

A

Cargas en movimiento

Figura 9.3

Si un volumen V' que tiene una densidad de carga p(r') se mueve con
velocidad uniforme v/, siendo v mucho menor que la velocidad de la luz
e, este movimiento de cargas crea un campo magnético B, que se puede
calcular sustituyendo en la ley de Biot y Savart, ccuacién (9.4), Idl" por
p(r")Wdv', e integrando sobre el volumen V', ya que I' = p(r')v' - ds’ y
ds' - dl' = dv’. Fl resultado es la ecuacién siguiente:

B “—Of p(r' )W x (v — v')de’ 9.9)
T dr Jo v — 1/ ? R

Si toda la distribucion de carga p estuviera concentrada en un volumen
tan pequetio que podemos considerarla como una carga puntual ¢ = pdi/,
entonces la ccuacion (9.9) se simplifica, quedando de la forma

B — HoqV' X (r - 1)
dr |-
Esta ccuacion expresa ¢l campo magnético creado por una carga puntual
con movimiento uniforme y v’ << .
9.1.3 FUERZA DE LORENTZ

Nos interesa cncontrar la forma que adoptan las ecuaciones (9.5) y (9.6)
en el caso de distribuciones de corriente y cargas en movimiento. Ademas ve-

(9.10)
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remos como se puede expresar ¢l par de fuerzas, y terminaremos enunciando
la fuerza de Lorentz.

Distribuciones de corriente

En el caso de una distribucién de corriente J(r), situada en presencia de
un campo B(r), se sustituye Idl por Jdv, por tanto las ccnaciones respectivas
se transforman en las siguientes:

dF = J(r) x B(r)dv (9.11)

F=Lqu3mm (9.12)

Cuando se trata de una distribucién superficial K(r), se procede de forma
similar al caso anterior, sustituyendo Idl por Kds, con lo cual obtendremos
las siguientes ccuaciones:

dF = K(r) x B(r)ds (9.13)

F = | K(r) x B(r)ds (9.14)

i

Cargas en movimiento

Cuando tratamos de calcular la fuerza sobre una distribucién de cargas
p(r) que sc mueve con velocidad uniforme v, con v << ¢, la fuerza se obtiene
cambiando Idl por pvdv, en consecuencia tendremos,

dF = p(r)v x B(r)dv (9.15)

F — ] p(r)v x B(r)dv (9.16)
Vv

Si consideramos una distribucién de carga en un volumen tan pequefio
que podemos considerar ¢ = pdV, la ecuacién (9.16) se reduce a la siguiente
expresion,

F,, = qv x B(r) (9.17)
El subindice m expresa que la fuerza es magnética, con lo cual la distin-
guimos de la debida a un campo eléctrico E, que es,
Fe=qE
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Fuerza de Lorent:z

Una carga ¢ en movimiento, en el seno de un campo eléctrico E y un
campo magnético B, sufre una fuerza, conocida con ¢l nombre de fuerza
de Lorentz, que es la suma de las dos fuerzas anteriores Fy, v Fy,

F = ¢(E+ v x B) (9.18)
Par de fuerzas

El par de fuerzas sobre una distribucion de corriente J(r) en presencia
de un campo magnético B(r), se define mediante la ecuacion,
T=7=N =/ r x (J(r) x B(r)) dv (9.19)
T
Cuando se trata de corrientes filiformes la ecuacion anterior se simplifica

y queda en la forma siguiente:

T :f r x (Idl x B(r)) (9.20)
C
Si se trata de una distribucién superficial de corriente, la forma del par
Sera:
T =/ r x (K(r) x B(r)) ds (9.21)
c

De forma andloga podremos obtener las expresiones para otras distribu-
ciones de corriente o cargas con movimiento uniforme.
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9.2 PROBLEMAS

PROBLEMA 9.1

El dispositivo indicado en la figura P9.1.1, estd formacdo por un conductor
rectilinco indefinido en la direccion Z > 0, unido a un plano conductor
indefinido.  La corriente I que circula por ¢l conductor se distribuye con
sinetria radial por el plano.

Calcular ¢l campo magnético B en el punto P del eje Z (2 < 00), debida
a las corrientes en el conductor y plano.

7z
/
X :
!1‘\11 Y
X
P
Figura P9.1.1 Figura P9.1.2

Solucién

Para obtener la solucion, procedemos caleulando de forma independiente
el campo magnético debido al conductor rectilineo y el que corresponde al
plano, después sumamos vectorialmente los dos.

a) Campo B debido a la corriente rectilinea.

Utilizamos la ley de Biot y Savart en la forma dada por la ccuacién (9.4),
con los siguientes valores para los vectores de posicion y dl':

!
r=zu,; r =zu,; dl' = dzu,

! A
B(r]-—&’-f Idlx(rSr)
At v Ir_r"l

En este caso el numerador es nulo ya que,
dl!' x (r —r') = dzu. x (2 = 2 )u. =0
por tanto ¢l campo creado es nulo.
By =0

b) Campo B debido a la corriente en el plano.

Vamos utilizar la ley de Biot y Savart en la formma indicada por la ccuacion
(9.8).
Ho K(r') x (r — v')ds’
dr Js v r*

B(r) =
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K(r') = |[K(r')|u,

La figura P9.1.2 muestra que para cada superficie elemental ds’ hay
otra simétrica que tiene una densidad de corriente K del mismo médulo y
direccién pero sentido contrario, por tanto al sumar (integrar) los elementos
simétricos se anulan ¥ como consecuencia ¢l campo magnético es nulo, es
decir,

B: =0
La respuesta definitiva cs,

B = Bl + B2 =)
PROBLEMA 9.2

Mediante la ley de Biot y Savart, calcular ¢l campo magnético B en el
punto P (0, 1, v/3) indicado en la figura P9.2.1.
Las dos corrientes son indefinidas en la direccidén positiva de los ejes Y

y Z.
Z Z
"P(0, 1.43)
14
1 Y Y
X
Figura P9.2.1 Figura P9.2.2

Solucion

El campo B en P serd la suma del producido por la corriente que circula
por el eje Z mis el debido a la corriente sobre ¢l ¢je Y.

a) Campo By debido a la corriente sobre el eje Z.

Aplicamos la ley de Biot v Savart en la forina expresada por la ecuacién

(9.4).
B(r) - &f Idl' x (r —.r’)
i Jor oo o
d'=dzu,; r= u, + \/f)_’uz s = zue
Con estos valores el numerador de la integral se reduce al siguiente,
1dl" x (r — r") Idzu, x (uy + \/ﬁuz —zu) = — Idzu,
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Observando la figura P9.2.2 y haciendo el cambio de variable 2 = z—/3,

queda,
dov 1

; cosa =

2 =tana; dZ = — P —
cos? a |r — 1’|

Sustituyendo los valores anteriores en la integral. obtenemos
b 3

i da i
B, = o f (mb,‘ «) 7— | Uz = _Ho u, 1 cos ada
dar P COs™ oy 4’3‘1‘ v

Los limites de integracion son:
—arcsen(V3/2) = —=x/3 y 7/2

por tanto,

/2
Ho " Mo
B, =-Fe T = Lo .
1 4:’Tu$f—w3 cosada = i [senﬂ] ﬂﬁu
o V3
B, = —-=%£ e 9.2.
1 e (1 + 2 ) Wy { 2 1)

b) Campo By debido a la corriente sobre el eje Y.
Procedemos de forma similar al caso anterior. Ahora los vectores de
posicion y dl’ son:
dl' = —dyu, ; I‘—-ury—l-\/guz; v’ = yu,
IdV x (r — ') = —I dyu, x (u, + V3u, — yu,) = — I V3dyu,
Haciendo el cambio variable ' = y — 1. nos queda,

V3d0 V3
~V3tang dy = dy = 2,(3* ”:|r—t*'|

3 l
|r —r'| " = 5\/-3-003 3
Los limites de integracion en este caso son:

—arcsen(1/2) = —w/6 v 7/2
Utilizando la rclaciones anteriores y ol)erando queda,

V32 , V3
B2 = -%I?uﬁg _w/ﬁcwﬁdﬁ— ,_1 I‘—[‘“"”ﬁ] m‘ﬁ
e V3
_ _Pe VI 2.2
B, Ar 2 '® =2

Sumando las expresiones (9.2.1) y (9.2.2) obtencmos el campo magnético
total B,

B:BI+B2'—“':;;;I(1+\/§)UQ.



9.2. PROBLEMAS 335

PROBLEMA 9.3

Disponemos de un conductor cuya forma es la indicada en la figura
’9.3.1. Este conductor se prolonga hasta y = —x v z = a. Por dicho
conductor circula la corriente f.

Calenlar el campo magnético en el punto P(0. 0. b).

Soluciéon

El cdlculo de B se hace mediante la ley de Biot y Savart, ecuacion (9.4),
descomponiendo el circuito en los tramos siguientes: 1) Corriente rectilinea
sobre la parte positiva del eje Z. 2) Corriente rectilinea sobre la parte nega-
tiva del eje Y. 3) Corriente sobre la circunferencia de radio a.

Z
A

7x bp N\p
Figura P9.3.1 Figura P9.3.2
1)
En este tramo dl' es paralela a (r — r’), dl’ x (r — ') = 0, por tanto,
B; =0
2)

Los vectores correspondientes a este tramo son:
! } _ ol —
dl' =dyu, ; r=—bu.; r =yu,

Observando la figura P9.3.2, podemos establecer que,
do
y=btana; dy=2>b (2} ; b=|r—r'|cosa
Ccos? o

Llevando las relaciones anteriores a la ccuacién (9.4), obtenemos,
B, — p,_o/ Tdyuy, x (—bug— yuy,) N E‘-?-Ibf —dg,.'u,i,;3
A7 fol lr—]"l Ar o |I‘—l"|
El sentido de la corriente determina que los limites de integracion sean
Oy —m/2

. _x/2

Fo dov (co.aa.)f* fio 1 “

By, = ——=1b b _= ——— 08 ey
2 4 o cosfa \ b b ° 0 e

La integracion produce el siguiente valor del campo,
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B, = kol
47 b T

3)
En la circunferencia los vectores son: y

' . L . ' 2 2y 1/2

dI' = adpu, ; r=—-bu,; r' =au,; r r|= (a® +b%)
B, — EE.] ladgu, x (—bu, — au)
) A7 J o lr - r’|3

Cada clemento ady tiene un simétrico que al multiplicarlo por bu. pro-
duce un término del mismo maédulo y signo opuesto, en consecuencia, al
infegrar sc anulan los términos correspondientes. By queda de la forma,

B._ Mo [ —ladeu, x au, ]’2” Ta?dgu,
T Jo r —r/|? A7 o (a2 + b2)3/2

2
pol a

u.
20 3/2 8
2 (a2 + b2)*
El campo magnético total serd la suma de los valores obtenidos en los
tres apartados anteriores, es decir

B; =

1 I 2
B=B +By+Bs=221 [, + T
4\ b (a2 + b2)*/2

PROBLEMA 9.4

Calcular ¢l campo magnético B en el origen de coordenadas debido a las
espiras indicadas en la figura P9.4 por las que circula una corriente T.

z|
B 30
-4 0 - -
/g Y
& 30°

Figura P9.4
Solucion

CComo en los problemas anteriores utilizaremos la ley de Biot y Savart
para encontrar la solucion.

Cada espira se compone de dos tramos rectos radiales v dos arcos de
circunferencia. En los tramos rectos ' = p'u, y d' = dp'u,; ademds r = 0,
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por tanto dl’ x (r —r’') = 0. Es decir, los tramos rectos no contribuyen al
campo magnético en el origen.
En el arco interior de la espira 1, v' = aup; Idl' = —Tadgug; v — 1| = a
En el arco exterior de la espira 1, ¥’ = bu,; Idl' = Ibdpu,: [r —r'| = b
Sustituyendo estos valores en la ecuacién (9.4), queda,
/6 ,,
B, - Mg /6 [ —adpu, x (—au,) N bdgou, x (—buy,)
kb a’d b3
Integrando y realizando operaciones, obtenemos,

Mo I 1
B, =22 = .
1 24I (b u.) U

La espira 2 se trata de forma similar a la anterior, lo dnico que cambia
son los limites de integracién. que ahora son: 7/2 y 27/3. Por lo que,

B, — HOI/E'ME" (—a.dt,ou(_o x (—auy,) N bdyu, X (—hup})

EEy /2 ﬂ-3 I)B

1 1
B, ‘“'OI (— - —) w.
b «a
El campo total sera:

1
B-—B;+By— ‘;“;I (—-(—t)u;

PROBLEMA 9.5

Por la espira indicada en la figura 9.5 pasa una corriente I. La espira se
sitia en el plano XY. Calcular el campo magnético en ¢l punto P(0, 0, R).

Solucién

Aplicamos la ley de Biot y Savart a cada uno de los tramos que componen
la espira. El campo magnético en el punto P vendra dada por la suma de
las contribuciones de cada uno de los tramos.

Bz&]hﬂx (r )
dar e —r/?
1) Tramo recto sobre el eje X
Los vectores de posicion y la longitud clemental son:

r=Ru.; v —ru,; r—r' = —ru, + Ru, ; dl = dru,
! !
dl x (r —r') = —Rdru,, ; |r—r| = (2 + RHY?
Sustituyendo en la expresion para el campo magnético
Ho B _TIRdr polt I

P o @Rt [mm] "’”
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_HoIV2

B, — u
! 8nk VY
Z

P

R
-R_ o )

Y

¢

Figura P9.5
2) Tramo recto sobre el eje Y
Los vectores de posicion y la longitud elemental son:
r="Ru.,; r' =yu,; r—r' =-—yu, + Ru,: dl =dyu,
dl x (r —r') = Rdyu,, ; v —r'| = (R? 4 y2)1/?
Sustituyendo en la expresion para el campo magnético, y teniendo en
cuenta que la corriente ticne sentido contrario a u,,

R
B, He B _TI Rdy N kI Yy u
27 Ax o (2 + R%)327°F dn | R2\/y? + R? . ®
B2 _— _IH’OI\/§ uI
8T R

8) Tramo curvo de radio R
r=Ru,; r=PRu,; r—r' = —Ru, + Ru,; dl = Rdpu,
dl x (r — ') = R%dpu, + R%dpu,, ; v —2'| = RV2
Sustituyendo en la expresion para el campo magnético
o fﬂa‘? I R%dp (u; + up)
B3 = — .
4?T 0 Rd2\/§

Considerando que u, = cos pu, + sen puy, la expresion anterior se trans-
forma en la siguiente,

N .“OI /2
= — 11 COs s5e
3 SWR\@]U (u, +cos pug + senuy) dp
H w2

OI T/ iy
= —s ([{p]ﬁ u; + ug [sen :,o]nfz +uy, [— C(E{p]oﬁ)
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_ ol V2 =
~ 16n Rk (““‘ G 2“2)

El campo total vendra dado por la suma de las tres contribuciones
o, f\v2 T
Br =B, + By + By = L0025 (ue —uy+ 2,
R L T o T gl
PROBLEMA 9.6

Un conductor formado por mna semicirennferencia de radio a v euatro
tramos rectos. dispuesto como indica la figura PO.G. 1. soporta ol paso de una
corriente [,

Calcular ¢l campo magnético en el punto P (0. 0, —a).

|
F'll
I |
I
O dyu,
HE Y )
. b
X g a
P . P
Figura P9.6.1 Figura P9.6.2

Solucioén

Suponemos que los conductores verticales estédn muy cerca, de forma que
practicamente coinciden sobre el eje Z. y en consccuencia los tramos sobre
el eje Y practicamente no se interrumpen en el origen de coordenadas.

Calculamos B en el punto P mediante la ecuacion (9.4), considerando
dicho campo magnético como la suma de las aportaciones de cuatro tramos
de corriente: 1) Los dos verticales sobre el eje Z. 2) Dos tramos sobre ¢l eje
Y. 8) La semicircunferencia de radio a.

1) Tramos sobre el eje Z

Dado que coinciden con el ¢je Z y cada uno lleva una corriente de sentido
contrario, su aportacion es nula. Ademés dl' y (r—r’) son paralelos, por lo
que dY x (r —r’) = 0.

B, =0
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2) Tramos sobre ¢l eje Y

Como el final del tramo de la derecha practicamente contimia con el
tramo de la izquierda. se puede considerar como un conductor de corriente
I entrec ay —a.

Los vectores de posicion v dl’ en este caso son:

r=—au,; ¥ =yu,; d'=dyu,: r—r' = —au, — yu,
Observando la figura P9.6.2, comprobamos que,
dl" x (r —r') = dyu, x (—au; — yu,) = —adyu,
. a
y=atana — dy = ——da; |r—1'| = (a® 4 yO)\V? = —
COs* (1 COS (v

Sustituimos los valores anteriores en la ecuacion (9.4). Tenemos en cuen-
ta que los limites de integracion. deteriminados por los extremos v el sentido
de la corriente, son a v —a. que corresponden a los dngulos 7/4 v —x /4. En
definitiva queda,

B, - _Mog  adyug . Mo [_“ cos’ | alu, e
dm J, (a2 + y?)3? i J, a’

B; = —!—O—] u, cosarda = - Q—u:r[ cos e dey
ima J, i a -

/4
Integrando obtenemos,
T I
B2 =5 _O\@_u.r

7 _ i a
8) Arco de circunferencia de radio a
Los vectores correspondientes a cste tramo son;

r=—au,: r =au,: dl' = adgu,; (r — ') = (—au, —au,)

AU x (r—1') = —d’dp(u, —w,) 1 [r—r| =aV2
Como u, = cos g + sen gy,
Llevando los valores anteriores a la integral de la ceuacion (9.4), y te-
nicndo e¢n cuenta que los limites de integracion ahora son 3w /2 v 7/2, queda,
/'“f 2 a?dy (cos pu,+sen u, —u:)

37 /2 2v2a®
B V2

By — Fra JaI (2u; + mu)

El campo wagnético en P sera:

Ho
By - ——=1T
3 47

-

21
B=B;+DBs+Bj3= &l/-_— 2u, —7Tu.)
dm da
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PROBLEMA 9.7

Utilizando la ley de Biot y Savart, calcular ¢l campo magnético B creado
por la corriente en espiral en el punto P (0, 0. a).

Los hilos de la espiral indicada en la figura P9.7 estén en el plano XY,
muy préximos entre si, de forma que existen n conductores por unidad de
longitud en la direccion radial.

Z

—

Y

/X
Figura P9.7

Solucion

Suponemos que la espiral sc compone de espiras clementales cuya co-
rriente es di = nldp.

Cada espira elemental produce un campo magnético dB sobre el cje Z
que se calcula de aplicando la ley de Biot v Savart a una espira circular.

Los vectores de posicion son:

r—zu ;v =puysdl =pdeug v = (0¥ + 2:2)1”
dl’ x (r — r’) = pdpu, x (2u. — puy) = pdy u, + p2 dyou.

Cada término pdyu, tienc un simétrico de signo contrario en la parte
opuesta de la espira, por tanto al integrar se anulan cstos términos en la
direccion de u,. Queda s6lo la componente u., que se obtiene llevando los
valores anteriores a la ecuacion (9.4), con los limites de integracion 0 y 2

IB  He [2” (nlIdp) ﬂgdxpu“ _ 1y _(nldp) 0 .
47 Jo (p'z_l_;_,z):sf‘z g 9 (pg_l_zg):s/z :

El campo magnético sobre el punto P del ¢je Z se obticne integrando
la expresion anterior entre 0 y la distancia a que existe entre el origen y el
extremo de la espira.

B_ &/“ nl p’dpu, _ pond —p
2ho (02+22%7 2 [(p+22)

€

ot In (,0+ (02 +22)1/2) "
0
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_pend —u 2, _21/2 2
B = 02 (‘12_'_22)1{’2 + In (n,-l—(a + z ) )ln;,-.) u,
En el punto P donde z = a,

- pgnd 1
B - &2 (ln(\/i+1) gﬁ)u:

PROBLEMA 9.8

Por ¢l circuito indicado en la figura P9.8 circula una corriente 1.
Calcular el campo magnético B en ¢l punto O (0, 0. 0).

Figura P9.8

Solucién

Se aplica la ley de Biot y Savart expresada por la ecuacion (9.4).

El circuito se compone de los siguientes tramos: 1) Dos tramos rectos
alineados con el punto A. 2) Una semicircunferencia de radio R; v centro
en O. 2) Otra de radio Ry y el mismo centro.

1) Tramos rectos

Los dos tramos rectos se caracterizan por que (r — r') es paralelo a dl,
y como consecuencia el producto vectorial que figura en el numerador de la
lev de Biot y Savart dl' x (r — r') = 0, por tanto,

B,=0
2) Semicircunferencia de radio R
Los vectores de posicién y dl’ correspondientes a ese arco son:
4 . r_ ; ’
r—0; r=Ru,; dlI'= Ridpu, ; |r—r| — R

/ ! 2
dl' x (r —r') = Ridpu,(—Riu,) = Ridyu.

Llevando los datos anteriores a la ecuacion (9.4), v teniendo en cuenta
que los limites de integracion determinados por los extremos y el sentido de
la corriente son 7 y 0.

0 p2
Ho Rld‘p .”()I
Bl — _I q Uz = = Uz
47 P R"l 4R1
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3) Semicircunferencia de radio Ra

Procedemos de forma andloga al caso anterior. La diferencia estriba en
que se cambia Ro por F1, y que, siendo la corriente en sentido contrario, los
limites son ahora 0 y w. Con estas condiciones,

Fol
By =
2 41
El campo magnético en A serd,

I 1 1
B(A):BO+B1+B2:’(‘; (E—E)uz

u;

PROBLEMA 9.9

Caleular el campo magnético B en el origen de coordenadas debido a cua-
tro corrientes rectilincas indefinidas, situadas como indica la figura P9.9.1.

Solucién

Obtendremos el campo magnético sumando las cuatro componentes que
corresponden a cada conductor indefinido.

Yo oA

x A

Figura P9.9.1 Figura P9.9.2
1} Conductor paralelo al eje X, que corta al eje Y eny = R
Aplicamos la ley de Biot y Savart en la forma indicada en la ecuacion
(9.4). Los vectores de posicion respectivos son:

R
— 1 - rF__ . IR T . o
r=0; r' =ru, + Ru, : dl = deru, ; lr_rl_cma
r=Rtana — dr=R d(;
cos? «v
do
2
dl' x (r —r') = deuy x(—zu; — Ruy) = —Rdru, = —R oz

Sustituyendo en la ecuacion (9.4) y teniendo en cuenta el sentido de la
corriente cs hacia r negativa los limites de integracion son 7/2 y —m/2,
obtenemos,
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Ho m/2 cos® 9 dev I, / n/2
B, =22 _ R . e -
' ./-n- /2 ( R3 cos? o . AR u. Lo COS (vdly

_ Ho!
IS 2nR .

De forma andloga se calculan las contribuciones de los tres restantes.
Unicamente hay que tener en cuenta la posicion del conductor con respecto
al origen de coordenadas y el sentido de la corviente que determinan el
sentido del campo en el origen.

2) Conductor que corta al eje Z en z = R

jr |
B, = ¢
27 TorR Y
3) Conductor que corta al eje Y en y = - R
p 1
Bs = —=
ST 9rR e
4) Conductor que corta al eje Z. en z = — R
[ |
Bi=—orW

El campo magnético en origen de coordenadas sera,
11
B=B+B:+B:+ By = ;—‘}?—(—u@, Fu,)
PROBLEMA 9.10

Por un conductor cuya forma se indica en la figura P9.10, circula una
corriente I. Caleular el campo magnético en ¢l punto O.

v

30

Solucién
A

v

-

Figura P9.10
Para determinar el campo magnético en el punto O aplicamos la ley de
Biot y Savart al circuito.
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H 1dl x (r —1’)
T dm, I
La contribucién de los tramos rectos es nula, va que Idl es paralelo a
(r — ') ¥ ¢l producto Idl x (r —¢') = 0.
En ¢l tramo curvo tenemos:

r=0; r' = iy, dl = a,dtpu{,, & ‘r — r’| = a
Y por tanto
Idl x (r — 1) = adpu, x (—au,) = a?deu,
Sustituyendo estos datos y teniendo en cuenta el sentido de la corriente,
los limites de integracion son 117 /6 v 7/6, por tanto cl campo magnético

en el punto O serd,
/6 .2 I~
] a“c
B I*Gf ____\f"u.r
1

T dn 17 /6 a?
o pu 1
B=-—=-—=-
12 «a

PROBLEMA 9.11

Dado ¢l sistema de conductores filiformes dispuestos como muestra la
figura P9.11. por los que circula una corriente I, calcular el campo magnético
B en cl punto P situado en el centro de la semicircunferencia.

Y

Figura P9.11
Solucién

La contribucién de los conductores rectos se anula como sc muestra a
continuacién. Por ser los dos del mismo tamano v situados a la misma
distancia del punto P deducimos que el médulo de B es el mismo en ambos
casos; v aplicando la regla de la mano derecha vemos que, para el conductor
sobre el ¢je Z la dircccién es —u,, v para el conductor sobre la recta z = 2R,
y = 0 la dircccion es la contraria, u,. La suma de ambas contribuciones es
nula.
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Por tanto el problema sc reduce a caleular la contribucion del tramo
semicircular.
En el tramo semicircular aplicamos la ley de Biot y Savart, particulari-
zada a corrientes filiformes,
p, [ Tdl" x (r—1')
B(r) = 7= 3
47 ’ |r —r |'“
Los vectores de posicion y dl’ son respectivamente.,

I r
r=Ru;; r =Ru,+Ru,; dI' = Rdpu,
Siendo w,, u,, los vectores unitarios en las direcciones radial y tangencial
respectivamente rcferidos al punto P,
Haciendo operaciones obtenemos.
r . r —
r—r'=-Ru,; [r—1|=R

Lo [ TR*dy
py=fte [y,
B(P) 47 m -

El sentido de la corriente nos indica que debemos integrar entre 7 y 0,

I [0 Wi
B(P) = —i‘;R deu, = —%uz
: W

PROBLEMA 9.12

Calculay el campo magnético B en el origen de coordenadas O debido a
la corriente I que circula por los arcos de circunferencia dispuestos respee-
tivamnente en los planos YZ y XY, véase la figura P9.12.

Z

R

Figura P9.12
Solucién

Aplicamos la ley de Biot y Savart, ecuacién (9.4), a cada uno de los
tramos semicirculares.
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1) Tramo semicircular sobre el plano XY

Si tenemos en cuenta la relacion entre coordenadas esféricas y cartesia-
nas, los valores para los vectores de posicion y dl’ son,

r=0; r = Reosyu, + Rsengu, ; dl = - Rsenwdpug + Rcos edpuy,
Y por tanto
dl x (r —v') = R*dypu,

Sustituyendo en la ecuacion (9.4), y teniendo en cuenta el sentido de la
corriente los limites de integracion son —7/2 v w/2. El campo magnético
debido a este tramo scrd,

B — Ho /2 IRQ({"::U-’- o “‘uf
'"“"ax )., R AR"

2) Tramo semicircular sobre el plano YZ

Los valores para las coordenadas son ahora

r=0; r = Rsenfu, + ReosOu, ; dl= Rcosfdfu, — Rsenfdfu,

De forma similar al tramo anterior,

dlx (r-r') = —R*d0 (sen O uy, + cosOu.) x (cosOw, —senfu,) = —RAd0u,

Sustituimos los valores en la ecuacion (9.4) y consideramos que el sentido
de la corriente determina los limites de integracion. que son 7/2 y —w /2. El
campo magnético debido a este tramo serd,

B, - Mo /2 TR%db, _ ,u.qu
27T AT fup R? R
Y el campo magnético total cs,
B-B; 4B, = ’;ﬁ (e + 112)
PROBLEMA 9.13

Sobre un disco conductor de radio I y altura h existe una distribucion
de corriente J = J,pu..
Calcular ¢l campo magnético B en el punto I indicado en la figura P9.13.

OP =R. (R >>h).

s \j
h @:ﬂ W
I _____/

Figura P9.13
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Solucion

Dado que R >> h, suponemos que las coronas elementales tomadas sobre
el efreulo se comportan como espiras de volumen clemental do’ = h pdy dp.
Calculamos B mediante la ley de Biot y Savart en la forma indicada
por la ecnacion (9.7). Los vectores de posicién son:
r—Ru,; v =pu,: [r—1| =(R*+p%)?
J > (xr — ') = Jopu, x (Ru, — pu,) = Jop(Ru, + pu)

La componente u, debida a un volumen elemental tiene otra simétrica
del mismo médulo pero con sentido opucsto, por tanto al integrar se anulan
dichas componentes. Con los datos anteriores y los limites de integracion
qiguiontes: 0a ‘)?r para \,., v 0 a R para p, B sera.

. J h o dpdx,., ,uo Joh

L3 B
[ = [
Rcahzando opm ac 1uncs obtencmob

_He _3 -
B — 5 JohR ( v@ 2) u.

Por la superficie de un cilindro de radio R, ¢ indefinido en la direccion
del cje Z. circula una corriente cuya distribucion superficial es de la forma
K = Kyseneu, (A/m), véase la figura P9.14.1.

Calcular el campo magnético B en el origen de coordenadas.

R

sy + +p?)1fﬂ]0 u,

Solucion
Z
i : p dll
=8 u, i
i R~ 3
[ 0_ _.;: . a
" . . It Y
- / “l’}
g K . K
X £
Figura P9.14.1 Figura P9.14.2

Calculamos B mediante la aplicacion de la ley de Biot y Savart en la
forma indicada por la ecuacién (9.8). La superficie clemental ds’ = Rdpdz
v los vectores de posicion respectivos son:
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r=0; r = Ru,+zu.; |r—1|= (R? + 22)'/?

K x (r—r') = Kosengu, x (—Bu, — zu.) = N, Rsengug,

En este caso las corrientes elementales simétricas con respecto al cje Z
son de signo opucsto, va que seny = —sen(w + ). por tanto los términos
cn u. tienen el mismo sentido. La integracién con respecto a  se puede
hacer entre 0 y r, multiplicando por dos. Como la corriente K depende del
dngulo . nos interesa poner el vector unitario u,. en funcién de los vectores
unitarios cartesianos:

U, — —seng i, + cosyguy,

La integracion con respecto a z se hace de forma similar al caso de hilo
indefinido. Los valores de dz v |r — 1’|, observando la figura P9.14.2, se
pueden expresar de la forma siguiente:

R R
z=Rtana — dz=———dao: Ir—r"l =
cos? a COS O
Dado el sentido de la corriente los limites para a son —7/2 v 7/2.

Teniendo en cuenta las consideraciones de los dos péarrafos anteriores
podemos obtener la expresion para B de la forma siguiente:

T /2 3
n I R cos” o dov
B- e ] K, R*sen o (sengu, — COS ¢ Wy, )dy / (—)
( .

T Jo a2 \ R3cos?a
‘{5 T "'JT/Q
B = —1_02/ K, sen o (sen@u, — cos ey, )dy / cos a da
T Jo \ J 2
B _ Hobo ([¢ _sen2p " 1 45 17 /2
= — — ———| up — [=sen“p| u, ) [senal 7,
2r \ |2 TR <l D M senal ),

Operando queda,
1
B = E;aufx}, u,
PROBLEMA 9.15

Utilizamos un electrén para medir los campos existentes en una region
del espacio vacia. Sc realizan tres tipos de medidas:

1) Sc sittia el electrén en reposo y este adquiere una aceleracion a = aguy,.

2) Se introduce el electrén con una velocidad v, = vou, y adquiere una
aceleracién a = asuy, + azu,.

3) Introducimos el electrén con velocidad v = vouy, y se observa que no
se acelera en la direccion u,.

Calcular los vectores E y B en la regién considerada.



350 CAPITULO 9. CAMPO MAGNETICO I

La masa del electron es m y su carga e.
Solucion
Resolvemos este problema mediante la fuerza de Lorentz, ecuacion (9.18),

F =g(E+v xB)
‘ada experimento proporciona una ecuacién de fucrzas,

1)

Fy =may — —c Ey
2)
F = In(ﬂgl_l,y +azu,) = —e (E + vou, x B)
Las componentes son,

magw, = (—eF, +ev,B:)u,
magu, = —(ek,+ev,B,)u,
3)

:=0=(—eE, +cv,B,)
De la primera ecuacién se deduce que el campo cléctrico s6lo tiene com-

ponente Fy y su valor es,

m
E, = —flig—
d €

La tercera ecuacion nos permite comprobar que,
By =0 yaque FE, =0
Con la dos ecuaciones del segundo experimento y los valores anteriores,

obtenemos,
mas

k]

By, = —

B, =0
€,
El resultado final es que,

m masg
E=——qa u,; B=-
€

€, Wy

PROBLEMA 9.16

El dispositivo indicado cn al figura P9.16.1 esta constituido de la forma
siguiente: G es un canén que lanza electrones con velocidad v = . Coes
una placa metalica con un orificio muy pequeno alincado con G. P v P son
dos placas conductoras paralelas, colocadas a ina distancia d v unidas a una
bateria de Fem. V. Un clectroiman, que no figura en el dibujo. gencra el
campo magnético B = —Bu, entre las placas. siendo B = 0 fucra de ellas.
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1) Calcular la velocidad v de los electrones. que partiendo de G, atra-
viesan el orificio de la placa C.

2) Eliminando B v manteniendo invariables los otros elementos. calcular
la desviacion de los electrones cuando llegan a la placa C.

La carga del electrdn es € v su masa m. Se desprecian los efectos de
borde v la fuerza gravitatoria.

Z

Figura 9.16.1
Solucién
1)
Las fuerzas eléctrica y magnética son:

F,, = —evu, x (~Bu,) = —ev DBu;
El médulo del campo eléctrico es,

d
Los electrones lanzados por G alcanzan la rendija de C, cuando, F, =

—F,,, es decir, en el caso de que,
Vo
Bd

v =

2

Cuando se suprime B, la tnica fuerza que actia es F.. Dicha fuerza
tiende a desviar los electronces en la direccion del eje Z, dejando sin modificar
la componente dc la velocidad en la direccion del eje Y. En estas condiciones,
al atravesar por la zona entre placas, los electrones sufren una fucrza F,,
y en consecuencia se aceleran durante el tiempo que tardan los electrones
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en atravesar la zona. Debido a la aceleracion varia la componente v, de la

velocidad. N "
e €Yy
v, =at=—1= t
m md
v no varia, los electrones tardan cn recorrer

Como la componente v, =

la distancia L, longitud de las placas, ¢l tiecmpo t,

t==

v
La velocidad v. al terminar de atravesar las placas es:
eV, L

A
mwd
Sustituyendo o por el valor calculado en el apartado anterior, obtenemos,

— —BL

m
Al salir de las placas los electrones tienen las componentes v, = vy v,.
Observando la figura 179.16.2, comprobamos que la tangente del dngulo a

1

€3,
v, eDB?Ld

tana = — = e
v mV,

Por otra parte, del dibujo se deduce que,
H=Dtana+h

Figura P9.16.2
Siendo H la desviaciéon vertical en la placa C y D la distancia entre el
borde de las placas y C; h es la desviacion que sufren los electrones dentro

de las placas. En conclusion,

e  B?Ld
H=—D——
m V, +Hi

Clalculamos h teniendo en cuenta que dentro de las placas ¢l movimiento

de los electrones cs acelerado, por tanto,
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1 . ¢ leV, L2
h=—at* con a— b= h=-—2—
2 ! md 7 A 2md v?

Sustit-uyendg el valor de v — (V,,/Bd) tenemos que.
_le BREd
2m V,

h

La desviacion H sera,
e B2Ld L
H = —_—— D e
m V, ( N 2)

PROBLEMA 9.17

353

El dispositivo indicado en la fignra P9.17 esta constitnido de la forina
signiente: Goes nncanén que lanza electrones con una velocidad v = v,

C es una placa fosforescente donde se marcan los impactos de los electrones.
Dos placas planoparalelas, separadas por una distancia v unidas a un
generador, enya f.em. V' opodemos variar. Una bobina, no indicada en la
figura, produce en la zona entre placas un campo magnético B = —DBu,.

siendo nula fuera de ella.

Manteniendo fijo B y variando V. realizar las medidas y edleulos opor-

tunos para determinar la velocidad o y la relacion ¢ /im.

Counsideramos despreciables los efectos de horde v la fuerza gravitatoria.
La carga del clectrdn os ¢ y su masa v, Suponemos tana = h /(D + L).

C

ScEs

B

| .

O

5)‘:

e

Figura P9.17
Solucién

1) Para encontrar la velocidad de salida de los electrones del canién G
variamos la d.d.p. V7 entre placas hasta que se igualen las fuerzas eléctrica
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F. y magnética F,,,; lo que detectaremos por que los cleetrones alcanzan la
pantalla C' en el punto O alineado con G.
F. = —eF(—u,;): F,, = —cvBu, x (—u;) = —cvBu,
El médulo del campo es E = V/d.
La ignaldad entre las dos fuerzas produce la relacion siguicnte,

EE = evB
de donde,
V
V= —
Bd
2

Suponemos que nos dan la distancia D desde el borde de las placas a la
pantalla C y la anchura de las placas 2L.

La siguiente medida se hace suprimiendo el campo cléctrico, es decir,
anulando V. En estas condiciones los electrones estén sometidos a la fuerza
magnética, que los hace describir un arco de circunferencia de radio r entre
las placas, saliendo cn la direccion de la tangente cuando alcanzan el borde
de las placas, véasce la figura P9.17. Los electrones hardan ¢l impacto en un
punto situado a un distancia i del punto O. Medimos esta distancia h.

En el arco de circunferencia las fuerzas que se igualan son la magnética
y centripeta, es decir,

172 € U

m—=evB - —=—
r m B
Para determinar la relacion e/m, ya conocemos v, por tanto nos falta
calcular r.

Obscrvando la figura P9.17, vemos que,

2L = r sen o

Como
I tan o e h
sena — , - v tana ~
(1 + tan? a)1/2 . D+ L
1+ tan? )2 2L 1/2
r—or t;:;ﬂ“'} ~ = ((D + L)+ h,?)
En dcfinitiva, |
€ Vh

—1/2
9 2
= = ((D+ L +4?)
~ m 2L B*d (( )
Este ejercicio pone de manifiesto que con una serie de medidas podemos
calcular la velocidad de salida del los electrones del canén en un tubo de
rayos catédicos, y ademads la relacion carga masa del clectron.
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PROBLEMA 9.18

Una particnla de carga g v masa i se deja con velocidad inicial nula en
el origen de coordenadas, en presencia de un campo gravitatorio gne ejerce
una fuerza —mgu, y un campo magnético nniforme. B = Bu,,.

Formular las ccuaciones del movimiento de la particula y calenlar las
distintas componentes de la velocidad.

Solucién
La ecuacién diferencial del movimiento en este caso os:
dv
md_f = mgu, + q(v x B)
Como B = Bu,,
Uy Uy U
vxB=|uv v, v; |=(-1r,u;+rv.u)B
0 B 0 |
La ecnacion diferencial para cada componente sera.
duy
m = —gBr
dt 157
duv
y
m—= = ) 9.18.1
dt ( )
dv.
m— = —mg+aBr,
dt

El cilculo de las componentes de la velocidad se hace de la forma si
guichte: Derivando la primera de las ccnaciones (9.18.1) vy sustituyendo el
valor de dv, /df de la tercera, obtenemos la eenacion,

d2v, (qn)2 qB
=—|—) s +—y

dt m m
St ponemos we = ¢B/m y pasamos al otro micmbro —«? v,
d?v, .
—# +wl vy, = woy (9.18.2)
¢

La solucion de la ecnacidn diferencial (9.18.2) se compone de una solucién
particular de dicha ccuacién mds la solucion de la homogénea (ccuacién con
segundo miembro nulo).

La solucién particular se obtiene ensayando en la ecuacion (9.18.2) una
de la forma,
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d‘ (X
U

dt
Su solucton es la siguiente,

+wivu, =0

Vg = vpe 1
En definitiva, la solucion general es,
g
W
Imponiendo las condiciones iniciales se calcula v,.
Para t =0 v = 0, por tanto,

Uy = l'of'_jwt +

q
vy, = ——
La forma de la ecuacién definitiva cs
q —
vy = — (1 ¢ 5"""“‘) (9-18.3)
LIL"TG

Calculamos v, llevando (9.18.3) a la primera del sistema (9.18.1), dc csta
manera obtenemos,

v = —je I (9.18.4)

De la segunda de las ecuaciones (9.18.1) se deduce que v, cs nula o
constante, como la velocidad inicial es cero, entonces

ty =0 (9.18.5)
Nos interesa poner las componentes de la velocidad en forma real, cs

decir, tomar la parte real de las soluciones obtenidas, Para cllo tenemos en
cuenta que.

C—_;.-w.;,t = coswyt + j‘ senwe t

Sustituyendo v realizando operaciones queda:

vy = g (1 — coswyt)

Wo
vy, = 0 (9.18.6)
v, = g sen we

Wo

La solucion (9.18.6) muestra que la componente v, tiene una parte inde-
pendiente del tiempo, es decir una velocidad de arrastre en la dirececion del
cje X,
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La trayectoria de las particulas sc obticne integrando las componentes
de la velocidad.

dx G (
UVp = — = ‘—J(l—mswof) ok ;'.I'_'—-J— f—"—-ﬁﬂllwof
dt Wa We We
dz { ¢
?rz — - i hell wo f _— 2.' = - —‘-I.T s ur"“} t
di W, wy
V4

Fifura P9.18
La trayectoria que describen las ecuaciones paramétricas en r z es una
trocoide en el plano XZ, véase la figura P9.18, composicion de un movi-
micnto circular con un arrastre en la direccion del cje X. Las particulas se
mueven avanzando sobre cl eje X. perpendicular a la direccion de los campos
magnético y gravitatorio, v describiendo una trayectoria tanto mds cerrada
cuanto mayor sea wy, €8 decir cuanto mayor sea ol campo magnético B.

PROBLEMA 9.19

Un dispositivo como ol indicado en la fignra PY.19.1, esta formado por
dos placas conductoras MN, unidas a una bateria v separadas por una dis-
tancia L. En el centro de la placa M existe nn pequeno orificio por el que
salen electrones con velocidad v,. independiente del dngnlo, distribnidos en
cl interior de un cono con vértice en ¢l orificio v dngnlo 607

Los electrones se mueven cen el seno de los campos eléctrico v magnético
imdicados en la figura, E = —Fu,, B = Bu,.

1) Calenlar los tiempos que tardan en alcanzar la placa N los eleetrones
que salen, respectivamente con los angulos 8 = 0y 0 = 307,

2) Calcular el radio del civeulo sobre el que inciden en la placa todos los
electrones gue salen por el orificio.

La carga y masa del electron son respectivamente ¢ y .
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z N

El B] v, send
+ y
L V,COSH
0/
60° e
O M O
Figura P9.19.1 Figura P9.19.2

Solucion

1) Para calcular los tiempos tenemos que saber la velocidad v aceleracion
de los electrones, es decir, conocida la velocidad inicial. debemos caleular
las fuerzas que actiian sobre ellos. Dichas fuerzas son:

F.= eFE(-u)=cFu,; F, = ¢(vxDBu.)

El sistema ticne simetria cilindrica con respecto al eje Z.

Las componentes de la velocidad paralela y perpendicular al cje Z nos
permiten calcular el tiempo que tardan en atravesar la placas v el radio del
circulo sobre el que inciden en la placa N. Por esta razén nos interesa calcular
primero la aceleracién en la direccion del cje Z y después la velocidad en la
misma direceién, con lo que podemos obtener el tiempo de trédnsito entre las
dos placas. La aceleracion a, es,

F, (
a,; — = '_E
b I

En la figura P9.19.2 se muestran las componentes paralela y perpendicu-
lar de la velocidad inicial; v. serd,
¢
. — (l’o cosf + -—Ef)
m
El cspacio recorrido en la dircecion del eje Z se obtienc integrando la

ccuacion anferior, con la condicion inicial de que para £ =0, z, = 0,
h [ € 2
B= ('E'OCDBH—I—-—Ef dt = | (vocos )t + —E't
Jo m 2in
El recorrido de los clectrones es la distancia entre placas L, por tanto se
calcula + mediante la ceuacion,

&
(vocos@)t + ﬂEt2 =L
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Esta ecuacion de segundo grado tiene una solucion positiva de la forma.

2E \'?
b= — ——t't,cusﬂ-l—(t':‘:cuazﬁ‘l : L)

eF n

La solucién con signo menos de la raiz no tiene sentido fisico, pues darfa
tiecmpos negativos. Los tiempos de trinsito para 0 = 0° y 0 = 30%son:

tH0°) = —= | —vp + (;-3 + —'-L)

ckF m

m V3 23 2¢E \'?
00) | e 220 (o I
Hey cE\ "2 +(”"=I m )

2) La componente perpendicular ¢ es normal a B. por tanto provoca
un movihmiento circular, enyo radio se obtiene ignalando la fuerza magnética
a la centripeta. El médulo de la velocidad v; no se modifica va que E es
perpendicular y la fuerza magnética solo curva la trayectoria de la particula.
El valor inicial de v, observando la figura P9.19.2 es,

vy = tgsend
La fuerza magnética. si consideramos v en la direccion de u,,. sera.

Fin = —eBussenlu, x u, = —e Be,senflu,
Igualando con la fuerza centripeta tendremos.
2
(v, sen @)
Mm————— = ¢ Buy,scnl

Despejando p obtenemos la relacion.,

_ mugsenl
P=""cB _

Los electroues deseriben un movimiento helicoidal de radio variable entre
cl punto de salida y el plano N. dichas hélices tienen un radio p como el
calculado anteriormente. El mavor radio posible es el radio del circulo en
cuyo itertor meiden todos los electrones que salen del orificio con velocidad

to y angulo de salida 8 = 30°, por tanto,
m v, sen 30°
Puax =~ e 3

PROBLEMA 9.20

Se lanza una particula de carga g y masa m con velocidad inicial v =
v Ug, en un espacio donde hay una campo cléctrico E = Eu, y un campo
magndético B. cuyas componentes en principio desconocemos.

La particula se mantiene en el plano XY. y la accleracion que adqguiere
€S: a = (zUy + Uyly.
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JQué componentes tiene el campo magnético B?

Solucién

Veamos en primer lugar cudl serd el movimiento de la particula de acuer-
do con el enunciado: La particula, dada la aceleracion a, se movera en el

plano XY. es decir su vector velocidad sélo tendra componentes v, y w,,. En
esas condiciones, la fucrza de Lorentz que actiia sobre la particula serd,

u, u, u.
F=¢g(E4+vxB)=¢Fu,+q| vu v, 0
B, B, B,

donde ya se refleja que v. = (. Desarrollando la expresion,
F = ¢{(FE + B.v)) u, — B.vuy, + (Byv, — Byvy) u.}

Pero, de acucrdo con la condicion expresada en ¢l problema, la compo-
nente a, de la aceleracion es nula, por lo que la componente de la fuerza en
la direccién del cje Z tiene que ser ()

F, = 0= Byu, — B,y

Esta condicién sélo se cumple si,

B, =B, =0

Dado que una particula que se mueve en ¢l plano XY, cualesquiera de
las dos componentes del campo magnético darfa lugar a una fucrza perpen-
dicular a dicho plano, ¥y como consecuencia la particula se acelerarfa en la
direccién del eje Z.

La aceleracién que indica el enunciado del problema ¢s a = a,u, +ayu,,.
Igualando esta accleracion con la que se obtiene mediante la fuerza calculada

anteriormente tendremos que,
F_gq
a—= g [(E + B,vy) ug — Boupuy| = a,u; + ayuy,
Igualando las componentes resulta que,

q q
a, = — (F+ DB,vy) 5 a,=——D.v,
o ™ ' m
Dado que inicialmente v = vu,, sc deduce que vy, =0y v, = v.

Por lo tanto, realizando operaciones y despejando E' y 3. tenemos,

i me
E=—ay ; B,=——ay
qu
v el campo magnético serd de la forma,
ma
B —_ - y U.~

qu
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PROBLEMA 9.21

Tenemos tres tipos de espiras, situadas en un campo magnético B =
— Byu,. véase figura P9.21.1a. b v c.

Las tres soportan una corriente I, v pueden givar alrededor del eje Z.
i.Cual de las tres gira? Razonar la respucsta.

Z + Z
L 2
< > >
b k
+ |
a b C

Figura P9.21.1
Solucién

La fuerza sobre un elemento de corriente en presencia de un campo mag-
nético viene dada por la ecuacién (9.5),

dF = Idl x B(r)
El par de fuerzas sobre un elemento de corriente en un campo magnético
viene dada por la ecuacion (9.20)

T =r x (Idl x B(r))

a) La fuerza sobre los tramos paralelos al eje Z cs nula, va que dl es
paralclo a B y por tanto es nulo el producto vectorial.

En los tramos perpendiculares al eje Z, el par de fuerzas que se ejerce
sobre ¢l tramo superior es del mismo moédulo pero de sentido contrario que
el ejercido en el tramo inferior, dado que las corrientes respectivas tienen
scntidos opuestos, véase la figura P9.21.2a.

En conclusion, la espira ¢ NO GIRA.

b) La situacion es andloga al caso anterior, en los tramos perpendicu-
lares a u, existen pares de fuerza de sentido opuesto como indica la figura
P9.21.2b. En dcfinitiva, la espira b NO GIRA.

c) En los tramos paralelos la situacién es andloga a los casos anteriores.
En el tramo perpendicular se ejerce un par de fuerzas como indica la figura
P9.21.2c. En el mercurio de dispersa la corriente, pero ademas no esta unido
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rigidamente a la espira por tanto mercurio y cspira son independicntes en su

1

movimiento. Concluimos que la espira abierta en contacto con el mercurio,

SI GIRA.

Figura P9.21.2
PROBLEMA 9.22

El sistema indicado en la figura P9.22.1 consta de los siguientes elemen-
tos: Un vaso metélico invertido, cuyo radio es R, su momento de inercia
J y el espesor de las paredes e (e << R), que puede girar en torno al eje
Z y estd parcialmente sumergido en el mercurio contenido en otro vaso de
vidrio mayor. Un contacto deslizante une ¢l centro con un borne de la pila,
el otro borne se nne mediante un conductor al mercurio. La pila suministra
una corriente /. Todo el sistema esta en presencia de una campo magnético
B — Bu.,.

Si suponemos las fuerzas de rozamiento proporcionales al cuadrado de la
velocidad de las paredes cilindricas del vaso metélico, ; Cual serd la velocidad
limite de giro de dicho vaso?

Solucién

Figura P9.22.1 Figura P9.22.2
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La corriente que circula por ¢l vaso se distribuye radialmente por cl
circulo superior y baja por la superficie cilindrica, que s paralela a B.

La fuerza sobre las corrientes en la parte cilindrica son nulas, ya que J
v B son paralelas v J x B = (.

El par de fuerzas sobre la distribucién de corriente en el circulo de radio
R. se calcula mediante la ccnacion (9.19),

T=N =f p > (J(p) x B)dv
3

La forma dec cada uno de los vectores que intervienen. como muestra la
figura P9.22.2, es:

J=Jph,: r=pu,: B=DBu.: dv—=epdpdp
J(p) x B = J(p)u, x Bu. = —J(p) Bu,

px (J(p) x B) = pu, x (—J(p) Buy) = —p J(p) Bu:
La corriente J(p) se calcula teniendo en cucnta que [ atraviesa la super-
ficie cilindrica de radio p y altura e,

1
I=J(p)2rpe — J(p) =

2mpc

Cada clemento dv tiene un simétrico que produce, dada la distribucion de
corriente, un momento del mismo sentido, por tanto el par se puede calcular
multiplicado por dos la integral sobre » entre 0 v 7. Los limites para p son
0y R.

C'on las condiciones anteriores cl par qu('da de la forma:

1
T — —2[ p Bu.dv = ——u / dyp / pedp
Jv 27:’[)(‘

T:—éIBRZu;

El vaso mctalico de mueve en sentido horario.

La velocidad limite se alcanzard cuando el par T sea ignal que ¢l par
producido por las fuerzas de rozamiento sobre la superficie cilindrica del
vaso mcetdlico.

La fuerza de rozamiento es,

F, = kv? = k(wR)?

El par correspondiente es,

T, = 2Rk (wR)* = 2k 2 R®

La relacion entre el par T y la velocidad angular limite se obticne igna-
lando T = T;..
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%I BR? =2kw’R?

_L(IB\"* L (IBR\'
“T2\kR » YT\ &

PROBLEMA 9.23

Tenemos un hilo indefinido coincidente con el cje Z, por ¢l que circula
una corriente . A una distancia a se sitiia una espira cuadrada de lado a,
como mnestra la figura 79.23. Por dicha espira circula una corriente 1.

C'alcular la fuerza que ¢jerce el campo magnético creado por la corriente
del hilo indefinido sobre la espira cuadrada.

Solucién
Para un hilo indefinido ¢l campo magnético sobre el plano YZ, conside-
rando que cn dicho plano u, = —u, cs,
fip 1
f— ___u.'l'

27

La fuerza sobre un clemento de corriente Idl viene dada por la expresion
dF = Idl x B(p)

La fuerza sobre cada elemento dy de la espira cuadrada en los lados
perpendiculares al hilo indefinido es del mismo médulo pero de sentido
opuesto cn el lado superior con respecto al inferior. En consecuencia la
suma de fuerzas sobre estos lados se anula.

Z

r1

2|
|

/)( ' a

i

Figura P9.23
La Ffuerza sobre el lado paralelo mas préximo al hilo es,

I I’n
F, = fan, x Bo) = Jag2 u; x (~uz) = ~1

u
2 Y
La fuerza sobre el lado paralclo mas alejado es
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2

Fy — la(—u,) x B(2a) — fag—;?—{l(—m} X (—ug) — ‘:1::“ u,

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, la fuerza total sobre la
espira cuadrada serd

I’u
Fr=F +F;=— “Ully
b

Esta fuerza tira de la espira hacia el hilo indefinido.
PROBLEMA 9.24

Dos tubos conductores de radio b (b < L), estdn dispuestos como mmes-
tra la figura P9.24 a una distancia L. Los tubos son indefinidos en la diree-
cion z > 0. Una varilla maévil de longitud L se puede deslizar verticalmente
permancciendo en contacto con los tubos. Por la varilla y tubos circula una
corriente /1.

Calenlar la fuerza magnética sobre la varilla ¢ indicar su direccion y
scntido.

Solucién

En primer Ingar se caleula el campo magnético producido por los dos
conductores verticales mediante la ley de Biot y Savart,
e [ Tdlx(r—1')
~ dr f lr — 1] .
1a) Campo magnético debido al conductor de la izquierda

&

Figura P9.24
Los vectores de posicion para ¢l conductor de la izquierda cuyo eje coin-
cide con el eje Z son:
r=yu, ; ¥=2zu, ; dl=dzu, y |r-—r’| = (y2 +z2)u2
Teniendo en cuenta el sentido de la corriente los limites de integracion
son: oc y (. Sustituyendo los datos en la ecuacion anterior el campo seré:
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B, ﬁf”[dzuzx(yuy—zuzj__,ui/(’ —I ydzu,

e (2422 47 Joo (42 + 22)%/*
La solucion de la integral es,
B, _ il y z v W — ol .
1= T y2(y? + 22)1/2 . BT Yy

16) Campo magnético debido ol conductor de la derecha
Para calcular el campo debido al conductor vertical de la derecha, cuyo
eje es paralelo al eje Z y situado en y = L + 2b no hay méds que sustituir
la coordenada y por ¢/ = (L + 2b) — y. Aplicando la regla del tornillo se
demmestra que el campo By también tiene la direccién y sentido de u,. Por
tanto,
pol ol
Bz"4ny‘”'“1ﬂ(u;+2m e
1¢c) Campo magnético debido a los dos conductores
Dicho campo serd la suma vectorial de los dos calculados anteriormente,
pod (1 1
B =B +B2:? (a t (L+2!J)—-_z;) 1
2) Fuerza sobre varilla horizontal
La fuerza sobrc un elemento de longitud es,
ol (1 1
dF = 1dl x B = I dyu, x ym (54— L+ 20) _y)ud.
Integrando con respecto a la variable y entre los limites b v L + b se
obtiene la fuerza.

u 12 ]L+!; 1 1
F = s d — 1l
dm Jy y+(L—I—Zb}—y y(-u.)

2

1
F— _“fi u, Iny — In(L + 2b — )]+
w

palie L+b b
F=-_—= — | -
= u, (ln( 7 ) ln(L—i—b

Simplificando obtenemos la fuerza sobre la varilla:

o, 12 L+b
F=—'L§?r ln( 2 )uz

PROBLEMA 9.25

Disponemos de una espira en forma de tridngulo rectdangulo como mues-
tra la fignra P9.25. Por la espira circula una corriente I y esta en presencia
de un campo magnético B = —kyu,,
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1) Calcular la fuerza sobre la espira.

2) Calcular el par de fuerzas con respecto al origen O, suponiendo (ue
la espira permanece umida a ese punto.

Solucién

La fuerza sobre la espira vendra dada por la suma de las fuerzas sobre

cada mno de los tramos.
Z B

O

/ A Y
X

Figura P9.25

Y
|

1a) Tramo OA
dF{=1dlx B
con dl = dyuay se deduce que,
dF| = Idyuy x (—kyu,) = Tkydyu,
Y la fuerza total sobre el tramo OA

L
1
F, =f I'kydywu, = -2-11161'4?112
0

1b) Tramo AB
d¥e =Idl xB
con dl = dzu, tenemos que,
dFy = Idzw, x (—klu,) = =1k Ldzu,
Y la fuerza total sobre el tramo AB serd,

L
F; = f TkLdzu, = —TkL*u,
0

1¢) Tramo BO
dF; =1dlx B

Ahora el vector elemental sobre la recta ¥ — 2 es de la forma dl =
dyuy + dzu,. La fuerza elemental serd,

dF3 = I (dyu, + dzu,) x (—kLug) = I kydyu, — [ kydzu,
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Teniendo en cuenta la relacién entre las coordenadas y y 2, gy =y
que en este tramo el sentido de la corriente determina que los limites de

integracion sean L y 0, tecnemos,
0

0
1 1 .
Fs = f TR ydyua, — f Ik ydyu, = —5,’1:1 L%u, + EL'IL“'uy
L L
Y la fuerza total sobre la espira es
1
m+m+m=—#m%g

2) Par de fuerzas
Para calcular ¢l par sobre la espira. calculamos cl par sobre cada elemento
del circuito teniendo en cuenta que

dT =1 % dF

2a) Tramo OA
En este caso tenemos
d¥y = Tkydyuw, 'y r=yuy,
Luego
dTy = yu, x T kydyu, = I ky’dyu,
Integrando
L 37 L
T = f Tky?dya, = 1k !E’L] U, = llﬁ.ng L,
0 3 1q 3
2b) Trame AB
dF9 = —1k Ldz u, y r = Luy + zu;
por tanto,
dTy = (Luy + 2w0,) x (—fk Ldzw,) = T'kLzdzu,
Integrando

L 22 = 1 .
Ty = f Tkl 2dzu, — I'kL [—] Yy = =1 F.:’Ldu_r
0

2 |, 2
2¢) Tramo BO
d¥y = T'kydyw, — I kydzv, ; r=yu, + zu, = y (v, + u.)

dT3 = y(uy+w;) x (Ikydyu, — I kydzu,)
= Tky’dyu, + 1k y2dz uy
Considerando que en este tramo dz = dy, y que los limites de integracion
son Ly 0,

0 0 9
Ty = f Tk dyu, +/ 1k 3;2dy u, = —§II.: L,
L L
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El par total sobre la espira es,

1
T, =T+ Ts+ Ty = Efﬁ'LSUr
PROBLEMA 9.26

Sobre un disco de dieléctrico, cuyo radio es 2a. que puede girar en torno
al ¢je X, se pega un sistema de conductores compuesto por una scinies-
pira circular de radio @ y dos tramos paralelos al cje X como muestra la
figura 179.26. Por los conductores circula una corriente . El conjunto disco-
conductores esta en el seno de un campo magnético B = Bu,

[) Calcular Ia fuerza sobre los conductores.

2) Obtener ¢l momento de la fuerza con respecto al origen de coordena-
das. jEn qué sentido gira el disco?

Z I
5 a a__q-hha'“‘-
S0l YN
8 _ 2a\
/b Y
\/X

S
-

e
e

Figura P9.26
Solucién
1) Fuerza
La fuerza sobre un elemento de corriente por el que circula una intensidad
I viene dada por
dF = Idl x B(r)
La fuerza sobre los conductores rectos es nula ya que /dl y B son para-
lelos.
Si consideramos un sistema de referencia O’X'Y'Z!, centrado en la se-
micspira de radio a, el elemento de longitud viene dado por
. !
dl = ﬂd(p uwr
Y la fuerza cn coordenadas cilindricas, en las que ¢l eje X’ ahora es
cquivalente al ¢je Z del sistema cilindrico tradicional, serd,
dF =1 ad{p’utpr x Buy = TaBdg'u,y
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con Uy = —cos @', + sen @' uy
La fueé"za total sera o
F = f laBdpu, = / LaB (—cos¢'uy +sen'uy ) dy' = 21aBuy
Tcnic?ndo en cuenta (iufe los vectores unitario cumplen las siguientes re-
laciones,
Wy = Uz 5 Wy —Uy ¥ Uy = U
la fuerza sera,
F = 2laBu,
2) Momento
El momento respecto al origen vendré dado por,

T = / r x dF
El vector de posicion r = au, + auy

r x dF = au, x dF +au, x dF = au, x dF + auy x IaBdyp'u,y = au, x dF

Como au, es comin a todos los elementos de corriente, ya que todas las
fuerzas sobre la espira convergen en O,

T = au, ><-/ch=0,11z x F
Sustituyendo,

T = au, x 2JaBu, = —uQIBum
Luego el disco girard en el sentido de las agujas dcl reloj.



Capitulo 10

CAMPO MAGNETICO 11

10.1 INTRODUCCION

Las caractersticas fundamentales de un campo se ponen de manifiesto a
través de su divergencia y rotacional: la primera nruestra si existe ¥ donde
se localizan las fuentes de las lineas de campo, v la segunda si ¢l campo es
0 O Conscrvativo.

10.1.1 TEOREMA DE LA DIVERGENCIA DE B

Flujo magnético

Se define el fiujo magnético sobre una superficie elemental ds como el
producto escalar de B - ds.

dd =B -ds (10.1)

El flujo a través de una superficic S limitada por un contorno C es:

® = /B-ds (10.2)
J S

La unidad de flnjo en sistema internacional (SI) es el weber (Wh).

El vector B también suele ser cousiderado como la densidad de flujo
magnético. asi se define B como el flujo magnético por unidad de area.
Cuando la superficie S es normal al vector B,

¢
3= 3
De esta relacion se deriva la unidad de B. Wh/m?® = tesla (T).

Teorema de la divergencia de B
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La definicién de B vienc dada por la ley de Biot ¥ Savart, que en ¢l caso
que nos ocupa se expresa mediante la ccuacion,

 Ho J(r') x (r —v')dv’
B(r) = e /'r T (10.3)

Calculamos la V-B(r). (V supone en este caso derivaciones con respecto
a la variable representada por r), en la ecuacién anterior. Utilizando la
relacion vectorial,

V (FxG) =G -VxF-F.VxG

Tomando
(r—1)
|I‘ o IJ|3

y teniendo en cuenta que depende de r, V x J(r') = 0, queda:

B(r) - 4w]1,-,‘](r} Vx( 3) l

v —r|

(r—1") ( 1 )

~ - v{—

v — r/|? lr — v/
y V x V() = 0. por tanto,

F=J{) v G=

IPor otra parte,

V-B=0 (10.4)

Esta es la forma diferencial del teorema de la divergencia. Su forma

integral sc puede obtencer a través del teorema de la divergencia de im vector,

que relaciona el flujo del vector a través de una superficie cerrada S con la
integral de la divergencia del vector sobre el volumen V' limitado por S,

_j(B-a@,:f V- Bdv (10.5)
s v

En nuestro caso V- B = 0, en consccuencia.

B-ds=0 (10.6)
g

Esta ecuacion expresa que el flujo de B a través de una superficie cerra-
da c¢s nulo, que cs una propiedad fundamental del campo magnético, pucs
muestra que la lineas de campo magnético son cerradas; cs decir, no cxis-
ten manantiales ni sumideros. De otra forma, el vector B se debe a las
corricntes y no existen monopolos magnéticos en la teorfa clisica del campo

clectromagnético.
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En 1931 Dirac postul6 la existencia de monopolos magnéticos pero hasta
la fecha no han sido observados experimentalmente.

Condiciones de frontera

La ccuacién (10.4) nos permite deducir el comportamiento de las com-
ponentes normales de B en la frontera entre dos medios o donde se supone
una separacion entre dos zonas. Sc puede demostrar, que si n es ¢l vector
normal a la superficic de separacion,

n- (BQ — Bl} - B-ug — Bn] =) (107)
10.1.2 TEOREMA DE AMPERE

Este teorema trata de mostrar el comportamicnto del rotacional de B.

Para ello partimos de la ley de Biot y Savart en la forma indicada en cl
apartado anterior. y calculamos V x B teniendo en cuenta que las corrientes
son cstacionarias, es decir, corrientes que verifican V- J = (.

La ley de Biot. y Savart se puede expresar de otra forma. Utilizamos la
relacion vectorial,

J(r') 1 / ; l
v (o) = 200309 ()

Como J(r') no es funcion de r, ¥V x J(r') = 0. En ¢l apartado anterior

vimos la forma que adopta V(1/|r — 1’| ), por tanto,

B(r) = 22V x : (I:Erlll) ! (10.8)

Calculammos el ¥V x B utilizando la relacion vectorial,

Vv (J) v (v DY _or (2

Mediante una seric de operaciones se llega a la ecuacién siguicnte,

V x B(r) = p,J(r) (10.9)
Esta es la forma diferencial del teorema de Ampere. La ecuacién muestra
que el campo B no es conservativo; es decir, salvo casos particulares donde
J =0, B no se puede calcular a partir de un potencial escalar.
La forina integral del teorema de Ampére se obticne aplicando el tcorema
de Stokes, que relaciona el flujo del ¥V x B a través de una superficic S
limitada por el contorno C con la integral de linca de B sobre el citado
contorno, cs decir,
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j{ B.dl= f(v « B(x)) - ds (10.10)
& S

Sustituyendo la ecuacion (10.9) en el segundo micmbro de la ecuacién
anterior queda,

j{ B-dl = p,J(r) (10.11)
c

Esta ecuacion también se conoce como ley circuital de Ampeére, v expresa
que la circulacién de B sobre un camino cerrado (' ¢s ignal al flujo de
corriente a través de la superficie S limitada por el contorno (.

Si la superficie S es atravesada por N corrientes filiformes I;, la ecuacién
(10.11) se transforma cn la siguiente,

N
fB-dl =pip Y _1i (10.12)
C 1

El sumatorio tiene en cuenta los sentidos de las corrientes I, con respecto
a la circulacién sobre C, de manera que la corriente que atravicsa como
indica la figura 10.1a, se toma como positiva y la que atraviesa como indica
la figura 10.16 como negativa.

n ! n
I \\\ ..-'r I
( 4 ( i

Figura 10.1

En la ley circuital de Ampére se deben tener en cuenta las signientes
consideraciones: Cualquier corriente que atraviese dos veces la superficie S
v en sentidos opuestos, no contribuye a la circulaciéon de B sobre ' pero si
afecta al campo B. La posicién de una corriente que atraviesa la superficie
S no influye en la circulacion de B pero si en el valor de B en puntos del
camino de integracion.

Las consideraciones anteriores muestran que se debe utilizar la ley circni-
tal de Ampere con cuidado para calcular B. En general solo se puede aplicar
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cuando ¢l problema tenga una simetria adecuada vy el campo sca paralelo o
perpendicular al camino de integracion elegido.

Condiciones de frontera

La ccuacién (10.11) nos permite obtener las condiciones que cumplen
las componentes tangenciales de B cn la frontera entre dos medios, o bien
supcrficie que presente una singularidad en la distribucion de corriente. Si
sobre la frontera circula una corriente superficial K, y n es el vector unitario
normal a la superficie, ligura 10.2, se verifica que,

. o
= l\‘_II
M
A o 0
L_,.—"

Figura 10.2

nx(B,—B;)=pK (10.13)
Si K = 0, las componentes tangenciales de B son continuas,

By — By =0 (10.14)
10.3 POTENCIAL VECTOR MAGNETICO

El teorema de Ampére muestra que, en general. no es posible encontrar
una funcién escalar similar al potencial eléctrico que proporcione B a partir
de dicha funcién escalar. Por otra parte, la ecuacién V- B = 0 nos permite
introducir un vector A(r) cuyo rotacional sea igual a B ya que la divergencia
de un rotacional es nula. Esta relacion entre A y B es la ecuacién de
definicién de B a partir de A, su forma matemaética cs.

B(r) =V x A(r) (10.15)
Cualquier otro vector de la forma,

A'(r) = A(r) + V¢

cumple la ecuacién (10.15), debido a que ¢ es una funcién escalar y el
rotacional del gradiente es nulo.

Un vector gueda definido cuando se conoce su divergencia y rotacional.
Hemos definido el rotacional de A. nos queda la posibilidad adicional de
introducir una condicién sobre al V- A; en magnctostdtica se elige,
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V-A=0 (10.16)

La condicién anterior facilita el cdlculo de A. Si la aplicamos al vector
A’ nos queda V2¢ = 0, ecuacion, que si se mantiene en todo ¢l espacio y no
hay fuentes en el infinito. determina que ¢ es constante o cero.

Para encontrar la ecuacién que relaciona A(r) con la distribucion de
corricnte podemos seguir dos procedimientos. En los dos se parte de la ley de
Biot y Savart, pero en la forma indicada en la ecuacion (10.8). Comparando
esta con la ecuacion (10.15), vemos que,

A(r) = &fv M (10.17)

am fyr |r — ']

El otro procedimiento consiste en sustituir la ccuacion (10.15) en la ecua-
cién (10.9) obtenida en el teorema de Ampére. Teniendo en cuenta la rela-
cién vectorial,

VxVxA=V(V-A)-VA
¢ imponiendo la condicion V - A = (), se obtiene,

VZA(r) = —p J(r) (10.18)

Esta ecuacion, desarrollada en coordenadas cartesianas, produce el si-
guiente sistema de ecuaciones,

VZ‘A:"«' . _lu’oJiL’
VA, = —pdy (10.19)
VA, = —p,d.

Se puede observar que son tres ecuaciones similares a la de Poisson en
clectrostatica. Las soluciones de dichas ecuaciones proporcionan el potencial
vector A en la forma indicada por la ecuacion (10.17).

Aunque el procedimiento para obtener A(r) es mds complejo que en
caso del potencial electrostético. la ecuacién (10.18) nos permite calcular de
una forma general el potencial vector A en funcién de las corrientes y las
condiciones en los limites del problema concreto. Una vez obtenido A(r),
mediante la ecuacion (10.15) calculamos B(r). También sc puede calcular
A(r) mediante la ecuacion (10.17), este procedimiento es manejable para
distribuciones de corriente sencillas. Cuando las distribuciones de corriente
dependen del tiempo, el potencial vector muestra mejor su utilidad.
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Para distribuciones de corriente superficiales, cuya densidad sea K(r'),
cl potencial vector viene dado por la ecuacion signiente:
el
A(r) = Yo [ K()ds (10.20)
4 Jor |r—1|
En cl caso de campo magnético constante. sc puede demostrar que la
relacion entre B y A cs,

A= %B X T (10.21)

Relacion entre A y el flujo magnético ®

Es interesante conocer la relacién que existe entre A y el flujo magnético
.
Aplicando ¢l teorema de Stokes,

fA-dl:/(vXA).ds
C S

Sustituyendo B = V x A obtenemos,

f A(r)-dl = /B-ds —= & (10.22)
C JS

Es decir, la integral de linea dcl vector A sobre un contorno €' es igual
al flujo del vector B a través de una superficie S cuyo contorno es C.

Condiciones en los limites para el vector A

Las condiciones en una superficie limite o de frontera para el vector A
estan ligadas al vector B.

De la ecuacion (10.22) se puede deducir que las componentes tangenciales
de A son continuas en el limite entre dos zonas, ya que si @ es finito sobre
dicha superficie. la integral sobre el camino MNOP indicado en la figura 10.2
es cero cuando h tiende a cero.

En consecucncia, st n cs el vector unitario normal a S,

n (Ag—Al) =0 — A;g—Aﬂ =1 f1023)
De la condiciéon V - A = 0, se deduce, en forma andloga al caso de las
componentes normales de B que,

n-(A, —A))=0— A, 4,1-=0 (10.24)
Las ecuaciones (10.23) y (10.24) se pueden condensar en la condicion,



378 CAPITULO 10. CAMPO MAGNETICO IT

A, —A; =0 (10.25)
que verifica A sobre la superficie limite en campos estdticos. Esta con-
dicién es similar a la que cumple el potencial eléctrico.

10.1.4 DISTRIBUCION DE CORRIENTE

Si tenemos una distribucién de corriente localizada como indica la figura
10.3, cuyo volumen es de dimensiones pequenas comparadas con la distan-
cia al punto donde se desea conocer el potencial vector magnético A y el
campo B, podemos desarrollar en seric el término 1/ |r — r’| que figura en
la ecuacion (10.17).

Figura 10.3
Dicho desarrollo produce un potencial vector magnético A de la forma
siguicnte,

Afr) = Mo (1 / I + ~ / I e ) - ) (10.26)

4 gy 7’3 Vv
Este desarrollo tiene cierta similitud con el multipolar en electrostdti-
ca. El primer término del scgundo miembro sc corresponde con ¢l término
monopolar. En este caso ¢s cero. por que las corrientes describen circuitos

cerrados dentro del volumen V') y ¥ -J = 0, es decir,

/ J(r)dv' =0
S V!

El segundo término, correspondiente al momento dipolar en electros-
tdtica, se puede expresar de otra forma. Utilizamos una seric de transfor-

maciones basadas en que V -J = 0. El resultado después de operaciones
complejas es que,

L'J{r')(r-r'}dv" = —% (rx ./v' (r' x J(x")) d,,’)
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En consecuencia, el término dipolar para A(r) cs.

L L W'} x —
Ap =" (2 Lq (r' x J(r")) du ) X = (10.27)

£

Momento dipolar magnético

La ccuacién (10.27) tiene una parte entre paréntesis que sirve para definir
¢l momento dipolar magnético de una distribucién de corriente J(r’). dicho
momento se suele representar por m,

m = %_/“ (r' x J(r']) dv’ (10.28)
En ¢l caso de una corriente filiforme /7,

I
m= j‘{ v/ x dl (10.29)

La integral de la ecuacién anterior es ¢l doble del drca plana S cerrada
por el camino 7, por tanto,

m=7/8S=7158n (10.30)
Donde n es el vector unitario normal a S.
Dipolo magnético

El término dipolar es el primero no nulo del desarrollo en serie y por
tanto el término dominante para puntos alejados de la distribucion. El
valor de Ap corresponde al potencial vector magnético debido a un dipolo
magnético puntual. FEs decir, el potencial vector magnético debido a un
dipolo magnético formado por una espira de pequenas dimensiones es,

A(r) = a= T
dr 73
Campo debido a un dipolo magnético

(10.31)

El campo magnético debido a un dipolo magnético puntual, que cs ¢l
mismo que corresponde al termino dipolar de una distribucion de corrien-
te, sc obtiene calculando el rotacional de A dado por la ecuaciéon (10.31).
Tomando como variable r, teniendo en cuenta la relacion vectorial,

V% (FxG)=(V-GF  (V-F)G+ (G- V)F - (F- V)G
con F = m, G = (r/r®), y que m no depende de r; la ecuacién que se
obtiene cs,
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B(r) = % (g{mmﬁ—r)r m) (10.32)

B 3
Podemos observar que B varia con la inversa de 7% en lugar de 72 como

ocurre en el caso de corrientes cuya distribucidn estd dentro de un volumen
de dimensiones comparables a la distancia 7 donde se calcula el campo.

10.1.5 PAR DE FUERZAS SOBRE UN DIPOLO

Sobre un dipolo magnético situado en un campo magnético uniforme,
cuyo valor es B, sc ejerce un par de fuerzas que se obticne aplicando la
ecuacion (9.20) al caso de un circuito cerrado. Aqui el circuito cerrado es
una espira cuvo momento dipolar magnético es m. Sc demuestra que dicho
par vienc dado por la ecuacion siguientce:

T=N=mxB, (10.33)
El par de fuerzas ticnde a orientar al dipolo en la direccién y sentido del
campo magnético B,,.
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10.2 PROBLEMAS

PROBLEMA 10.1

Dado el sistema constituido por los siguientes elementos: Una corriente
J = Ju. distribuida uniformemente sobre nu eilindro indefinido de radio a,
véase la figura P10.1.1. Una espira enadrada de lado L = da sobre el plano
que pasa por ol ¢je del cilindro, por la que circula una corriente 7. La espira
se puede mover sobre dicho plano.
Caleular la fuerza inicial sobre la espira.
zZ S

Figura P10.1.1 Figura P10.1.2
Solucion

La fucrza sobre la cspira se calcula utilizando la ccuacion (9.6) del ca-
pitulo anterior. Para aplicar dicha ecuacién necesitamos conocer el campo
magnético B en cada punto de la espira. Podemos obtener B de una forma
relativamente sencilla aplicando el teorema de Ampére tal como aparcce en
la ccnacion (10.11). Dado que la espira tiene parte en el interior del cilindro
de radio a y parte fuera, debemos calcular B en las dos zonas.

1) Determinacion del campo magnélico B

la) Zona p = a.

Dada la simetria cilindrica de la distribucion de corriente y que es in-
definida en la direccion de u,, las componentes de B son tangenciales a la
circunferencias de centro en eje del cilindro, como ocurre en ¢l caso de una
corriente filiforme rectilinea e indefinida. Ademas tienen el mismo médulo
sobre una circunferencia de radio p v centro sobre el citado cje.



382 CAPITULO 10. CAMPO MAGNETICO II

Para demostrar esto vamos a ver el campo B debido a dos conductores
elementales indefinidos en la direccion del eje y de seccién ds’ = o dpdp,
correspondicntes a un tubo indefinido de seccion 27 p' dp’ como indica la
figura P10.1.2.

Calculamos B en el punto P debido a todos los elementos M y N simétri-
cos con respecto a la recta OP, cuyas secciones pertenecen al tubo citado
anteriormente. El conductor M crea cl campo By y el N el By, De la ley
de Biot y Savart sabemos que Bs es perpendicular a po (MP) y By lo es a
p1 (NP). El dngulo o que forman B; y Bs es igual al formado por py vy po,
dada la perpendicularidad de radios y campos. La suma de los vectores By
y B2 cs igual a B, que esta sobre la bisectriz del dngulo a, por tanto B sers,
perpendicular a la recta OP bisectriz del dngulo formado por py ¥ pg, va que
si son perpendiculares los lados de dos dngulos lo deben ser las bisectrices.
Es decir B es tangente a la circunferencia de radio p. Sumados todos los
elementos simétricos con respecto a OF, que corresponden al tubo de radio
¢y seccion 27 pf dpf, obtendriamos un campo B tangente a la circunferencia
de radio p. Dada la simetrfa cilindrica de la distribucién de corriente, esto
mismo sucede con cualquier punto de la circunferencia de radio p y en todos
ellos el madulo serfa el mismo. En resumen, un tubo de corriente de seccién
2mp'dp’ produce sobre un circunferencia concéntrica de radio p un campo
magnético tangente y del mismo maodulo en todos sus puntos.

Para calcular B tomamos un tubo elemental de seccién 27p’dp’ en el in-
terior del cilindro de radio @ e integramos cl segundo miembro de la ccuacion
(10.11), es decir, [ J-ds, entre 0 y a. El primer miembro de dicha ecuacién
serd la circulacion de la componente tangencial de B a la circunferencia de
radio p. De csta forma obtendremos B = Bu,,.

4]
f B -dl =27pB = ,UO/J - ds = ,u,n/ J2mp dpf = p,Ja’n
& & 0

Despcjando el campo tenemos,

B=_-p,— - B=_-p,—u, (10.1.1)

b) Zona p < a

En esta zona se cumplen las condiciones de simetria del caso anterior,
pero ahora solo contribuyen los elementos de corriente cuyo radio es inferior
ap, p < a. ya que cl teorema de Ampére asi lo establece. Los limites de
integracion para [J-ds serdan 0y p.

La ccuacion (10.11) en este caso queda de la forma,
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2rp B = p, J mp?

B = %,uo.}'p — B'= %;J,D,fpuw (10.1.2)
2) Fuerza inicial sobre la espira
Sobre los tramos horizontales, dado que las corrientes tienen sentido
contrario en cllos, la fuerza sobre cada circuito elemental I'dl’ en el tramo
superior cs del mismo maédulo y sentido opuesto a la correspondiente al
tramo inferior, véase la figura P10.1.3, en consecuencia la fuerza sobre la
espira debida a estos tramos es nula.

A

FI F, /
B' /

Figura P10.1.3

Fuerza sobre el lado izquierdo

Sobre este lado actiia un campo B'(a/2) = —(1/4)p,J au,, ya que en el
plano YZ u, = —u,

La fuerza, como indica la figura P10.1.3, sera F,. Esta fuerza se cal-
cula mediante la ccuacion (9.6), que en nuestro caso. considerando que la
corricnte se dirige hacia z < (0, Idl = —Idzu,, v los limites de integracion
son : L/2y —L/2, que en funcion de a serdn, 2a y —2¢. La fuerza es,

~L/2 ~2a
F, = ] Idl x B'(a/2) = / (1/Dp, IJ adza, x u, = —p, I J a*uy,
L/2 J2a

Fi = —p,IJa*u, (10.1.3)

Fuerza sobre el lado derecho
El campo magnético serd B(7a/2). La fuerza cn este tramo sers como
indica la figura P10.1.3, Fo. Teniendo en cuenta que ahora la expresion
(10.1.1) proporciona B, con u, = —u,. Los limites de intcgracién ahora
son: —2a y 2a; operando de forma andloga al caso anterior, dicha fuerza es,
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20 2
1 2Ja
Fo = _/_QRIdEE‘HO 2 Uz X (—uy)

F, — —;pD{I?I Ju, (10.1.4)
La fuerza inicial pedida es la suma de las expresiones (10.1.3) y (10.1.4),
F=F +Fs=- 1—;—;toc¢21Juy
PROBLEMA 10.2

Por ¢l interior de un tubo de plistico muy largo v rectilineo circula
un liquido ionizado, a nua velocidad o = 100 m/s. El miimero de cargas
netas por nnidad de volumen que transporta es o — 10% clectrones/m?. El
radio del tnbo es 7 = 10 em. A dicho tubo se arrolla una capa de espiras
que forman un solenvide. EI mimero de espiras por unidad de longitud es
N = 10% espiras/m, y por ellas circula una corriente 1 =2 A.

Calcular el cainpo magnético en ¢l interior v exterior del tubo.

z|
— ! R\H
M§%/ y
A
Z
=
—
=
a b
Figura P10.2
Solucién

1) Interior del tubo y solenoide

En un solenoide indefinido con las espiras muy juntas, la componente
de B cn la dircccién del eje es nula en el exterior v uniforme en el interior.
Esto se demuestra aplicando el teorcma de Ampeére, ccuacion (10.12), al
rectangulo MNPQ de la figura P10.2a: la circulacién de B es nula para
cualquicr longitud NP, por tanto la componente externa en la direccion del
eje s nula.
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La aplicacion del teorema de Ampére, en la forma indicada por la ccua-
cion (10.12), a un rectangulo ABCD sobre un plano diametral como indica
la figura P10.2.a, produce cl signiente valor de B..

By = p ,NIu,=p,2x 10" u. [T (10.2.1)
El campo producido por la corriente debida al transporte det liquido se
obticne aplicando ¢l tecorema de Ampére a un tubo por el que circula una
corriente de simetria cilindrica, ¥ se procede en forma similar al problema
10.1.
La densidad de corriente J cs,

J=nevu,
Aplicando ¢l teorema de Ampere, ecnacion (10.11), cnando la cirenlacion
de B sc hace sobre una circunferencia de radio p < R y centro sobre ¢l eje,
obtenemos la siguiente ecuacion,

B,2mp=p,w P J=npur pner
De donde,

1 1
B, = —éy.ﬂp nev — By = Fhopncru, (10.2.2)

El campo magnético en el interior del tubo se obtiene sumando las ccua-
ciones (10.2.1) y (10.2.2),

1
Bi = Bs + sz' == Hog x 1[]4 u; + Tz';”np” c “u*f"

Si consideramos la permeabilidad det liguido ignal ji,,. utilizando los va-
lores de g, = 471077 y ¢ = 1,6 x 10719, Ja relacién anterior toma ol valor
siguicnte.

B, ~ 4710 T(2 x 10° u. + 8 x 10 '%pu,)

Vemos que en el interior la contribucion de la corriente en ol liquido es
despreciable frente a la correspondiente al solenoide.

2) En el exterior del solenoide

El campo magnético producido por el tubo de corriente se obtiene apli-
cando ¢l teorema de Ampére cuando la circulacion de B se hace sobre una
circunferencia de radio p > R,

B.2nmp=p aR2.J = L oT Rnev

1 1 1
B, = Ep,o Hz-n.m:; u, ~ 8 x l{l'“pf,; u, (10.2.3)
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Para calcular en el exterior el campo debido al solenoide, debemos
encontrar la forma de obtener dicha aportacion. Considerando el solenoide
como una hélice circular, véase la figura P10.2b, a cada plano perpendicular
al eje le atraviesa una de las cspiras que transporta una corriente 1. Ll
solenoide para el exterior se comporta como un tubo de radio R por cuyas
paredes circula una corriente I en la direccion de su eje. En este caso la
aplicacion del teorema de Ampére produce el campo magnético siguiente

(I =24),

T 1
u, = ,u-omu@ (10.2.4)

Bl =
5 ;LGQ']T’O

Comparando esta ecuacién con la anterior, podemos comprobar que el
solenoide produce on el exterior un campo magnético mayor que la corriente
transportada por el liquido pero mucho menor (del orden de 10? veces mds
pequena) que el campo creacdo por el solenoide en su interior.

Generalmente no se considera el campo creado por el solenoide en el
exterior, ya que un solenoidc ideal es como un conjunto de espiras planas muy
juntas dispuestas sobre un cilindro muy largo. El solenoide estd formado
por dos capas de conductores en espiral con inclinacién o pendiente de la
hélice en sentido contrario; por una va y por la otra regresa la corriente.
De csta forma a cada plano lo atraviesan dos corrientes del mismo madulo
pero sentido contrario. con lo cual se elimina el campo en el exterior. Esta
disposicion es la forma practica de construir un solenoide o bobina.

El campo magnético en el exterior se obtiene sumando las ecuaciones
(10.2.3) y (10.2.4).
Be ~ p,, (8 x 107H ¢ 2—1;1_) %ui‘g

Si el solenoide se construye como se indica en el apartado anterior, des-
aparece el término en 1/27 de la expresion anterior. Ademdis vermnos que el
campo debido al liquido ionizado es muy pequeno, del orden de 1021 T.

PROBLEMA 10.3

Sobre un elipsoide de semiejes a = ¢ # b y permeabilidad p,,. se arrollan
espiras cuyo plano es perpendicular al eje Y, véase la figura P10.3. El mimero
de espiras por unidad de longitud en la direccidn del eje Y es n. y por ellas
circula la corriente 1.

Calcular el campo magnético sobre el eje Y. Demostrar que es uniforme
en el interior del elipsoide.
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Solucién

Para lograr el resultado final, debemos calcular primero el campo creado
por una espira sobre ¢l ¢je v. sumando (integrando) después la contribucién
de todas.

Z
.- {j 2.
o . N .
i
i b i
@ /o Y
[} .—/ ®
= ~ @

® @ en o @

X

Figura P10.3

Como vimos en el problema 9.7, el campo magnético ereado por una
espira. con el sentido de la corriente indicado en la figura P10.3, en su eje
es:

0 = EEL, P u
272+
En este caso I, = nldy y p? = 22 + 22, Ademis la ecuacion del elipsoide

es:

como ¢ = a,

Sustituyendo estos valores en B, v teniendo en cuenta que los limites
de integracion son - b y b, obtenemos.

B__ngbﬁ;g( _yﬁ) nl dy
2 L8 b2 (ﬂ? (1 . (U/b)2) + ?;2)3/2

b
fo 2002 2 dy
B=——n]/ ba” (b° - vy
2 b ( ) (@212 + (b2 — az)y2)3’{2
b
Ho 1 2 2 dy
B =—nl — (b — 10.3.
¢ e e
a
Poniendo
1 1 1

S

D? &2 P
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v realizando operaciones.

b
B= ﬁnID"f/ L -y —

2 b (Lf)‘z ) (D.’ 3 ‘,3)'2 }3;'
B led D3 /‘“ dy 1 /" y? dy
2 a \Ja(D2+y2)* B (D2 4 2P

La integracion nos da la siguiente relacion.

&nl D? |2 b b 20
2 a D? (D2 +62)'/%  52(D2 4 12)' 72

1 (D28 b
——1In -
¥\ (D24 2)' 2 —p
En el logaritmo multiplicamos numerador y denominador por el conju-
gado del denominador v tenemos en cuanta que Inr? = 2Inr. Realizando
las operaciones correspondicnte tenemos.
penl DF 1 D2 42\ 1 (D? +b%) LT
B a .‘)Dz( +0) _b_zhl D
La expresion anterior muestra que ol campo magnético es constante sobre
el eje Y, dependiendo de los valores respectivos que tengan a y b.
En el caso particular de la esfera. @ = b = ¢, obtenemos el campo a partir
de la expresion (10.3.1), cuvo valor ahora cs,

} b 2 .
B:?”m’/bﬁ (b —jﬁ) dy

o=

B

Uy

Integrando queda.

i

2
B =

E,u..onf — B=_pnlu,

L

Para demostrar que B es uniforme en ¢l interior, aplicamos las condi-
ciones que cumplen V-B y V x B en o interior del elipsoide. que en este
Cas0 500

V.- B=0y VxB=0

Dada la simetria cilindrica del sistema con respecto al ¢je Y, tomamos
coordenadas cilimdricas con ¢je Y. El campo magnético no depende de . v
D, = 0 por que B es perpendicular a las corrientes y estas tienen direccién
de ug,. Sobre el cje Y By, es constante como hemos visto en el apartado
anterior.

En coordenadas cilindricas,
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19 10 OB
| , — B ¥
10B, OB on, 9B I ((pB,) OB
VxB=|-—%_— = 3 e Y 4 vl P
g (p dp Oy ) ( dy  Ip )1'””+ﬂ ( dp O ) e

Como B no depende de ¢ v B, = 0. todas las derivadas con respecto a
w ¥ los términos que tengan B, son nulos.
Sobre ¢l eje (OB, /0y) = 0. va que B es constanie, por tanto,
V.B- la(pB)—O—»pB =K — B, 'y
pop
Esto nos llevarfa a que B, = oc cuando p — 0. lo que se opone a que BB
os constante en el ¢je, por tanto,

B,=0
Con las condiciones anteriores el rotacional v la divergencia se reduce a.

oB,

VxB= T =0 — B, no depende de p
P
aB

V-B= Bu —~2 =0 — By, no depende de y
Yy

Tomando en consideracion las condiciones anteriores. se dednce que
B es uniforme en el interior del elipsoide

Su valor es el calculado sobre ¢l eje Y,
PROBLEMA 10.4

Caleular el campo magnético creado por una capa de corriente plana
indefinida. situada sobre el plano XZ. siendo la densidad de corriente K =
Nous (A/ne). Aplicar en primer Ingar ¢l teorema de Ampere v despnés
comprobar el resultado aplicando la lev de Biot v Savart.

Solucién

1) Aplicando el teorema de Ampere

La corriente tieue la direccién del cje Z, por tanto ¢l campo magnético,
que os perpendicular a la corriente, serd perpendicnlar al eje Z. C'lomo ademads
la corriente es indefinida en la direccion del eje Z. B sera independiente de
esta coordenada.

La corriente es también indefinida en la direccion del cje X, por tanto
las lineas de B deben ser paralelas al plano XZ. ¢ independientes de la
coordenada .
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En resumen, el campo magnético B debe ser,

B = Bu,
Zz Z
y dx

D g /

.:D i C dz ﬂ*;-;—-.._ r—r'
/ol |
X X

Figura P10.4.1 Figura P10.4.2

La constante B no depende de las variables x y z, pero debemos demos-
trar que tampoco depende de la variable y. Para ello aplicamos el teorema
de Ampére al camino ABCD indicado en la figura P10.4.1.

f B-dl — p,Av K,
C
En los tramos AB y CD el campo es perpendicular al camino, por lo
que su integral serd cero. Para cualquicr rectdngulo ABCD que conserve
los lados AD y BC del mismo tamano, la integral anterior tendra ¢l mismo
valor, en consecuencia B no depende de la coordenada y. Debido al sentido
y simetria de la corriente. el campo en los semiespacios separados por cl
plano X7 serdn:
B=-Bu, parta y>0:; B=Bu, para y<U0
Llevando estos valores a la integral anterior tendremos,
B2Ar = p,Ax K,
de donde,
1 -
D= §,uﬂﬁ,,
El campo magnético en la dos regiones es,
| R r .
B=—-pu,Aou, para y<0,; B= —E,uohoua- para y >0

2
2) Aplicando la ley de Biot y Savart

Utilizamos la forma expresada por la ecuacion (9.8),
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i, [ K(Y) x(r—1')ds
A f -1

Como muestra la figura P10.4.2, los distintos vectores que intervienen
cn la integral son:

K'(r) = Kou,; r=yu,: v =ruy +2u,; ds' = dadz
r-r = yu, - aup -z |r-r| = (.1‘2+z,42+zz)1'r2
K'(r') x (r—r) = Ky x (—ru, +yu, — 2u;) = —K,(yu, ru,)

Dada la simetria de la distribucion con respecto al eje Z, como se mues-
tra en la figura P.10.4.2, cada clemento diferencial de superficie tiene un
simétrico en relacion con el eje Z, por lo que del producto vectorial ante-
rior, al sumar (integrar), desaparece la componente en la direccién del eje
Y. La integracion, por tanto, se puede hacer sobre el semiplano de z > 0 y
multiplicando el resultado por dos.

La ley de Biot y Savart para y > 0 quedard en este caso de la forma,

oo e —ydz
B - Hoop 0/ d:r/ * 575 U
47 0 o (.I'2+ yQ_I_Z?)*
Z

o

\
B=_Yeg /m ydaru
2 "Jo {(@2+y?) @2+ 2] T

L[ dz EL . [l l
B = —“—O Xoyf —"21’_21]1; — - ’u_ﬂh,_,y [_ arctan —F:I u,
0o T°H+y m Y Yiu

1
B = —5;1.,}1{0 u,

El vector B en la zona correspondiente a y < 0 cambia solo de signo, ya
que en cste caso r = —yu,, por tanto,

1 y
B = auohoux

Los resultados obtenidos son idénticos a los que hemos encontrado apli-
cando el teorema de Ampére.

PROBLEMA 10.5

Tenemos dos planos conductores perpendieulares. uno situado sobre el
plano XZ y ¢l otro sobre el XY como muestra la fignra P10.5. El segundo es
indefinido en la dircceion del eje X y se extiende desde y = 0 hasta y = oc.

Por ¢l primero circula una corriente superficial cuva densidad es: K =
K u,, y por cl segundo otra K’ = 2K u,.
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Calcular de forma aproximada el campo magnético B en el punto (0,
[. I1). considerando I > h. Razonar las condiciones en que se realiza la
APrOXIIIACION,

Figura P10.5
Solucioén

El campo magnético B en el punto P serd la suma de los campos debidos
a la corriente en el plano XZ mis la corricute en el semiplano XY,

1) Plano vertical XZ

El campo magnético debido a esta distribucién superficial de corriente
se obtiene aplicando el teorema de Ampére sobre un camino rectangular
clemental, situado en ¢l plano YZ, y que incluya parte de la corriente, véase

cl problema 10.14. El resultado para ¢l médulo del campo magnético es,
1

B = E;toh
La dircecién y sentido de dicho campo es la que corresponde a u., por
tanto,

|
B, = PYLEARLE

2) Semaplano horizontal

Aunque ¢l plano no es indefinido en la zona de y < 0. dado que I > h,
podemos considerar dicho semiplano como indefinido en el edleulo de B en
¢l punto P. Con esta consideracion, ¢l cainpo ereado por la distribucion de
corriente K’ se obtiene de forma aproximada por el procedimiento utilizado
en el caso anterior. En este caso la direccion y sentido del eampo coincide
con —1u,. En el punto (r, I, h), teniendo en cuenta la solucién del problema
10.4, la integral para el campo es,

: o a ~hdr e
B, = ﬁﬂ”/ a‘.y/ : 5y = _Ho ey, / z—yguﬂ
- Ja 7 e (24 2 + R2)Y i Syt h
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T hl-i 27 )
Como [ > h — arctan(—I/h) ~ —7 /2, y por tanto.

—

1 : .
B, ~ —E;aoft’uy ~ 1, Ky,

El campo total sera,
1
B -B; By~ .u-ofl— (§ u. — uy)
PROBLEMA 10.6

En el dispositivo que muestra la figura P10.6. Ges mnocanon v C un
tiho de radio muy pequeno. Gy C estdan alineados. 1 es nna placa metilica
indefinida. recorrida por una corriente uniforme enya densidad superficial os
K =—-RKu,.

Calendar la velocidad de salida de las particnlas cargadas, que partiendo
de G atraviesan el tubo C.

Suponeinos gue caiiéon y tubo no perturban la fuerza entre la carga v
plano metilico. Se desprecia la fuerza gravitatoria.

Solucién

Para que la trayectoria de la particula cargada no se modifique, la fuerza
perpendicular a dicha trayectoria debe ser nula.
F - Ff! + F,,
F. es la fuerza electrostética y F,,, la magnética.
F, sc calcula aplicando el método de imdgenes y F,,, mediante la ecuacién

(9.17).
Zz

G C

"y
K
Figura P10.6

El método de imédgenes, en el caso de una carga puntual ¢ frente a un
plano indefinido unido a tierra, nos permite obtener la fuerza,
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1 q°
Fe=— —11
€T dme, (2d)2F
F,, =qvxB
Para calcular F, utilizamos el valor dcl campo magnético encontrado
cn el problema 10.4, es decir, en nuestro caso el campo B por encima del
plano es:

1
B = —E;LOI{ U,

Dado que v = vy, la fuerza magnética sera:

1 1. 4
F,, — ——qapofﬁruy X Uy = q?uoﬁ IRV

Como la suma de las fuerzas electrostatica y magnética debe ser nula,
1 & 1
Fco+F,,=————=u —p,Kvu, =0
S Arme, (2d)2 7 T agHefivu,
De donde se deduce que,
1 ¢ 1

R A=
dme, (2d)2  IgHoM!
Despejando la velocidad obtenemos,
v ! - v ! 7 _u
— — f—
8mep, K d? 8meop, K d2 Y
PROBLEMA 10.7

Por el plano X7 circula una corriente cuya densidad superficial es K =
Au;. Desde el punto P(0, —d, 0) se lanza una carga ¢, de masa m, con
una velocidad v = vuy,, véase la figura P10.7. Encontrar la trayectoria de
¢ despreciando la fuerza gravitatoria. Caleular ¢l minimo valor de K para
(que la carga no atraviese ¢l plano X7

Z

-

e Y

X

Figura P10.7
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Solucién

El campo magnético debido a la corriente que circula por cl plano se
obtiene procediendo de forma andloga al caso del problema 10.4.

j{B cdl = 1

Tomando una espira rectangular perpendicular al plano y de anchura a,
obtencmos
B2a = p, 0 = p, K a
Luego
1 -

B = E:u’oﬁ U

La fuerza que actiia sobre la particula es.
1. 1 :
F = g(v x B) = quuy x §,uofﬂ. u, = —§qwf,oh u.

Ahora bien, una particula que se desplaza con velocidad # en ¢l seno de
un campo magnético uniforme, realiza un movimiento circular. Por tanto la
fuerza que ejerce ¢l campo debe ser igual a la fuerza centripeta.

P v 1 %
=m— = =qui I\
R 2q f'O

de donde
2muv

T
Cuando el radio de la trayectoria sea igual a la distancia d, dicha tra-
vectoria es tangente al plano y no lo atravesard. El valor minimo de K
Sera,

. 2mu
K =
Podd
Para valores menores de K, el radio de la trayectoria serd mayor y la
carga atravesard el plano, y con valores mayores la trayectoria de la carga
no toca el plano XZ.

PROBLEMA 10.8

Tenemos un plano conductor indefinido en X y Z, coincidente con ¢l
plano XZ. Por dicho plano circula una densidad de corriente K = Ku;. A
una distancia d del plano se sitiia un hilo indefinido como muestra la figura
P10.8. Por el hilo circula una corriente 7

Calcular la fuerza por unidad de longitud que se ¢jerce sobre el hilo.
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Solucion

En primer lngar determinamos ¢l campo magnético en el espacio a la
derecha del plano indefinido. Aplicamos el teorema de Ampere a un circuito
rectangular ABC'D como se indica en la figura P10.8,

}£B-d1;p,nr
C
Z

]

G L -
D B g
A

X

Figura P10.8
Teniendo en cuenta que por simetrfa el producto B-dl es distinto de cero
linicamente en los tramos AB y CD, y que I = K I siendo 1 1a longitud del
tramo ADB; Tendremos
2B al =i R
Luego
1 '
B=- -2-;:.011 u,

Ahora, la fuerza sobre un elemento de circuito I dl viene dada por la
expresion

dF = Idl x B
Con Idl = I'dzu,
Luego i ]
dF - J“gﬁ dz (1, % ug) = -—_-_I‘”'O;”"'z u,
Y la fuerza por unidad de longitud sera
A = —lfp. K u
dz 2 e T

PROBLEMA 10.9

Sobre i plano coincidente con el XZ eircula ma densidad de coriente
superficial K = KN u.. A wna distancia a disponcmos nn condnetor doblado
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en dngulo recto como nmestra la figura 10,9, donde b = 2a. Por dicho
conductor cirenla una corriente 1.

Calendar la fuerza que ojerce el camnpo ercado por ladensidad de corriente
K sobre ol conductor doblado.

Solucion

Como hemos visto en el problema 10,4 v posteriores. ol campo que pro-
duce la ldmina indefinida es.

1 N
B=~'[‘:) u, : y>0
Para calenlar la fucrza aplicamos F = 11 x B

Tramo 1
Segmento paralelo al plano. 1 = au;.

I I 1N
Fl = la {‘uz * u.r) (_ﬂu \) . ﬂ{l‘u Y

2 2 v
z
ay.
I
I
o .
u h Y
X

Figura I’10.9
Tramo 2
Segmento perpendicular al plano. 1 = (b— a)u,. Aplicando b = 2a,
I = au,. Y dado que la corriente tiene el sentido de —u,, 1a fuerza serd.

TV N Tap, K
F2 —_ —fﬂ'(uu > ‘..l'r) _-(:2_ e —_2l?'_ =
La fuerza total sobre el conductor doblado es.
laj K
Fo—Fi+Fp = —£2"(u,+u,)

e

PROBLEMA 10.10
Por un cilindro indefinido. de radio a v eje Z. véase la figura P10C10,
cirenla mma densidad de corviente
J =0, (1 - exp(—p/a)u.
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Calcular el campo magnético ercado por la citada corriente cnando p < a
V para p > a.

Solucién

Para encontrar el campo, dada la simetria cilindrica de la distribucién
de corriente aplicamos cl teorema de Ampére.

Por simetria B ¢s paralelo a n, (B || u).

Distinguiremos dos zonas. una para p > a y la otra cnando p < a.
Z

at

Figura P10.10
Zona erterior, p > a.
La forma gencral del teorema de Ampére es,

j&B-dl-—;aafJ-dS
C S

donde " es una circunferencia en la que B es paralelo a dl en todos los
puntos. Por tanto,

f B-dl =2mpB
C

Calculamos [ J - ds, con ds = 2mpdpu;; la integral se extiende a la
seccion circular total del cilindro.
Sustituyendo J y operando,

@ 2 a
/S J.ds = 2nlJ, ]D (1 — exp(—p/a)) pdp = 2 d, (%— - L exp( —ﬂ/ﬂ»)ﬂdﬂ)

La integral de la exponencial entre 0 y a tiene el siguiente valor,

/ exp(—p/a)pdp = a® (1 - 2)
0 €

I---fJ-ds-—?m?Jo(E—I)
s e

Operando,
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Despejando B.
1,1 a’J, {4
B(p) = QLU(’O = I"«-oﬁ (— —1)u,

P e

Zona interior, p < a

La circulacién del vector B ticne la misma expresién, ahora para un
circuito con p < a,

fB*d.l:ZﬂpB
C

La corriente total encerrada por este nuevo circuito vale ahora,

P 2 P
I'=2xJ, [ (1 —exp(—p'/a)) p'dp" = 27, (% — / exp(—p’/a]p’dp")
Jo 0

La integral de la exponencial entre O y p tiene el siguiente valor,
exp(—p/a)p'dp’ = a* (1 = (1 + p/a) exp(—p/a))

0
Sustituyendo y operando,

I'= /SJ -ds = 2nJ, {% —a* (1= (14 p/a) exp(—p/a))}

El campo magnético en la zona interior al cilindro (p < a) seré,

2
B(p) = % {%—- —a?(1—(1+ p/a) exp(—p/a,))} u,

PROBLEMA 10.11

Por dos conductores indefinidos, cuyas secciones transversales respecti-
vas se muestran en la figura P10.11.1, circulan las siguientes densidades de
corriente: Seccién del circulo de radio B ANBO J; = J u,. Seccion ANBCO/
J 2 — —J Uy

Calcular el campo magnético B en ¢l segmento O0).

Solucién

Figura P10.11.1
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El sistema diseniado, aplicando ¢l principio de superposicion. se comporta
como dos distribuciones de corriente Jy y Jo que circulan respectivamente
sobre todo el volumen del cilindro correspondiente; Jy solwe ¢l cilindro de
racdio R y centro en O y J, sobre cilindro del mismo radio y centro en O,

Calculamos B en el segmento OO’ aplicando el teorema de Amipere y
cl principio de superposicion.

El valor de B en OO debido a 3y es:

1

fB] dl = 2}'r,() B.pl — Mg J ?1'{)2 » B‘:,] == —21:0 .fp

Dada la direccion y sentido de Jy, sobre cl ¢je Y el vector unitario u, es
ignal a u-, por tanto,
1

B, = SHo J pu,

El campo Ba correspondiente a J se obtiene aplicando ¢l mismo pro-
cedimiento del caso anterior.  Ahora, teniendo en cuenta ¢l sentido de la
corriente Ja, que el centro es O y el radio desde O es p', seri:

1
Bs = E;roJ p .

Dado que p+ p' = R en cualquier punto del segmento OO'. ¢l campo
magnético total sera:

1
B=-B;,+B;= Ho J(p+p ),
1
B - §,quRu:

Se puede demostrar que ¢l campo magnético B en todo ¢l hueco del
sistema por donde no pasa corriente es uniforme ¢ ignal a B.

Figura P10.11.2
Si nos fijamos en la figura P10.11.2, las componentes son:
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1
B, = EHOJ psenyu, + 5"" J peos gu,
1 |
B) = 5ho J p’:semp' u, + 5;:” I cos o’ u,

en la misma figura podemos ver que,

! f !
peosp+ pleosy’ =Ry pseng — plseng
En consecuencia, la suma de los dos valores sera:

1
B=DB;+B;= §,u{,J Ru,
que es cl valor calculado antes.
PROBLEMA 10.12

Un sistema de condnctores, indefinido en la direceion del eje X, tiene nua
seccion transversal como la indicada en la figura P10.12. Por ¢l conductor
con la seccion rayada horizontalmente circula una corviente cuya densidad
es JJ =.J,u,. Por el que tiene la seccién rayada verticahnente la corriente es
J = -2.7 ,u,. Calcular ¢l campo magnético 3 en ol pnuto P= (0. R. 0).

1

! E Jn

l:_' -
Y
\ra—
il 7
/}{\_____/
Figura P10.12

Solucién

Aplicando el principio de superposicién el sistema dado es equivalente a:

1) Un conductor cilindrico indefinido en la direccion del cje X. de radio
R, centrado en (0. 0, 0) ¥ por el que pasa una corriente cuya densidad os
Ji = Jyu,. 2) Un conductor cilindrico indefinido en la direccion del cje X,
de radio R/2. centrado en (0, R/2. 0) y por el que pasa una corriente cuya
densidad es Jo = -3 J,u,.

La contribucién de cada corriente al campo magnético en el punto P (0,
R, 0) sc puede calcular mediante el teorema de Ampere,

fB-dl;;tofJ'ds



402 CAPITULO 10. CAMPO MAGNETICO 11

eligiendo apropiadamente el circuito de integracion que pase por P.
1) Conductor de seccién circular, de radio R y centrado en (0. 0. 0).
La corriente total que atraviesa el conductor es.
I = le-d.s—Jo?rRz

Sobre el camino de integracion de radio R y centro (0, 0, 0), y dada la
simetria cilindrica del sistema,

2m
B-u’IZ/ Bluw-l?d«,?u.p=B|21rR
0
aplicando el teorema tenemos la siguiente relacion,

Bi27R = J,nR?

despejando B resulta que.

1
B, = §F"OJOR

En el punto P. segiin la regla del tornillo destrorsum, la direccién del
campo cs tal que u, = u;, por tanto,
1
B, = §I‘oJoR u.

2) Siguniendo el procedimiento del caso anterior, elegimos ahora un con-
ductor de seccién circular, de radio /2, centrado en (0, R/2, 0). Ahora la

corriente total que atraviesa el circulo es,

Ir — sz -ds = —3JO7T(R,/2)2 = —g. ni‘TH2

2n R R
J0 -

de donde,

By 7R = —%JO?TRQ

Aplicando la regla del tornillo, el campo magnético creado en este caso
Sera,

B; = —gpoJoR 1)
El campo total se obtiene sumando las dos contribuciones, por tanto es:
B=B; +B;=- iﬂoJoRu;:
PROBLEMA 10.13

Por un conductor indefinido en la direccion del eje Z y seccién transversal

como muestra la figura P10.13. circula una corriente cuva densidad es J =
Ju..
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Calenlar el campo magnético B en los puntos (a/2, 0, 0) y ( 2a, 0, 0),
Soluciéon

Resolvemos el problema aplicando el teorema de Ampére y el principio
de superposicion.

El sistema de corrientes equivalente al propuesto es el siguiente:

1) Cilindro indefinido de radio a y cje Z centrado en (0, 0, 0), por el que
circula una corriente Ju.. 2) Cilindro indefinido de radio a/2 v eje en la
direccién de Z, centrado en (a/2, 0, 0), por ¢l que circula una corriente —J u,.
3) Cilindro indefinido de radio a/2 y eje en la direccién de Z, centrado en

(—a/2, 0, 0), por el que circula una corricnte —J u,.
Y

Figura P10.13
Puesto que se trata de conductores practicamente infinitos en la direccién
del eje Z, podemos aplicar la ley de Ampére a cada una de estas distribu-
ciones parciales para obtener el campo:

]B Th=pF = p /J
Donde €' es la circunferencia de centro coincidente con el de la distribucién
considerada, y de radio tal que pase por el punto en ¢l que se desea calcular
el campo. S s el drca limitada por el camino C.

Dada la simetrfa cilindrica de la corriente B es paralelo a dl ( B || dl) y
Jads (J || ds). La direccién de B es perpendicular a la corriente y al vector
de posicién, que en los casos propucstos corresponden respectivamente a u,
¥ Up, por tanto la direccién de B coincide con la de ug = u, X u,, donde u,
es el vector unitario radial con respecto al cje de la distribucion considerada.
El signo de u, depende del sentido de la corriente.

1) Punto (a/2, 0, 0)

Distribucién 1

El punto considerado es interior a la distribucién. Aplicando el teorema
de Ampeére,

By 27(a/2) = p,J w(a/2)?
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En dicho punto
up — l.l_-.;-
El sentido de la corriente es ¢l de w., por tanto el campo magnético sera,

p,J(a/2)? i, Ja
B — (] " - (2 "
2aj2) Ve X Ue) =Ty

Distribucién 2

El punto donde se desca calcular el campo coincide con el centro de la
distribucién, por tanto:

Bs =0
Distribucién 3
Procedemos como en la distribueion 1.
B3 2r(a/2 + a/2) = i, J (a/2)?

El sentido de la corriente es el de —u, y en este caso u, = ug, cn

CONSECUENCIA.
2
1. J(a/2

El campo magnético debido a la distribucién de corriente en el punto
(a/2, 0, 0) es:

foda

B(a/2,0,0) =B +By+ B3 =

2) Punto (2a, 0, 0)
Ahora este punto es exterior a todas las distribuciones
Distribucion 1
B 27(2a) = p,Jwa® ; u, =,
LoJa
4

Uy

, Moda?
By da
Distribucién 2
BY21(2a — a/2) = p,J m(a/2)? 5 v, =y,
oJ(a)2)?
B, = A N dl—
2= o@Bajz) V) XU

(U X ug) = 1y

pola
12

Distribucién 3
B 2m(2a + a/2) = pod 7(a/2)? : u, = u,

| _ pod(a/2)?  pda
37 2(5a/2) i R T
El campo debido a la distribucion propuesta en el punto (2a, 0, 0) es:

B'(2a, 0, 0) = B} + B, + B} = %,ﬂ.ﬂJu uy
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PROBLEMA 10.14

Una placa conductora de espesor ¢, pricticamente indefinida en las di-
recciones Xy Z. posee un hucco cilindrico de radio ¢/2 vy cje coincidente
con el X (véase la figura P10.1-40.1). Por la placa. salvo el hucco. cirenla una
densidad de corriente J = Jou,.

Calealar el campo magnético creado en el punto I? sitnado sobre el cje
Y a una distancia d del origen de coordenadas.

7z V4
- E"
| zZ
lL./,x’ IB,
/Q : I ‘/?/ o _LEY /43%
_ B,

/*'-Ji X X
X
I ] b
Figura P10.14.1 Figura P10.14.2
Solucion

Aplicamos cl principio de superposicion lineal, v en consecucncia el siste-
ma se comporta como una placa indefinida, como muestra la figura P10.14.2a
mas un cilindro cuya seccién transversal se muestra en la figura P10.14.25
por el que circula una corriente J en sentido contrario.

Para calcular ¢l campo magnético debido a la placa indefinida, aplicamos
cl teorema de Ampeére sobre el rectangulo que pasa por P. Como la placa es
indefimida, considerando los resultados obtenidos en el problema 10.4, By es
uniforme e igual a Byu, en la parte derecha de la placa. y del mismo médulo
pero de sentido contrario en la parte izquicrda, por tanto,

1
QLB_[ =S p‘.oJEL - Bl = 5”0 e.J 1

Calculamos la aportacion del cilindro mediante la aplicacién del teorcma
de Ampeére sobre la circunferencia de radio d indicada en la igura P10.14.25.

iy 2
21d By = jiw (%) J
En cl punto P,
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f’2

ogd U

Sumando lag dos aportaciones tendremos el campo magnético en el punto

B2 = —l

P,
1 e
B=Bi+B; -~ gp,cl (1— E) u,
PROBLEMA 10.15

Por una cspira circular, situada en el plano XY. de radio R = 2 cm y
centro en el origen de coordenadas, pasa un corriente I = 2 A.

1) Calcular ¢l campo magnético B en un punto del cje Z.

2) Aplicando las ecuaciones V-B =0y V x B = pJ, calcular, en el
punto (0. 0. 20 cm), cl radio del entorno del eje Z de forma que la variacion
de la componentes B, sea el 2 % de su valor en el citado punto.

3) Comprobar la influencia de la posicién sobre el ¢je Z repitiendo los
cdlculos en los punto (0, 0, 10 ¢m) y (0, 0, 30cm).

Solucién

1) Como vimos en el problema 9.3, el campo magnético debido a una
espira circular en el punto (0, 0, z) del eje Z cs:

i, 1 R? N
Sustituyendo los valores de i, I y R, obtenemos,
4 %1071
u
‘(4 x 1044 22)%2 7
2) En los puntos del eje Z la divergencia y el rotacional de B son nulos.

Las expresiones para V- B y V x B en coordenadas cilindricas son:

1 d 108, on
-B==—{(pB e £

_ (10B, 9B, dB, 0B, 1/ 0 JdB,,
VxB = (P 92 02 ) u,+ ( 7, 8,0) u¢+p (ap(pB{p) Je u,

Como la corriente ticne la direccién y sentido de ug, cl vector B es siem-
pre perpendicular a ug, por tanto B, = 0. Las componentes del rotacional
son nulas, ya que V x B = 0.

Con las condiciones enunciadas, las dos ecuaciones anteriores quedan de
la forma:

(10.15.1)

B=u

=0
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%a% (pB,) + % ~0 (10.15.2)
%ﬁ —0 (10.15.3)

%B; —0 (10.15.4)

% _ %iz —0 (10.15.5)

De las ecuaciones (10.15.3) y (10.15.4) se deduce en primer lugar que B,
y B, no dependen de ¢.

Derivamos la ecuacién (10.15.1) con respecto a z y sustituimos el valor
obtenido en la ecuacién (10.15.2).

pld ( B
2 dz (R2+22)3/2

OB, p,l 3R? 2

1 I 3R*z B
Ea_p(pBﬂ) s 2 (R2—|—22)5'!2 — F(z)

Integrando la iltima ecuacién se obtienc B,,.
1 C
d(pBy) = pF(z)dp — B, = 5pF(2) + =

Las condiciones para determinar la constante de integracién C son:
Para p = 0 B, = 0, por tanto C' = 0. La componente B, sera,
i, I 3R 22
ST,
Mediante el valor de B, obtenido y la ecuacion (10.15.5) podemos calcu-
lar B, cn puntos préximos al eje Z.
0B, 0B, u,I 3R%*p 1 522
dp 0z 4 (R24 ,2)3? ( a {R2+z2))
La integracién de la ecuacién anterior con respecto a p nos permite calcu-
lar B, en puntos proximos al eje Z.
:‘HOI SRQPQ ( _L)+D
8 (R24 22)5/? (R? + 22)

z
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La constante de integracion D sc calcula teniendo en cuenta las condi-
ciones en p = 0.

Para p = 0, B, = B.(0, 2), valor dado por la ecuacion (10.15.1), de
donde se deduce D,

pol R
B, = — D
B 2 ( R? + 22}3f 2
Sustituyendo D en la ecnacién anterior, obtencmos B, (p, 2).
La variacién que experimenta B, cuando nos desplazamos una distancia

p del eje sera:

AB, = B:-:(U1 z) — B?(.O- z) =D — By(p. 2)

2 2 .2
AB, = 1, I  3R°p Hz _
8 (R2+ 22)°2 \(R?+2%)

A, B 3 pz 522 .
B.(0, z) 4(R?+22%) \(R? 4 22)

En el caso de que la variacion relativa anterior sea 0,02. ¢l valor de p que

le corresponde sera:
oy 2 . a2 1/2
g (AEAT) ) j02) o (BUEEHE)
3 422 — R? 3 422 - R?
Con los datos del problema: R = 0,02 m, y 2 = 0,2 m,
p~ 165 1072 m

3)

Utilizando la expresion anterior, calculamos los valores de p cunando z =
10 cm. y z = 30 cm.

Para 2 = 0,1m — p=~853x 10 3m

Para z = 0,3m — p~2,46x 1072 m
Cuando 2z < R se toma AB, = B,(p, z) — B,(0, 2).
Cuando 2z = R,

cn los puntos préoximos al cje Z.
PROBLEMA 10.16

Un condnetor tubular indefinido, cuvo radio interior os ¢ v exterior b(h =
2a). tiene nn orificio cilindrico indefinido de radio ¢ (@ = 1) v eje paralclo
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al tubo, véase la seecion transversal en la figura P10.16(1). Por el conductor
circula una corriente I distribuida aniformemente.

1) Caleular ¢l veetor B en el interior del cilindro de radio c.

2) Claleular B sobre ol ¢je X! siendo OX = p = 0 > b,

Solucion

1) B en el mterior del cilindro

AR - Y
‘b=2a_|_ "
/ \ P P
[ {0 VL
7 Ion |
1& \ a o/ X 0 d o X
] 3
00' -«
(1 (2)

Figura P10.16

El cdlculo se hace aplicando el teorema de Ampére y el principio de
superposicion a tres corrientes cilindricas uniformes. Una sobre ¢l cilindro
de radio b con direccion y sentido de u.; otra sobre el cilindro de radio ¢ ¥
centro en O/, cuya direccion y sentido sea —u. v la tercera sobre ¢l cilindro
de radio a y centro en O en la direccion y sentido de —u..

Como se indica en la figura P10.16(2). en los cilindros de centro en O se
toma la distancia p v en el de centro en O se toma p'.

La densidad de corriente para los tres cilindros cs.
- I I 1
T owRk? w(b?— a2 —e2)  wdTc?
Aplicando el teorema de Ampére obtencinos los valores del los campos
magnéticos debidos a las corrientes sobre cada cilindro.

Campo magnético debido al cilindro de radio b

1
2mp By = i wp* — By = Spiol p

Sobre el cje X u, = fu; X up; el signo de u, depende del sentido de la
corriente en el cilindro considerado.
En este caso u, = u. x u,, por tanto,
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B, = %,H@J,O(llz s “p) = %P"OJ(UZ X p)
Campo magnético debido al cilindro de radio a
Operando de forma andloga al caso anterior y teniendo en cuenta que
p > a, tencmos que,

9 1 a’
2wp Byo = pdma® — Bea — E‘u”JF
Ahora, dado que el sentido de la corriente es hacia z < 0, u, = —u, x u,,
por tanto,
1 a?
By = -—E;LOJ?[UZ X )

Campo magnético debido al cilindro de radio ¢ y centro en ¢/

El punto estd en el interior del cilindro de radio ¢, en consccuencia,
1

I _ 12 _ !
27p Byz = poJ mp » Bz = E‘U'OJ p
Aqui, dado el sentido de la corriente y el cambio de origen uf, = —u, x u”cn
donde u), cs el vector unitario radial con ceutro en (. El campo serd,

1 1
B; — —E;LOJ P, x ), = —-2-;,50J (. x o)
Nos intercsa encontrar ¢l valor total B en funcién de la distancia p al
centro O. Para esto, si observamos la figura P10.16(2), podemos comprobar
que,

e / rot 3
OO =d=p—p =pu, -pu, ; \d[zin—ﬁr

La suma de los tres valores obtenidos anteriormente nos leva a,
1 a?
B =B+ (B, | B3) = EMOJ (—?uz X Wy, + Uy X d)

2) Campo B sobre el eje X
En este caso se procede de forma similar al anterior. pero ahora todos
los campos se calculan fuera de la distribucion de corriente, cs decir,
1 b2
2mp B':S'l = P“onf’E ™ Bfl . aﬁoJ -;;{uz X up)

1 2
27p B:g —pJma® - B = —EILOJ %{uz X )

1
2mp' B, — pJmet - B = —-2-;.1.0.} ?(uz x u)
El campo magnético total B’ seréa:
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! / ! ;1 b — a® c '
B'=B| + B, + B = 5,{1,0;)? : (u. x up) — E(uz x )

Como sobre el eje X

p=x; pf=r—d=r—6¢c; u,xu,=uy; U X u, = u,
Sustituyendo a, b y d en funcién de ¢, teniendo en cuenta las relaciones
anteriores v que J = I/(747¢?), queda,

B — I G4e? 16{‘.2u % N
— Fo 97 ¢2 xr Yoor—6e Y

) 48 1
f f— — . —
e Hogan ( x  r-— ﬁc:) Y

PROBLEMA 10.17

Caleular el potencial vector magnético en puntos del eje Y debido a la
distribucién de corriente superficial que nmestra la figura P10.17.
Indefinida sobre el eje Z y con,

. y =0 i s i Y= 0
K = Ku. para d<v<od ° K = —Ku. para —d< —r < —2d
/
7z
K
y 1
K|l 1
» 1* Y
Ak d
Sl dV
X| .19
a
Figura P10.17
Solucion

Aplicamos la ecuacion (10.20) para el caso de corrientes superficiales,
que es la siguiente:
! A
I K(r')ds
A Js Ir —r |
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Para la distribucién dada, ds’ = da' dz'. Los limites de integracion son
dy 2d para x'. -z y 2’ en ¢l caso de la variable 2’ 0 0 v 2’ nmltiplicando la
integral por 2. A(y) c¢s de la forma,

Aly) = Ho /Qdd;r" 9 /'z’ KNu.dz' 9 [’"" hNu.dz
A7 | Ja Jo fr—ril o vy
Los vectores vy v} y rh, sow:

r=yu,: ry=au,+2v: rh=—r'u, + 2 u.
Dada la simetria de la distribucién con respecto al eje Y,
I e R N

Como el denominador de las dos integrales que figuran eu el interior del
paréntesis pequeno es igual, las dos tienen el mismo valor, en consccuencia
su diferencia es nula. es decir.

Aly) =0

Dada la simetrfa de la distribucion, el potencial vector magnético es mmlo
sobre ¢l ¢je Y. Esto no quicre decir que sca nulo el vector B = V x A, ya
que la derivadas de A no son todas nulas.

PROBLEMA 10.18

Dada la distribucion superficial de corriente sobre ol plano X7 indicada
en la figura P10 18, con
o
K - J\ !__ ll;
r
1) Caleular ¢l potencial vector magnético en puntos del ¢je Y (i > 0).
2) Calcular ¢l potencial vector en puntos del plano XY,

Z //
K/—a
ot
)
4 ,,/

Figura P10.18
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Solucion

1) Potencial vector sobre el eje Y

Este problema sc planteca de forma similar al 10.17. Ahora se toman
dos franjas simétricas con respecto al cje Z de anchura da’. Los limites de
integracion para la variable 1 son entre () y a. Los de la variable 2z’ son de
0 a oc, multiplicando por 2 la integral. El potencial vector magnético sc
calcula mediante la siguiente expresion:

Iz e ¢ Ku.d:' ' Ku.dz’
A(y) = e /d,r 2[ e e R ke
‘ 4w{.0 (.ﬂ CRr AR A

Los vectores de posicion son:

! ! !
r=yu,: rj=z2'u,+2'u;; rh=—1'u, +2'u;
Dada la simetria de la distribucién con respecto al eje Y.
A Vo 4 1/2
r—r1|—|r—1‘2|—( + 1 + 2 )

La dos integrales entre el paréntesis () curvado son 1gualos por tanto
¢l potencial vector A(y) s nulo sobre el cje Y.
2) Potencial vector en puntos del plano XY

Para calcular el potencial vector cn ¢l plano XY, se utiliza la misma
expresion y los mismos valores de r] y r. En este caso cambia el vector de
posicion r y las distancias desde el punto determinado por r y las fuentes,
que son,

r =.oru, + yu,

Il‘ o r)‘l| = ((il' . .1")2 R y2 + E’E)UQ — (P? i .‘;”2) 1/2

T T 1Y I B O 0 ¥ b 2 .y 1/2
e —rh| = ((x+a" P +92+ %) = (p5+ 2 )
Sustituyendo estos valores en la expresion inicial obtenemos,

! ;1 ! a2 ,:,.f
Az, y) = Ha f Kdx' | 2 [ dz —32 [ g u.
7 | Jy Jo (Pl + ",,.2}1/2 Jo (p% + 2!2) i :

Alr,y) = ;‘; Ix da’ {Ilu( (;J + 7"2)1;2)];
T

oy 1/2 1/2
A(x, y) = L Ix dr' ¢ In 2+ (it s ) > | +1In p u.
o 2+ (P8 + 22) /2 I

Tomando el l:mll..e de la funcion a la que se aplica el logaritmo cuando z
tiende a oo, v simplificando el segundo término con logaritinos queda,
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. 2+ (p} + 22)/*
lim [ In 7z =0
=\ (g
R e - T+ )2 2
A{J.". y_) — fui_ﬂ- /-; dz' 1n (é%) u, — f-‘olr\ /(; In ((1 + a2 ) +y ) dﬂ?fllz

pe T (x —a')2 + y2
Descomponiendo el logaritmo del cociente en diferencia de logaritmos,
tendremos dos integrales de la forma,

/111(112 + %)du = uln(u® + y?) — 2u + 2y arctg(u/y)

una con n = x + 2’ v la otra con v’ = x — 2'. Con estos cambios de
variable, se modifican los limites de integracion, de forma que para u = x4+ 2/

los limites son x y (& + a), mientras que para ' = ¢ — ' son x y (x — a).
En el primer caso du = dr’ y en el segundo du’ = —da’.
En definitiva,
A(r,y) = f—‘:‘[{uz { [u.ln{u2 +9%) — 2u+ 2y arctg(u.fy)] i+a 1
- x

[« In(u" + ) — 20’ + 2y arctg{i.s'/y)]:_q}
Realizando operaciones obtenemos la expresion final del potencial vector
en el plano XY, que es:

) X4 a W —
A(r,y) = f—;I{uz {anrctg G L

i} %
+ 2y arctg - 4y arctg — }
Y ()

Cuando 2 = 0 — A(x, y) = 0, que coincide con ¢ resultado de la primera
parte.

PROBLEMA 10.19

Por un cilindro conductor indefinido de radio a, circula una corriente
cuya densidad es:
p
J . Jo"-uz

a
Calcular el potencial vector magnético.
Ayuda: Supouer un potencial vector de referencia para p = a
Soluciéon

Para calcular el potencial vector magnético se puede utilizar la ecuacion
(10.17) o la ecuacion (10.18).

Dada la direccién y simetria de la densidad de corriente J, A sélo ticne
componente A, como se pucde deducir de la ecuacién (10.17). Ademés con
esta simetria A, sélo depende del radio y no de las coordenadas z y ¢.
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Con las condiciones anteriores, en coordenadas cilindricas la ecuacion
diferencial de la componente A, es:
(VQA)Z ldd (pdAz)
pdp \" dp
Como s6lo hay densidad de corriente en p < a, la ecuacién diferencial en
las dos zonas es de la forma siguiente:

1 d dA P
i (i) = ot para o<
1d [ dA
(p z):(} para p>a
pdp\"dp

La integracién de las dos ecuacionces anteriores no permite calcular la
componente A,.
Cuando p > a la segunda ecuacién queda de la forma,
dA,
—C
I

Mediante una integracién tenemos,

A, =Clnp+ ('
Suponiendo que A, =0 en p=aq,

C'"+Clna=0 — ("= —-Clna

y por tanto,

A= Cln— (10.19.1)

Para p < a, se utiliza la primera ecuacién diferencial. Mediante una
doble integracién se obtiene A,.
1% integracion:
dA, o

pdp ,{LGJOS + D

2% integracion:

o
A, uJ +Jnnp+D’ (10.19.2)
Calculamos las constantes C, D A D" de la forma siguientce:
12 Por definicion B =V x A en este problema,
B=-—"2u
dp
El valor de B en las dos zonas se calcula aplicando la relacién anterior
con los respectivos valores dados por las ecuaciones (10.19.1) y (10-19.2):
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C
Para p>a — B=——u,
p
2
p D
Para p < B =p,Jo— — —
ara p<a — He 2 o

Como en p =0 B # oc, ya que J(0) = 0, se deduce que D = 0.

Por otra parte las componentes tangenciales de B son continuas en p = a,
dado que en las dos zonas la permeabilidad cs ft, ¥ no hay densidad de
corriente superficial sobre el cilindro de radio a. De esta condicion se deduce
que.

¢ 1 |
e B;LIa—vf——g,uJu,

La constante D' no influye en el valor de B, ya que al derivar se anula, v
en consecuencia cualquier valor de la constante 1Y daria el mismo resultado
para B. Se calcula D’ aplicando la continuidad de la componente A. en
0= a.

Jn 1 a
—p,—a® + D' = ——;LOJO a? (ln —) =0
“Oa «
g,
D=y, = S a®

Sustituyendo los valores de las constantes calculadas en las ecuaciones

(10.19.1) ¥ (10.19.2), queda el potencial vector de la forma,

L P
Ar=—=p J,alIn* ara p > a
z 3.‘ (4] ﬂ p p

A, = ,u:og “(a® = p*) para p<a
PROBLEMA 10.20

Tenemos un solenoide de radio e v longitud pricticamente indefinida,
situado como indica la figura P10.20. Ticne n espiras por metro v circula
por ellas una corriente 1.

Se supone ¢l solenoide ideal. por tanto no existe componente 3. fuera
del solenovide (p > a) y es uniforme en su interior.

1) Teniendo en cuenta B = ¥ x A, demwostrar que existe A fuera del
solenoide y caleular la variacion de la componente A, con la distancia al ¢je.

2) Caleular la cireulacion de A sobre ¢l camino MNPQ indicado en la
figura P10.20. ;Qué conclusiones se deducen del cidleulo anterior?

Solucion

1) Componente del potencial vector magnético
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El teorema de Stokes establece que,

[g{VxA}-ds=‘£A-dl

donde S es la superficie limitada por el contorno C.

Como B=V x A,

(10.20.1)

Figura P10.20
Es decir, la circulacién de A sobre el contorno ¢ depende del flujo del
vector B a traves de la superficie S limitada por C.
S6lo hay componente B en el interior del solenoide, y esta se demuestra
que es B, = ponlu..
El flujo a través de todo circulo con centro sobre ¢l eje Z y radio p > a

SCTa:
(L
P = [ B27pdp = B. = pnl wa®
J0
De donde se deduce que,

A-dl = pnl ma®
La relacién anterior 11111esifm que A es distinto de cero fuera del solenoide,
va que lo es su circulacion sobre (. Es decir, existe A en el exterior del
solenoide aunque la componente B sca mula en el exterior.
Para calcular la componente A utilizamos la relacién anterior y la si-
metria cilindrica de la corriente,

2
j{ A-dl= [ Appdyg =27p A, = pnl 7a?
0

Despejando A, obtenemos la siguiente I't‘ld( 160
nl wa® 1

2'}TE

Ao =p,
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2) Circulacion de A
Aplicamos la ecuacién (10.20.1) deducida anteriormente al camino MNPQ,
dado que B, es nula. el flujo de B serd nulo, por tanto,

f A-dl=0
MNPQ

En los caleulos realizados se demuestra que en un punto del espacio puede
no existir un campo magnético B y ser distinto de cero el potencial vector
A. Por otra parte, siempre que la circulacién de A es nula lo es B, ya que
asi lo impone la relacién que define B en funcién de A (B = V x A). En
otras palabras, B == 0 si la circulacion de A sobre el contorno cerrado es
nula.

PROBLEMA 10.21

Dos solenoides coaxiales, cuvos radios respectivos son « v b, se dispouen
de forma gue su ¢je conmim es el Z. El sentido de 1a corriente I en las n
espiras por unidad de longitud de cada solenoide se nestra en la fignra
P10.21. Suponemos dichos solenoides indefinidos en la direceion del eje Z.

Caleular el potencial vector magnético A en el pnnto I sitnado sobre el
cjie Y a nua distancia ¢

a b

Figura P10.21
Solucién

En un camino cerrado el potencial vector magnético cumple la siguiente

condicion,
d = f A-dl
C

Es decir, la circulacion del vector A sobre el camino cerrado C es igual
que el flujo total del campo magnético B a través de la superficie limitada
por el camino C.



10.2. PROBLEMAS 419

Dada la simetrfa cilindrica del sistema, A = A u,.
En la circunferencia de radio ¢ se verifica que,

}A'(HZ Dy + Py
&

b+
MmeA, =+ by — Arp.:%

Los flujos magnéticos debidos a los solenoides son,
Py =7b*B-u, ; P3=7a’Bs-u,
El campo dentro de cada solenoide, dado ¢l sentido opuesto de las co-
rrientes, es,
Bi=p,nlu, ; Bo=—pu,nlu,
Sustituyendo los campos tendremos.
by =ab’pu,nl ; Py=—mwap,nl
El flujo total sera.
¢ =P+ Py =7 p,nl (b*>—d’)
El médulo del potencial vector serd,
(b* — a?)

Ay = y |
o = HoT o

En el punto P,
(0% — a?)

A= pnl ———=u,=—p,nl

2c
PROBLEMA 10.22

(b? — 0.2)
2¢

g

Disponemos nn conduetor de conductividad A en forma de anillo partido.
de espesor ¢ voradios a v b (a < b). siendo la ramua 7 de anchura desprecia-
ble. En los dos extremos de Ta ramara se depositan sendas eapas metdlicas de
espesor despreciable v conductividad 77 >+ 4. Se coneetan dichos extremos
a una baterfa de fean. V,. Véase la figura 210,22

(falenlar el momento dipolar magnético debido a la corriente que circnla
por el anillo.

Solucién

Fl momento dipolar magnético debido a una distribucion de corriente se
calcula utilizando la ecnacion (10.28).

m = l / (r x J(x")) o
2 i

En nuestro caso r = pu, + zu, y v’ = pu,.
Sobre una circunferencia de radio p (@ < p < b) se calcula J teniendo en
cuenta la ley de Ohm J = vE y, por tanto, tenemos que calcular previamente
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cl campo cléctrico E. Por consideraciones de simetria ol campo debe ser
tangencial v ademas, dada la situacion de la bateria. tiene ¢l mismo sentido
que el moviniento de las agujas del reloj: es decir E « —u ..

Ademés. como no hay carga libre, V - E = 0 lo que significa. que E, al
tener sélo componente tangencial, no depende del dngulo .

Figura P10.22
Calculamos ahora la integral de linca de E sobre cualquicr circunferencia
que una las dos placas. El resultado tiene que ser igual a V,, va que la
conductividad " = -+, se puede suponer que V, ¢s el mismo para cualquier

radio p. Es decir,
fﬂm~n

27
f Epdy — 27pF = V,
0
por tanto ¢l campo vale

|
E- —u,
2mp
y la densidad de corriente sera,
V.
J . _F} ﬁugp
27p

Ahora podemos caleular ya el momento dipolar magnético a traves de
la formula (10.28) indicada anteriormente. donde r — pu, + zu. y de’ =
pdpdzde.

Sustituyendo

~V gl o 2T
m = —0/ dp / dz / (pu, + 20 ) X (—u,)dy
dn Jq JO J0
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Resolvemos primero la integral en ¢ calculando previamente los produc-
tos vectoriales,

pu, X (—ug) = —pu: ¥y ozue X (—uy) = zu,

,.!1' h c DT
m-— —= dp/ d.z] (—pu; + zu,)dy
dm a ] ]

La integral de la componente u, sc anula dadoe que u,(y) = — u,(@+7),
es decir cada zona elemental ticne una simétrica donde el sentido de u, es
opucsto y al integrar se anula dicha componente.

2r 21
f 2u,dg =0 / —pu. dyp = —2mwpu,
0 0

Sustituyendo el resultado anterior e integrando en p y z:

¥ e b
m-—= — i “u. / dz pdp
2 0 7

El momento dipolar magnético debido a la distribucién de corriente en
¢l anillo es:

m = —

PROBLEMA 10.23

-

e @2~ )

Sobre un disco de radio a y espesor e circula una corriente cuya densidad
es:

0
J — J—ll
a
Calcular el momento dipolar magnético m debido a la corriente indicada.
Solucion

De forma analoga al problema anterior calenlamos m aplicando la ecua-
cion (10.28).
En este caso los distintos vectores v dv’ son:
v~ pu,; dv = pde dzdp
0 P
' xJ = pupr q—J—u..

2x
m-—ufdz/ du,c,[ J-—pdp

Operando y simplificando obtenemos el momento dipolar magnético,

m=-mwea Ju.
1
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PROBLEMA 10.24

Sobre la superficie de una esfera de radio I? se distribuye uniformemente
una carga (. La esfera gira en torno a mn eje que pasa por su centro con
velocidad angular w.

1) Calcular el potencial vector magnético en puntos del cjo de giro exte-
riores a la csfera.

2) Caleular, mediante la aproximaciones adecuadas. ¢l potencial vector
en puntos alejados de la esfera (7 >> R).

Z

___'__/ﬁ_g____./’,
-_2_,/
Figura P10.24

Solucién

1) Potencial vector magnético sobre el eje de giro
El potencial vector magnético debido a una distribucion de corriente
superficial viene dado por la ecuacion,
T K ds
Ar) = Le [ 227
in g |vr — 1|
La deunsidad de corriente K = ov.
En la figura P10.24 se pucde observar que,
v =wRsenfu, ; ds' = R’senfdfdy
Sustituyendo estos valores en la integral queda en la forma,
n te [ u,owRsenOR?sen 0dfdo
(r) ) TTF ]‘;‘r |1‘ . I'fl
El [r —r'| tiene el mismo valor para todas superficies elementales ds’
sobre zona sombreada, por tanto la suma de las componentes vectoriales
que tienen lugar en la integracion es igual a una constante por la suina de
los vectores unitarios ug, sobre una circunferencia. Esta suma es nula, pues
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u, es tangente en cada punto a la citada circunferencia (suma de vectores
que comienzan y terminan en un punto).

En consecuencia,

A(r)=0

sobre los puntos del eje de giro.

A(r) no es mulo cn puntos fuera del cje conmo veremos en la segunda
parte del problema.

2) El potencial vector A(r) fuera del cje

El potencial vector A(r) fucra del eje, en puntos muy alejados, r >> R,
se puede calcular considerando la esfera como una espira de momento dipolar
magnético m situada cn el origen. La ecuacion (10.30) nos permite obtener
A(r) si calculamos m mediante la ccuacién (10.27) modificada para el caso
de corrientes superficiales.

m = 1 (r' x K(r)ds'
2 S’f
Los vectores de la integral son:
r = Ru, : K(r’) =owRsenfu,; ds — R? sen @ df dy

Llevando estos valores a la integral, teniendo en cuenta que los limites

de integracion para ¢ son 0 y 27 y para 6, 0 y 7, tenemos,

27 -7
m = %f rhp/ ocwRsenf (v, » u,)df
0 Ju

(uy xu,) = —up
Utilizamos la relacién que proporciona las proyecciones del vector uni-
tario ug = cosu, — sen fu, en coordenadas cilindricas,

T
m — rowR? f sen20 (—cosbu, + sentu, ) do
0

Al integrar obtenemos coino resultado la suma de las proyecciones sobre
cl eje de giro (cje Z), ya que la suma de las componentes (u,) perpendicu-
lares a dicho eje se anulan por que cada una ticne otra simétrica de sentido

opuesto, u,(¢) = —u,(y + 7). Con estas consideraciones,
m = rowRu, fﬂ sen’f df = mow R, {% cosf — %senzﬁ COS 8] i
0 : 0 0
m = g?meauz
La carga total sobre la superficie esgrri(:a es (2, por lo que,
o

- ir R?
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Sustituyendo ¢ en la ecuacion del momento m obtendremos.
m — %QLJRQ u,
El potencial vector, utilizando la ecuacion (10.31), es.
A(n) _ HomXT g, QR?

dr r3 127 o3
A(r) es mulo cuando r = ru,, es decir, en los puntos sobre ¢l eje de giro,

lo que coincide con el resultado obtenido en el apartado 7).

(u, xr)



Capitulo 11

INDUCCION ELECTROMAGNETICA

11.1 INTRODUCCION

Hasta ahora hemos estudiado de formma independiente los campos eléctrico
y magnético, de manera que la 1inica relacion que podia encontrarse entre
ellos se debe a que ¢l campo eléctrico tiene su origen en cargas eléctricas en
reposo y ¢l magnético en cargas con movimiento uniforme.

En este capitulo vamos a estudiar la induccién electromagnética, que
pone de manifiesto la dependencia entre campo cléctrico y magnético.

11.1.1 LEY DE FARADAY

Los experimentos realizados por Faraday en 1831, dicron como resultado
que en un circuito se induce una f.eem. & proporcional a la variacion del
flujo a través de la superficie que limita el circuito. Dicha variacion puede ser
debida a un cambio del campo magnético B con el tiempo o al movimiento
o deformacion del circuito.

Por otra parte Lenz establecia que la corriente debida a la f.e.an. inducida
se opone al cambio de flujo; es decir, la corriente inducida crea un campo
magnético que tiende a conservar el flujo. Si disminuye el flujo la corriente
inducida crea un campo que se opone a la disminucién del flujo. El campo
inducido no siempre tiene direceién y sentido apuesto al campo inductor: por
ejemplo, si decrece el flujo la corriente inducida crea un campo del mismo
sentido para que no disminuya el flujo.

La expresién matematica que resume las dos proposiciones se conoce
como ley de Faraday y expresa que la f.em. inducida es igual a menos la
derivada sustancial (total) del flujo con respecto al tiempo,
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£=—— (11.1)

Cuando la variacién del flujo est4 motivada por un desplazamiento del
imdn o circuito que produce el flujo, esta [.e.m. sélo depende de la velocidad
relativa de un componente (circuito) con respecto al otro. La ecuacion (11.1)
podemos expresarla en funcién del campo que actiia sobre las cargas en el
conductor y del campo magnético B que origina el flujo magnético sobre la
superficic S que limita el conductor C.

EfE’dl@ B -ds
s

ng’ dl_——] B - ds (11.2)

La ccuacion (11.2) representa una ley general que se aplica a cualquier
contorno C, exista o no un conductor sobre '. Esta ley mmuestra que un
campo eléctrico puede ser generado por el flujo variable de un campo mag-
nético. Ademsds la ecuacion anterior pone de manifiesto que la integral del
campo eléctrico a lo largo de un circuito cerrado no es nula, es decir, el
campo E' no es conservativo.

Aqui tenemos un campo eléctrico no culombiano, es decir, no conserva-
tivo, en el que las lineas de campo no ticnen su origen en una carga positiva
y su fin en otra negativa.

La variacién del flujo puede originarse por distintos procedimientos, bien
por que varia el campo magnético con ¢l tiempo, o por que sc mueve o defor-
ma el circuito C. Vamos a estudiar los dos casos aisladamente para terminar
expresando la ecuacion gencral que integra las dos formas de induccién.

11.1.1.1 Medios estacionarios

Cuando se estudia ¢l campo en una zona que permancce estacionaria,
o ¢l circuito sobre el que se observa la corriente inducida no se mueve ni
cambia de forma o tamano, la variacién del flujo magnético sélo se debe al
cambio temporal del campo magnético B. Por otra parte, ¢l campo E' que
mediria un observador dentro del conductor coincide con el campo E en el
sistema de referencia donde se observa ¢l campo magnético B.

La ecuacién (11.2) en este caso cs de la forma,

_?{E dl———/B ds (11.3)

Aplicando el teorema de Stokes a la integral de linca del primer miembro,



11.1. INTRODUCCION 427

j{E-dl:f(vXE)-ds
(o S

Llevando esta relacién a la ecuacién (11.3) ¢ ignalando los términos bajo
el signo integral obtenemos,

0B
VxE=-— (11.4)
at
Esta es la forma diferencial de la ley de Faraday; es una ecuacién de ca-
rdacter general y pone de manifiesto que el campo eléetrico no es irrotacional
cuando los campos magnéticos son funciones del tiempo; ademas muestra la
dependencia entre los dos campos.
Sien la ecuacion (11.4) sustituimos B = ¥ x A y transponemos al primer
miembro de la ecuacion, queda,

9A
E+—] =0 5
Vx( +az) (11.5)

Esta ccuacién muestra que el valor entre paréntesis os irrotacional, es
decir, deriva de nn potencial escalar V' a traves del gradiente,

~-VV =E + %
ot
Despejando E.
., OJA
E=- (VI +-—d—t) (11.6)

Ecuacién que muestra la dependencia del campo eléctrico no solo del
potencial electrostatico V' sino que ademds es funcion de la derivada del
potencial vector magnético con respecto al tiempo.

La integral de la ecuacién (11.6) entre dos puntos es el voltaje, que
como vemos en la siguiente ccuacion es distinto de la diferencia de potencial
entre los misios puntos cuando OA /ot £ (.

2 2 ) 2
] E. . dl= —f V""rﬂ—,—/ A-dl (11.7)
1 1 ot 1

La ecuacion anterior se reduce a la obtenida en clectrostatica cuando el
potencial vector no depende del tiempo; es decir, cuando A /Ot = 0.

11.1.1.2 Medios en movimiento

Ahora vamos a estudiar el caso de induccion electromagnética cuando cl
circuito o medio se¢ mueve con una velocidad v. Suponemos que la velocidad
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cs peguena comparada con la de la luz, de mancra que son aplicables las
transformaciones de Galileo entre el sistema de referencia ligado al contorno
C’ en movimiento v el estacionario donde se observa E y B.

En la ecnacion (11.2) debemos caleular el Aujo sobre una superficie de
contorno € que se mueve con velocidad v. Para ello utilizamos la relacion
entre la derivada sustancial (d/dt) y local (9/8t),

‘f ‘3)]?+ (v-V)B = ‘;]? 'V x (Bxv)+v(V-B)

Como ademis V- B = 0, la ecunacion (11.2) queda de la forma,

fE’-dlz—-/— dS*fo (B xv)-ds
fe. s Ot

Si aplicamos el teorema de Stokes al primer miembro queda.

oB
[(VxE’)-ds=— —-dsr]Vx{va]
48
Transponiendo términos,
7]
fo(E’—va)-ds———/(_—B-ds (11.8)
g g it
Ignalando los términos bajo el signo integral obtenemos,
. B
V x(E - Bxv)— 'ia'? (11.9)

En la ecuacion anterior se mezclan veetores referidos a sistemas de coor-
denadas distiutos, E' esta referido al sistema que se mueve con ¢l contorno
C,y v. By B/t son los observados en ¢l sistema en reposo. Para esta-
blecer una ecuacién con todos los vectores en el mismo sistema de referencia
aplicamos la igualdad de fuerzas en sistemas que admiten las transforma-
clones de Galileo, sistemas que se mueven con velocidad coustante uno con
respecto a otro.

En el sistema en reposo la fuerza de Lorentz sobre nn clectién cs,

F = —e(E + v x B)
En el sistema ligado a C, como el observador no percibe su movimiento,
F' = —¢E'
La ignaldad entre las dos fuerzas proporciona la siguiente relacion,

EE=E+vxB (11.10)

Sustituyendo en la ecuacion (11.9) queda,
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vxE-_"B (11.11)
Jt

Esta ccuacién cs la misma que la obtenida para medios estacionarios, es
decir. la ley de Faraday expresada por la ecuacion (11.11) es independiente
del movimiento del medio.

La ccuacion (11.10) que relaciona los campos en los dos sistemas de
referencia es vélida para velocidades peguenas. Dicha relacion se modifica
con velocidades comparables a la de la luz como se demuestra relatividad
restringida, es decir, cuando no es aplicable la igualdad de fuerzas en dos
sistemas de referencia mediante las transformaciones de Galileo.

La citada ecuacion (11.10) muestra que sobre el electrén en movimiento
actiian dos tipos de campo, uno E debido a la induceién originada por las
variaciones temporales de B y otro, v x B, debido al movimiento. Cuando
B cs independiente del tiempo,

E -vxB (11.12)
11.1.2 INDUCCION MUTUA Y AUTOINDUCCION

En los apartados anteriores hemos expresado la ley de Faraday como una
relacion entre campos referida a cada punto, cenacién (11.4). Frecuente-
mente nos intercsa tomar un sistema (circuito) como un conjunto y calcular
la f.can. inducida a través de pardmetros geométricos caracterfsticos del
sistema; a estos pardmetros se los conoce con ¢l nombre de coeficientes de
induccién mutua o autoinduccion, segiin que la induccion sea entre dos
circuitos o sobre ¢l propio circuito.

Dados dos circuitos como muestra la figura 11.1, la f.e.m. inducida en
cl circuito (1) debida a la variacién del flujo creado por la corriente en el
circuito (2) es,

dd

E=-a

Si los circuitos son estacionarios v no deformables, los cambios de flujo
@12 s6lo dependen de la corriente Io, entonces flujo y corriente son propor-
cionales, y la constante de proporcionalidad cs,

ddy»

dly

Az es el coeficiente de induccion mutua incremental. Cuando ademss
los medios son lineales,

My =

(11.13)
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(11.11)

Figura 11.1
Mo es el flujo que atraviesa el circuito (1) debido al campo creado por
en el circuito (2) partido por la corriente en el circuito (2).
Utilizando esta 1ltima relacion la f.e.m. inducida seré,

dls
= —Mys— 11.15
& 12 T ( 1 d)

Ecuacion que expresa la fean. inducida en funcién de un parametro
global, el coeficiente de induccion mutua.

Si sélo existe un circuito. la f.e.m. inducida se deberd a la corriente en
¢l propio circuito, en este caso,

dly dl,
AP, ¥ . N et ,
&1 n— 17 (11.16)

Ly = My, es el coeficiente de autoinduceion.
La unidad de medida para los citados coeficientes en SI es el henrio.
1 H= V xs/A=Wb/A
Calculamos Mg para circuitos filiformes siguiendo la definicion; es decir,
obtenemos el flujo que atraviesa el circuito (1) debido al campo ereado por
la corriente en cl circuito (2) y dividimos por dicha corriente.

‘1'12 = B2 - dsl
51
Considerando que B, = V x Ag, el potencial vector debido a la corriente

Iy, y aplicando el teorema de Stokes al flujo del rotacional obtenemos,

j{ jg Ldl; - dl
‘1’12—
o Jo, Ir2—11]
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Dividiendo por I3 encontramos la férmula de Neumann para el coefi-
ciente de induccién mutua en circuitos flifornes,

dl
My = Fe j{ f L dly (11.17)
Cy SOy 'rﬂ_rll

El intercambio de dl; por d]g no altera la ecnacién anterior, por lo que,

My = Moy (11.18)
En el caso de que se trate del propio circuito, flujo y corriente se producen
y atraviesan el mismo circuito, se obtiene el coeficiente de autoinduccién,

!
1
My=L="=:t2 fj'{ - di (11.19)
1 JOy |I‘] rll

La ecuacion anterior se hace 111ﬁ111t1 cuando dl; y dI} coinciden, en cuyo
caso |[r] —r;| = 0. Los circuitos reales no tienen conductores de radio mulo
(filiformes), por lo que hay que calcular los campos dentro de los conduc-
tores, y como se puede demostrar, el campo sobre el cje de un conductor
cilindrico debido a la corriente que circula por él es nulo. La aplicacién de
las ecuaciones (11.17 - 19) en general es complicada si las formas geométri-
cas no son sencillas. En algunos casos es necesario recurrir a la definicién
del coeficiente de autoinduccién en funcién de la energfa magndética. Este
procedimiento se analizard posteriormente.

Como muestran las ecuaciones (11.17 - 19), los coeficientes My y L
dependen de la geometria del sistema.

La f.e.m. debida a la autoinduccién es,

£ -—L-ﬂ (11.20)
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11.2 PROBLEMAS

PROBLEMA 11.1

Una espira enadrada de lado L, partiendo de A, se meve con velocidad
v = vy, constante desde A hasta C. véase la fignra UL En el tramo M
- N existe un campo magnético uniforme y perpendicular al plano en el que
sc¢ mueve la espira.

1) Si'la espira tiene una resistencia R. calenlar la corriente que cireula
por clla en funcién de la velocidad v, ¢l campo magnotico B = —Bu, y la
posicidn en ¢l recorrido. Dibujar la grafica I = [(y).

2) Calcular la fuerza que se debe aplicar a la espira a lo largo del recorrido
AC para mantener su velocidad constante. Dibujar la grifica F = F(y).

Suponemos despreciables los efectos debidos al campo magnético creado
por la corriente que circula espira.

7 (6 () 00 () (%) €
(%) 69 69 60 69 ()
% 60 (69 50 ) %)
2 1) &) 39 &) 3%
(30 () 63 %) (3 4

oFLt—p ®Rexex

A & R %R 6 C
3 6 60 (%) 3 (%) Y

R 0O () 00 00 &) 6o X L

03 5 () () () B
i e %) 0 (X ) R
2L 3 X () %) (X))
3 ® @ & & @
) & 64 50 6 X

2L
Figura P11.1.1

Solucion

1) Corrente en la espira

La solucién de la primera parte se obtiene calculando la f.en. inducida
en la cspira mediante la ley de Faraday expresada por la ecuacion (11.1).

Hasta que el borde OP de la espira no llega al punto M, dicha espira se
muceve sin que se induzea f.e.m.; ya que no hay campo magnético; tampoco
es necesario aplicar ninguna fuerza dado que no circula corriente ni existe
campo magnético en esa zona.

Cuando el borde OP de la espira sc mueve cn el intervalo 271, — 3L, ¢l
flujo, dado que B cs perpendicular al plano sobre el que se mueve la espira,
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SETA,
d® =B -ds = Bv Ldi
La fe.m. £ cs,

i
I s —BvlL
i
La corriente serd,
£ ) BoelL

El sentido de la corriente ebROPQR como determina la ley de Lenz.
es decir, creando un campo que se opone al incremento e flujo debido al
moviniento.

En el tiempo que la cspira se mmeve de forma que su borde pasa de 3L
a tL no hay f.e.m. inducida. ya gque no hay variacion de flujo magnético, y
€1 CONSCCUCneia no pasa corriente por la espira.
Cuando OP se mueve desde 4L hasta 51, ¢l Hujo es,
¢ = B(L? - Lvt) — d® = -BLv
La f.e.m. inducida serd,
£ = DBLr

La corriente en este tramo es,

Dol

= ——

Dicha corriente circula ahora en sentido contrario al caso anterior,
decir. en el sentido ORQP.
En el intervalo desde que el borde ])a:aa por 5L hasta 6L el Hujo es de
mevo nulo v en conseenencia lo seran £ e T
La grdfica I = I(y) se muestra figura l‘ll.l.2a.

I F
I I ] R | — | J 1 1 1 1 =
L 2L 3L 4L 351 Y L 2L 3L 4L 5] Y
a b

Fgura P11.1.2
2) Fuerza sobre la cspira
La fuerza necesaria para mantener la espira con movimiento uniforime es
distinta de cero en los mismos tramos que circula corriente, dicha fuerza es,
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En el intervalo 21 — 3L la fuerza magnética es,

Fpo=1Lu, x B(—u;) = B Lu,

F(y)=BI L,

La fuerza cuando la espira se mueve en el intervalo 4L — 51, es del mismo
médulo y direccién, dado que se ejerce sobre el lado contrario donde la
corriente tiene el sentido de u,,

F(y) = BILu,

La gréfica correspondiente a la fuerza se muestra figura P11.1.25.
PROBLEMA 11.2

En la regiou del espacio correspondiente a y > 0 existe un campo mag-
nético cuyo vector B = B(y) u.. Donde B(y) varfa como muestra la fignra
P11.2.1a. Una espira cuadrada de la do L = 1 em. con una pequena fisura
en un lado, se nmeve desde el origen hacia y > 0 como uestra la figura
P11.2.16 con una velocidad v = vu,, = 1em/s. El plano de la espira se
manticne perpendicular a B.

Calcular la f.e.m. inducida en la espira v representarla graficamente.

Solucién

B

( Wb/m®)
2

1

6 ¥ (m)

by
b
W
&
ta L

Figura P11.2.1
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La pequena fisura no permite el paso de corriente, por lo tanto no se
necesita conocer el coeficiente de autoinduccion de la espira para calcular el
flujo total que la atraviesa. De no ser asi deberfamos considerar la corriente
inducida que crea un campo opuesto al que produce la variacion de flujo
original.

Para el cdlculo de la f.e.m. debemos considerar siete tramos distintos,
segtin la posicion del borde BC de la espira.

La f.e.m. se obtiene aplicando la ley de Faraday en la forma dada por la
ecuacién (11.1).

El campo magnético B se expresa de la forma siguiente en los distintos
tramos,

Para 0 <y < 200 c¢m.

B(y) = % [T] yencm
Para 200 <y < 500
B(y) =2 [1]

Para 500 < y < 600

B(y) =2 -0,02(y — 500) [T] yenem
Ctlculo de € en los distintos tramos
Primer tramo:
El borde BC pasa desde y = L = 1 em hasta 200 cimn.
La variacion de flujo es la diferencia entre los Hujos barridos por los

bordes BC v AD.
_ Luvdt

[ s & —_ 1y — - (& y _y- 1
d® = Ldy(B(y) — B(y ]))—L“ﬂ(lm 100)_ 100

La fe.m. inducida cs,
Luv

&= 1o

Segundo tramo:
El borde BC va desde y = 200 cm hasta y — 201 cm.

d® = Lo di ( P y—-l)

Tercer tramo:
El borde BC va desde y = 201 cm hasta y = 500 ci.

db = Lodt(2-2)=0
E3=0
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Cuarto tramo:
El borde BC se mueve desde y = 500 cm. a y — 501 cn.

d® = Lodt(2 - 0.02(y — 500) —2) = —Lvdt ~ 0.02(y - 500)
Ey = —Lvx0,02(y — H00)
Quinto tramo:
El borde BC se mueve desde y = 501 ecm a y = 600 cni.

dd = —0,02 Luvdt
Es = —0.02Lv

Sexto tramo:
El borde BC pasa desde y = 600 em a 601 e

dP = Lvdt(0,02(y — 501) — 2)
& = Lv (2—0,02(y —501))
Séptimo tramo:
El borde BC se mueve desde y = 601 cm a y > 601 ¢,

dd =Lvdt(0—-0)=0
Er =10
La grifica que representa el valor de € en los distintos tramos se muestra

figura P11.2.2
&

107'L vy

Figura P11.2.2
PROBLEMA 11.3

Una barra conductora, unida por nn extremo al ¢je de giro y por otro,
mediante un contacto deslizante, se une al conductor cirenlar de resistencia
por unidad de longitud R (©2/m). Veéase figura P11.3.

La barra gira con una velocidad angular «w en presencia de un campo
magnético B = — Bu..
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Suponemos despreciable la resistencia de la barra v el tramo conductor
OA. También consideramos despreciable al campo producido por la corriente
inducida frente a B.

Calenlar la corriente que cirenla por la barra cnando se mueve de 0 a

360°.
’ Y

Figura P11.3

Solucién

La fuerza clectromotriz inducida en este caso se debe al moviniento de
la barra en ¢l seno de un campo magnético uniforme ¢ independiente del
tiempo. Suponemos que la velocidad de cada punto de la barra s pequeiia
comparada con la velocidad de la luz v por tanto el campo sobre cada clec-
tron de la barra se obticne mediante la ecnacion (11.12).

r_ n —
E =v xB=uwpB(-u,) x (-u.) =wpBu,
La f.e.m. inducida sera,

"L l .
£ = /E' ~dp = ] wpBdp(u,-u,) = Eu‘!wB
0

El sentido de la corricnte en este caso es AQ. cerrando ol circuito la barra
y ¢l trozo de arco que se inicia en A.
La cormiente T serd.

g
R
R=mn(l/S). conl = awt, y n es la resistividad: en consecnencia,
%HELJB &8

T op(awt/S) T 2yt
PROBLEMA 11.4

Tenemos el sistema que mmestra la fignra P14, Esti formado por una
espira conductora de radio a: una barra condnctora L que gira con velocidad
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angular w en torno al ¢je Z, manteniendo un extremo fijo en el origen y
deslizdndose en contacto con la espira; una resistencia 22 unida a la barra en
cl origen y a la espira. El sistema estd en presencia de un campo magnético
uniforme B = Bu..

Suponemos despreciable la resistencia de la barra v espira.  También
consideramos despreciable el campo creado por la corriente inducida frente
aB.

Calcular la corriente que circula por la resistencia I?.
Z

X R

Figura P11.4
Solucién

En primer lugar calculamos la f.e.m. inducida por un procedimiento
analogo al utilizado en el problema anterior. es decir, calculamos E' mediante
la ecuacion (11.12) y después €.

E' =vxB=wpB(u, x u,) =wpBu,
. " 1
Esz’-dp:/ wadp:§a.2wB

o
La corriente sera,

£ dwB

R 2R
Kl sentido de la corriente en la resistencia serd del borde hacia el centro.

PROBLEMA 11.5

En el seno de un campo magnético B = DBu,, disponemos un circuito
como el indicado figura P11.5. La barra conductora C gira manteniendo
fijo el punto O y barriendo en ida y vuelta el dngulo 0 — 90° apoyada en el
conductor circular AD. El movimiento de ida y vuclta de la barra se hace
mediante un motor y en un tiempo (periodo) T, (w = 7 /T).

El angulo 6 varia de acuerdo con la ecuacion: ¢ = wt.
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Suponemos despreciables la resistencia de la barra v el conductor circu-
lar. También consideramos despreciable el campo producido por la corriente
inducida.

Calcular la corriente que circula por la resistencia I3,

Y

< 7
Figura P11.5
Solucién

De forma andloga a los problemas anteriores, se calcula en primer lugar
la fe.m. inducida. En este caso vamos a caleular £ mediante la ley de
Faraday expresada por la ecuacion (11.1).

La variacion de flujo es,

d® =B.ds = Bds(u,-u;)

Para calcular ds tenemos en cuenta que la superficie de un sector de

circunferencia es ds = (1/2)a%d6,
1
dd = Ea?,!ae do

El dngulo @ varfa con el tiempo de la forma 6 = wt ya que cada periodo
T barre el dngulo 7. Diferenciando y sustituyendo ecuacién anterior queda,

1
d® = —a*Bw dt

2
La f.e.m. sera,
dd 1,
£ = o = —-ia Bw
Bl valor de la corriente es,
B E R 1 a?Bw
"R 2 R

El sentido de la corriente cambia cada semiperiodo. Si se comienza en
t = 0 con la barra coincidiendo con el eje X, el sentido inicial de la corriente
es DO en la resistencia R.
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PROBLEMA 11.6

El dispositivo indicado en la figura P11.6 estd formado por dos barras
conductoras paralelas, de longitud L y separadas una distancia h. A los
extremos se unen sendas resistencias 17y y Itg. Otra barra conductora MN
se puede desplazar sobre las barras paralelas, de mancra que su posicion
sobre el eje Y viene dada por.,

L 1 Tate]
Y = 5 (1 + 5@0::.@#)

El sistema estd en presencia de un campo magnético B = B u,.

Calcular las corrientes 1 e [2 que circulan respectivamente por Iy y Ha.

Suponemos que Iy e Is producen un campo magnético cuya amplitud es
despreciable frente B,,.

Z
N
Ri “’ \ h ') v R?
O - '
/ Y Y

e

Figura P11.6

Solucién

Hay dos formas de resolver el problema.
1)
Mediante la fucerza de Lorentz sobre los electrones de la barra MN:
La velocidad de los electrones la calculamos derivando con respecto al
tiempo la expresién para la posicion de la barra:
y = £(1 b lcogwf) — U= @ = —-Ewsenwt
2 2 dt
Luego
v — uzw sen wi uy

Y el campo eléctrico vendra dado por

E=vxB-= (—%wsenwt) u, x Bu,

I
E = ZwB senwt u,

y la fuerza clectromotriz inducida serd
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hr L}
h
E = —whB senwtu, - dlu. = —w 3 senwt
o 4 1
Lo que equivale a un generador de voltaje sinusoidal en la rama commin

a las dos mallas. Las intensidades respectivas que circulan por By y Rz son

E Lw £ Lw
L AL R S o Ip = — = Bh——senwt
I T EiR; senwt ; 1o i h-le SeN W

Y el sentido de la circulacion, en un instante dado, es el que indica la
figura P11.6, es decir, las intensidades estdn cn oposicién de fase.

2)
El segundo procedimiento consiste en calcular el flujo a través de cada
una de las espiras

N :]B-ds:/B-u._t.h.dy——-Bhy
con la posicion de la barra v.
L 1 L 1
Y = 5(] + —coswt) — ¢ = Bha(l + Ecoswt)

2
Andlogamente,

. L 1
by = ] B.-ds=DBhL—-y) — o, = Bha(] — E(‘oswt)

La fuerza electromotriz que se genera en cada una de las espiras serd

Lw d L
& = —% = BhTw senwl ; & = —% = —BhTw sen wi
Y las corrientes que circulan por sendas resistencias son
& Lw & Lw
L =—=Bh—senwt ; Is =" = Bh—senwt
' 4R, 2" Ry i, "

Como puede observarse. por este procedimiento se obtiene directamente
el desfase de las intensidades. Esto se debe a que en el cdleulo de los flujos,
cuando el flujo aumenta en una espira, disininuye en la otra.

PROBLEMA 11.7

En la figura P11.7.1 se muestra un dispositivo constituido por los si-
guientes clementos: Un conductor circular de radio a y centro el origen O.
Una barra. conductora L, que gira en la direccion de las agujas del reloj,
centrada en O y cje de giro el X; la barra se desliza haciendo contacto con
el conductor circular. Una resistencia 12 umida por un lado al centro de la
barra y por otro al conductor circular. El conjunto estd en presencia de un
campo magnético B = Bu,. Suponcmos despreciable el campo creado por
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la corriente inducida frente al campo B. También suponemos despreciable
la resistencia de los contactos.

Clalcular la corriente inducida que circula por la resistencia 2. Indicar
cl sentido de las corrientes tanto en la resistencia como en la barra.

-z
Figura P11.7.1 Figura P11.7.2
Solucién

Suponemos que la resistencia de la barra giratoria cs despreciable frente
a las demads.

La fuerza electromotriz inducida en la mitad de la barra mévil entre OA
es del mismo maédulo pero de sentido opuesto a la que corresponde al tramo
OB, dado que las velocidades respectivas tienen sentido opuesto.

En cada punto de la barra v = —w pu,,.

El campo que actiia sobre los electrones que se mueven con la barra cs,

E=vxB=(-wp u,) x Bu, = —wpBu,
En el tramo OA el camnpo cléctrico inducido ser4,

E' = —waup

La f. e. m. entre el centro de la barra O y el punto de contacto con ¢l
conductor circular es,

1 (L 1 )
Vz—] E’—dl:—/ (—wpBu,)-u,dp= —w Ba*
0 0 2

El célculo del campo eléctrico en el tramo OB nos lleva a un campo
radial dirigido hacia el centro O, es decir, el mismo que hemos calculado en
el tramo OA. Laf. e. m. serd la misma con el sentido tal que el polo positivo
estd proximo al centro O. En la figura P11.7.2 se muestra el circuito eléctrico
equivalente al sistema. R, representa la resistencia de la semicircunferencia
de la zona opuesta a la unién con la resistencia R; Ry y Ry representan
respectivamente los trozos de conductor circular entre el contacto con la
barra y su unién a la resistencia R.
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El célculo de la corriente, suponiendo que R., 77 y Rz son pequeiias pero
no despreciables frente a R. se realiza de la forma siguicente.

Las ecuaciones del circuito indicado en la figura P11.7.2 por el método
de mallas son,

0 = R I -0 013
—V = 0L +(R+R)L - RI
V= 0L -~ RE+(R+ Ra)ls
Del sistema anterior se deduce inmediatamente que I; = 0, por tanto el
sistema se reduce a dos ecuaciones con dos incégnitas,

-V = (R+R1)ls — Rl
Vi = —REL+(R+ Ry
Resolvemos el sistema por el método de Crauner.
-V -R
Vo (R+ R)
| (B+R)  -R
—R  (R+Ry)
 V(R-(R+ Ry)) B -V Ry
2" R+ R)(R+ Ro)— K2 R(Ry+ Ro) + Ity R
De forma andloga calculamos I
[ V(IR+ Ry)-VR Vi
"R+t R)+ R Ry R(Fi+ Ro)+ R Ry
La corriente que circula por la resistencia I? es I. Observando el circuito.
V(R + Iy)
I =I3—-1,=
TP T R(R +Ry) 4 R I
Si Iy ¥ Ra son muy pequenas frente a R. su producto es atin menor, por

tanto despreciable frente a R, en consecuencia,
V  wBad?

~ — o _

' ) R 21 )
Los sentidos de las corrientes son: En la barra hacia el centro en los dos
tramos OA y ODB; en la resistencia desde el centro hacia €l contacto con ¢l

conductor circular.

PROBLEMA 11.8

Un dispositivo se compone de un hilo conductor rectilineo indefinido en
la direccién del eje Z, y una espira triangular como muestra la figura P11.8.
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Por ¢l conductor circula una corriente I. La espira se mueve con velocidad
v = v, sobre ¢l plano ZY.
Calcular la f.c.m. inducida en la espira.

Z
14
L
A P
X L

Figura P11.8
Solucién

Para resolver este problema obtencmos la fuerza de Lorentz que se ejerce
sobre los clectrones del conductor en movimiento. Dicha fucrza se debe
a la presencia del campo maguético creado por el conductor rectilineo e
indefinido sobre ¢l eje Z.

En cada punto del ¢je Y el campo magnético creado por dicho conductor
S,
fo 1

B=_

__u-_r
2my
La fuerza por unidad de carga, es decir ¢l campo cléctrico E' en cada

punto de la espira en movimiento seré

F
E=—=vxB
€

I 1 v
E = x [—Hely, | =E Y,
oy ( 2Ty 2Ty

La fleam. &€ se caleula integrando el campo E' sobre ¢l contorno de la

cspira.
£ = f E'-dl
C

Calculamos la integral descomponiendo el camino (" en tramos.
1) En el tramo perpendicular al eje Y y permanece constante sobre el
camino de integracion y la integral serd,

Como v =wvu,
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L2y 1o 1
& = / Ho —u: - u, dz = Fo 2 p
L2 2T Y 2m y

El valor de y es,
3
¥y =y(A) + Lecos30° = y(A) {

Sustituvendo en la expresion anterior.
fi T v L
T (2y(A) + LV3)
La coordenada y(A) = y,+ . es decir. depende de la posicién inicial de
la espira y, v del instante considerado después de iniciarse el movimiento.
2) Sobre los lados inclinados el campo cléetrico es de la misma forma
que el anterior, pero ahora cambian dl ¥ los limites de integracion.
dl = dyn,, + dzu,
Por otra parte la relacién entre las coordenadas y y
V3

=y tan 30° = y ?3 — dz = Y dy

z sobre ¢l lado del

triangunlo superior es,

Iv Jv 1
dl = HL—um (dyuy + tan 30°dyu,) = '“‘ an 30024
27 y 27 Y
v sobre ¢l inferior,
V3 V3

Zz = —i 1‘,:-11'1300 s —y? — ﬂ'.;‘: = —T dg,r

I .1 d
E - dl = B~y (dya, — tan 30°dyu.) = —F" ¥ tan 300
2T y o 2 Y

Siguiendo el sentido antihorario iniciado para la integracion, los Iimites
de integracion para el lado superior son y e y(A) v para cl inferior y(A) e y.
La f.ean. se obticne integrando sobre los lados del trigngulo,

y(A) (] \ y(A) v
& = / E"-d.l+f Bl - ol ¥ s00 / @—/ dy
Jy Y 2m Jy Y Jyay ¥

()
N \/_ (nyl?, . — v V3 . y
o 3 © ) T T g M Ay

Teniendo la relacién entre las coordenadas y ¢ y(A) indicada anterior-

& = ol ®

mente,

Er = —

pd vn\3 In 2y(A) + 13
T 3 2y(A)
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Tanto la f.e.m. & como & dependen de y(A), es decir, de donde est4
situada la espira en un instante dado. La f.e.m. total se obtiene snmando
los valores obtenidos en los distintos tramos,

pigf v L B V3 In 2y(A) + V3
w (2y(A) + LV3) 3 2y(A)
Dado que al moverse la espira disminuye el flujo, la f.e.m. £ produce

una corriente cn el sentido horario; es decir, la corriente aumenta el flujo a
través de la espira.

PROBLEMA 11.9

E=E+4 & =

Un disco conductor. de radio a y espesor e, gira con velocidad angular
wen torno al eje y en presencia de nun campo maguético B = Bu-. Una
espira cuadrada de lado Ly resistencia R esta situada en el plano Y7 como
imcica la fignra P11.9. La espira toca al disco con unos contactos deslizantes
(escobillas).

Suponemos despreciables la resistencia de los contactos v del disco. Tam-
bitn consideramos despreciable ¢l campo magnético producido por la co-
rriente inducida en la espira frente a B.

Calcular la corriente que circula por la espira. en funcion de la altura b,
« v B.

Z

h

Figura 11.9
Solucién

Se caleula en primer lugar la f.e.am. inducida, que en este caso se hace
mediante la relacién (11.12),
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E'=vxB
La velocidad de los electrones en la posicién que tienen las escobillas es,
v = —whu,
El campo E' serd,
E' = -whB(u, x u,) = whBu,
La fuerza electromotriz, teniendo en cuenta que dl = dyu,, es,

£ = f whBuy - uydy = whBe
0

La corriente I serd,

& whBe
I'=R="fr

El sentido de la corriente en la espira es el contrario al movimiento de
las agujas del reloj.

PROBLEMA 11.10

Un tubo de longitud L. radio interior a. exterior & v conductividad 4.
ostd imanado de forma gue el campo magncético en el interior del tubo es
B - B,u..

Suponemos unos contactos deslizantes (escobillas) de seecién ST unidos
a una espira como indica la figura 11.10. v hacemos givar el tubo sobre su
eje de simetria con velocidad angular «. Caleular Ta corriente que circula
por la espira.

Consideramos despreciable la influencia del eampo creado por la corrien-
te en la espira unida a las escobillas.

Solucién

Cuando el cilindro gira, la carga movil del material se ve sometida a la
fuerza de Lorentz debida al campo dentro del material imanado. Esto genera
una fuerza electromotriz £ entre la superficic interior y exterior del cilindro.
Para calcularla, obtenemos primero la f.e.m. elemental que se induce en un
segmento radial. de tamano dl. situado a una distancia p. (a < p < b).

E =vxB
d€ =E'-dl - (v x B)-dl
donde dl = dpu,, y v es la velocidad lineal del segmento,

VTWXP:Nuzxupzwuw
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Figura P11.10
Calculamos el producto vectorial:

v x B = pwu, x po Mo, = p, M, pou,

A€ = p,Mopwn,, - dpu, = i Mypuwdp
La f.e.m. total se caleula integrando d€ entre las caras del cilindro. es
decir entre a v b,
b fo Mow
5:/ ;f.oﬂfowpdp_ 2 (v —a?)
1
La corriente eléctrica serda 1 — £/R, clondt R representa la suma de la
resistencia de la capa cilindrica entre escobillas mas la propia del sisteina de
contacto (escobillas) mas la del hilo. Por tanto la corriente es.
1, Myw (V? — a?) +S _ HoMowyS

I
I~ b
2 b—a 2 (b+a)

Su sentido es contrario al movimiento de las agujas del reloj.

PROBLEMA 11.11

Un péndulo formado con un hilo metdlico, cstd anclado por un extremo
A y unido a nna masa m por el otro como muestra la figura P11.11.

El péndulo oseila con un periodo T = 2x(I/¢)' /2. La oscilacion se hace
sobre ¢l plano ZY y barre un dngulo de 10 1 = 10 em. y g = 10 m/s%.

Disponemos (\l péudulo en ¢l seno de un cammpo magnético B = Bu,
(B=1T).

Calcular la f.e.m. inducida entre los extremos A v C.
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om
Figura P11.11
Solucién
Para calcular la f.e.m. inducida se utiliza, como en casos anteriores. la
ecuacion (11.12). Como el angulo barrido es 10°. podemos hacer la aproxi-
macion de que el desplazaiento es practicamente igual al arco por el radio.

El movimiento arméuico descrito por el péndulo es tal que.
2w

0 = Hcos | —t
/3
Donde 5 es la amplitud en grados de la oscilacion para ¢l arco barrido.

El maédulo de la velocidad angular cs,

o de r?’ﬂ'%‘l 2‘.rr]c
Y@ T\ T e

En cada punto del hilo a una distancia r de a la velocidad es,

2w 2 .
vV=wpuy = —H—pscn | —1 | u
Uy T P T ]
B = Bu,, ¢l campo E' ser,

- 2 ® - 7
E =vxB-= —85-2%;}391] (—,;-.-1‘) Ug X u, — =01 51?-;15(‘11 (2%1) u,

La itegral de E' - dl entre 0 y I nos dara £. Como dl = dpu,,

0 0 D) 9
E ——[ E-dl=- [’ BS-%sen (Tnf) pdp

)7 gﬁ
o= sz%;r- sen (—-—-f)

Los valores de B, y T son:
B=IT :1=01m : T=2x10"x
Sustituyvendo estos valores ecnacion anterior obtendremos.
E=25x10 %sen (101)
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El argumento de la funcion sen(10t) se expresa en radiancs.
PROBLEMA 11.12

Dos engranajes de cobre, del mismo radio a y ejes Oy, Og, dispuestos
como indica la figura P11.12, estdn en contacto entre si y pueden girar

escobillas a un galvanémetro G. El conjunto estéa en presencia de un campo
magnético perpendicular al plano de los engranajes, cuyo valor entre los ejes
es B=B(1-y/2a)u,.

Mediante un sistema mecanico hacemos girar los engranajes con veloci-
dad angular w en los sentidos indicados figura P11.12.

Suponemos despreciables la resistencia de las escobillas y la correspon-
diente a los engranajes. Ademds despreciamos el campo creado por la co-
rriente inducida.

Calcular la corriente que circula por el galvanémetro G.

Solucién

Comenzamos por calcular la f.e.m. debida al movimiento de rotacion
de los engranajes de cobre. Esta se calcula mediante la integracién de la
ccuacién (11.12) a lo largo de camino O;NQOs.

En el tramo O;N la velocidad es,

Vi = —wyu,
Z Rg ,,G,
NWN—— 7
p _,_,-’”'__—‘-n..,\.\ /-"'ﬂf__——ﬁx‘w.\

B |
. — Py -
Figura P11.12
El campo E’ serd,
El=vixB= wyB(l %)uzxu.rz—wyB(l—g'—i)uy
En el tramo NOs la velocidad v el campo son respectivamente,

vy = —w(2a — y)u;
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y
E;,=vaox B=-wB(2a-y)(1 —Eluy

La f.e.m. inducida es.

a 2a
Ezf E’l-uydy+f E) - u,dy
0 a
fl

£ = f yB(1 — 24 /Eu  B(2a — y) (1 — L)y
- nw.;{ g Y w B(2a -y 2

i

1 1 1 .
& = -—ﬁwﬁaz — Ewﬁaz = 3 ' Ba?

Ll signo de & mmestra que hay una caida de tension en el sentido de
integracion elegido. es decir, entrada por ¢l polo positivo de la pila. Fl
sentido de la corriente en el galvanémetro va de ) a Oy v su maédulo serd,

') wBa?
— —— T :

PROBLEMA 11.13

Tenemos el signiente dispositivo: Una placa metdlica doblada en forma
de U tumbada como indica la fignra P11.13: una kimina metilica de resis-
tividad p = 10°2(Q2/m). espesor ¢ = 107 m. anchura = 1 m v altnra
i = 1072 m. Dicha ldmina se desplaza con velocidad v = 'y, mantenicn-
dose en contacto con las caras laterales de la U.

El sistenta se sitiia en presencia de un campo magnético B = - Bu,.

Suponemos gque el sistema se comporta como un cilindro rectangular
indefinido en la direccion del eje X, También se supone gque la resistividad
de la placa en U es despreciable frente a p.

Las condiciones miciales son: Parat =0.y =y, ¢ 1 = 0.

Calcular la corriente que circula por la placa v Limina.

Solucion

Figura P11.13
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En cste caso no hemos supuesto despreciable el campo debido a las co-
rriente inducida frente a B. por tanto en el célculo de la f.ean. & se debe
tenor cn cuenta esta circunstancia. La £ se obtiene mediante la ley de Fa-
raday. ccnaciéon (11.1).

La resistencia de la ldmina es.

h 10-2
-y — 1072 —1Q
o 104
La intensidad serd,
;& 1 d®
R Rdt

En una posicion de la Iaimina y, el Hujo serd.

O =(B-Bg) yhu, con y=y,+ vl

El campo magnético debido a un solenoide rectangular indetinido, en el

que la corriente por unidad de longitud es K = [ /w, scra,
Bia = H‘gEu.r

El sentido es el opucsto a B, ya que segiin la ley de Lenz la corriente
inducida crea un campo magnético que se opone a la variacion de flujo
original (el movimiento de la placa aumenta el flujo de B).

Teniendo en cuenta lo anterior. la ecuacion diferencial que regula el com-
portamiento del sistema cs.

RI = —i (B — ,u,oi) hy = —Bh.@ + 1, f_a_d(! y)
dt w dt w o dl
Considerando que y = y, + v,
dl dy

h
RI=—-Bhv+p,B—\1Tv+y5——
Bhv + p, w( i+‘dgdf)

RI=—-Bhv+p,B Ev (I +1 ﬂ)
w dy
Trasponicendo términos y operando ¢ueda una ecuacion diferencial de [
cn funcién de y en la forma siguiente, '
(;L(,Bﬁ I-') qﬂ + (,u,GB ’—}v— R) I=Bhuv
w dy w
Esta ccuacion diferencial se resuelve sumando una solucién particular de
la ccuacion no homogénea con la general de la homogénea.
Para facilitar el cdlculo definimos los siguientes valores:
M = j_LGB%'U : N=upu,B ﬁt' — R : P=Bhv

: w
La ccuacion homogénea se puede poner de la forma,
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di N dy

I ATl y
La solucion de esta ecnacion es de la forma,
I, = gy~ (N/A)
La solucion particular de la ecuacién no homogénea es.

P
L=5
Eu dehnitiva.

r
= Li-+la =y R+ = (11.13.1)

La constante €' se calcula imponiendo las condiciones iniciales.
Para t = 0. ] =0 ¢ y = y,. de donde se deduce que,
¢ =-L
e

Sustituvendo obtenemos.

P I Yo (N/AI)
- J\- o

Teniendo en cuenta la dependencia temporal de g gqueda,

2 o (N/AE)
i B (_1_)
N Yo + vt

La cenacion anterior nos muestra que cuando no se desprecia el efecto
de las corrientes inducidas 1a solucién se hace miis compleja. En este caso la
henos podido resolver con facilidad por tratarse de un solenoide cuyo canipo
v Mjo se caleulan con facilidad. en el caso de una espira esto seria uicho
mds dificil. dado gue el campo en toda la seccion de la espira se obtiene de
forina mis compleja.

PROBLEMA 11.14

Tenemos una arandela de material magnético. de permeabilidad g, con-
ductividad 7 v permitividad ¢ 2 £, cuyos radios v espesor son respecti-
vamente, a, b v e(e < a < b). Sobre una parte de la arandela arrollamos
N espiras por las que circula una corriente 1. El sistema se muestra figura
11.14.1a. Suponemos que el campo creado por las espiras se localiza dentro
de la arandela, es decir, no hay fugas.

1) Una espira E, con contactos deslizantes apoyados sobre ambas caras
de la arandela, se mueve radialmente con velocidad v hacia la izquierda.
i Circulara corriente por la espira?
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2) Manteniendo fija la espira E, movemos el conjunto arandela arrolla-
micnto pila hacia la derecha con velocidad v. Circulard ahora corriente por
la espira E7

Practicamos una hendidura muy estrecha en la arandela como muestra
la figura P11.14.1b. La espira E se mueve con velocidad v hacia la izquicrda.
iClirculara corriente por ella?

- —
A T - :
a
E -—"_'-.—)_._‘q_—_"‘-\-._
- = oy
P
— =" =
v \\ \\"h-.___,_,_,-ﬁ = V
_”_\M“??::_:”i"y “
b

Figura P11.14.1
Solucién

1) En este experimento ¢l observador que se mueve con la espira no
detecta un movimiento de electrones en el seno de un campo magnético,
ni variacién de flujo.a traves de la espira. Como el campo magnético es
constante y sélo existe cn el interior de la arandela, la espira se mueve fuera
del campo magnético y por tanto no corta lineas de campo ni hay clectrones
que se muevan dentro de un campo magnético. En consecnencia no circula
corriente por la espira.

2) La f.em. que el observador situado en la espira puede detectar se
obticne considerando la ecuacion (11.8) y el teorema de Stokes, que propor-
cionan la siguicnte relacion:

E=¢ E -dl= —fﬁB-(is+j£ (vxB)-dl (11.14.1)
C s 01 c

En el calculo de £ intervienen dos términos, uno debido a la variacién de
flujo que se observa cuando la seccién transversal de la arandela se desplaza
hacia la derecha, véase la figura P11.14.2, y el otro debido al movimiento
de los electrones de la arandela que se mueven en presencia de un campo
magnético B perpendicular a v.
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La variacion de flujo, teniendo en cuenta que ds = evdt. nos lleva a que
el primer término es en este problema de la signiente forma,

_./.iB-d's: _BEAes = Bev
b

at dl
El signo menos de ds se debe a que distuinuye la superficie que euncierra
la espira. El sentido de la corriente debida a éste térimino seria antihorario.

es decir. la corriente aumentaria el flujo. ya que el movimiento lo disminuve.
B

e[ _

Figura P11.14.2 .
Consideramos que B = Bu,, v = vuy v dl = dzu., y la integral de linca
tiene sus limites entre 0 y e, dado que en el resto del camino B es nulo. El
segundo término de la ecuacién (11.14.1) s de la forma,

ﬁ(v xB)-dl=Buve(u, x ug)-u, = —Bue

Vemos que el segundo término es de signo contrario al primero, es decir,
la corriente a que darfa lugar iria en el sentido horario.

Como la suma de los dos ténminos producen una f.e.an. nula, la corriente
serd nula como en el caso anterior.  Un experimento similar a éste fue
realizado por Herring en 1908.

3) En este caso el tinico término que interviene es el debido a la variacién
de tujo a través de la espira, ya que el observador en la espira no detecta ol
movimiento de la propia espira. La f.e.n. seri:

£ = Bure

La corriente circula y lo hace en sentido contrario a las agujas del
rcloj; es decir. de forina que se opone a la disminucién de flujo debida al
moviniento.

PROBLEMA 11.15

Una capa csférica metdlica de radio R, sc sitiia como indica la figura
P11.15.1 en presencia de un campo maguético B = Du.. La esfera gira con
velocidad angular w en torno al cje Z.
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Calcular la f.e.m. inducida entre los contactos A y C.
7 z v

- ) f}‘“a —_— T ‘ ’ u
s B \\ {./ 0 h
i u o
: g o ) Y b Y
\.\' —_ ’z".J \\ k
. w 7 .
/X O L X el
Figura P11.15.1 Figura P11.15.2
Solucién

El célculo de la f.e.m. se hace teniendo en cuenta el campo E' debido
al movimiento de un conductor en el seno de un campo magnético, cuva
expresion cs la ccnacion (11.12).

En la figura P11.15.2 se muestra la velocidad en un punto del tramo AC
de la esfera.

V = wpu, = whsenfu,

El campo E’ sera,

E' — v x B=whRsenbfu, x Bu, =wlkBsenfu,
El vector unitario u, en funcion de los vectores unitarios en coordenadas
esféricas es, u, = senfu, + cosfug
La f.ean. es,
£ = E -dl

AC
Teniendo cn cuenta las tltimas rclaciones, y que en el camino AC dl =

R dbuy, la f.e.m. sera,

g = wRBsen6(senfu, + cosbuy) - ug Rdo
JAC

?T/2 ]
8:/ wl?Bsentcosdo — & =§w1{25
0
PROBLEMA 11.16

El dispositivo de la figura P11.16 representa una capa esférica mctélica
N de radio a, en cuyo interior hay una esfera imanada que produce en el
exterior un campo magnético B como muestra la citada figura. Un anillo
conductor ABCD, que a través de los contactos deslizantes E se une a la
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capa N en los tres puntos indicados. Capa estera y anillo conductor pueden
girar de forma independiente en torno al eje 7.

1) Cuando giran capa y esfera con velocidad angular w, manteniendo fijo
el anillo, jcircula corriente por los tramos AB, BC' y ADC?

2) ;Que ocurrird si se mantiene fija capa y esfera y se mueve el anillo
conductor?

Figura P11.16

Solucidn

1) Dada la imanacién de la csfera, el campo magnético tienc simetria
cilindrica con respecto al eje Z. Las lineas de B sc indican cn la figura. La
velocidad lincal de un punto de la capa N es,

v =wasent

La fuerza elcctromotriz inducida en cada tramo sc calcula a partir de la
ccuacién (11.12) E' = v x B. En la mitad supcrior de la esfera el sentido
de B es hacia el exterior de la esfera y en la mitad inferior hacia el interior.
Debido a esta circunstancia y la simetrfa cilindrica de B con respecto al eje
Z, la f.em. en el arco de esfera A’B’ es de signo contrario a la inducida en
el arco B'CY, ya que el sentido de E' en A’B’ es de A’ a B’ y en B/CY es de
C’'aB.

En ¢l tramo A’C’, que se cierra por el anillo a través de CDA, E’ en la
parte superior ticne sentido de D’ hacia A’ y en la mitad inferior de D’ a (V.

Como consecuencia de los sentidos de E' en los distintos tramos, la co-
rriente cn ellos serd la siguiente:

En el tramo A’B/, cerrado a través de E por el arco de anillo BA, la
corricnte circula en el sentido de las agujas del reloj.

En el tramo B'CY| cerrado a través del arco CB, circula en sentido con-
trario a las agujas del reloj.
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En el tramo A'CY, cerrado.a través de la semicircunferencia CDA, no
hay corriente, pucsto que en la mitad inferior E’ tiene sentido contrario a la
mitad superior y £ = [E'. dl = 0.

2)

Si el anillo se mueve con la misma velocidad angular w, las fuerzas elec-
tromotrices inducidas en los tramos AB, BC y ADC son del mismo médulo
y signo que en los tramos A’B’, B'C” y A'D’C’, en consecuencia las corrien-
te en los circuitos cerrados son: Nula en ADC, y de sentidos contrarios al
caso 1) cn los dos tramos restantes. Esta situacién es equivalente a que la
esfera girara cn sentido contrario en 1), que es el movimiento relativo que
corresponde al giro indicado del anillo.

PROBLEMA 11.17

El dispositivo que muestra la figura P11.17 consiste en un vaso cilindrico
de radio b al que se ha recubierto con una pelicula metdlica la superficie
lateral en su parte interior. En el centro del vaso estd una barra cilindri-
ca conductora de radio a que gira sobre su eje. En el fondo del vaso se
deposita una ldmina de liquido conductor que se mueve arrastrada por el
movimicnto de la barra. La velocidad tangencial del liquido en cada punto
s vy = (vo/a)(b — p). El sistema estd en presencia de un campo magnético
B = —Bu;. Calcular la f. ¢. m. inducida entre los puntos A-B.

=<

s X
Figura P11.17
Solucién
Calculamos la f. e. m. mediante la ecuacién (11.12),
E =¢gvxB
v = %(b—p}up ; B=—Bu,
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Fl campo E’ sera.
E' = -Bg %{b —p)(ug, xu,) = —Bgqg l(;—o(b —p)u,

E =-B2(0b-p)u,
a
La f.c.m. inducida entre los puntos A-B sc calcula mediante la integra-

cion del campo sobre un camino radial entre los limites a y b.
b

E=Vg-Vi=— | E.dp

b ‘ b
- Vo Ua
VB—VA:/B—(b—p)up-updpzfB—{b—p)dp
[ a 11 a

b
v 1 v 1
Ve—Va=B=2|bp—=p?| =B=2{bb—-a)—=(b?— a2
B a[ﬂ Q.OL d (b—a) 2( a”)
realizando operaciones y simplificando tencmos que,

= B2
Ve —Va BQ(L(b )
PROBLEMA 11.18

Sobre un disco dieléctrico de radio R y a una distancia a del centro se
sittian seis esferitas, de radio despreciable frente a R, con una carga ¢. El
momento de inercia del conjunto es 7. Todo el sistema ests en el seno de un
campo magnético uniforme cuya variacion temporal se muestra cn la figura
P2.18b.

Calcular la velocidad angular que adquiere el disco con la cargas en
t = t,/2 scgundos.

Solucion

El problema se resuelve calculando primero las fuerzas que acttian sobre
las cargas, suponiendo siempre que estdn unidas al disco v que el tinico grado
de libertad del sistema es el giro alrededor del eje.

o b

Figura P11.18
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Fuerzas debidas a campos constantes

La fuerza que actiia sobre una carga en movimiento es la fucrza de Lo-
rentz, cuya expresion es,

F=gq(E.+vxB)
donde B y E, son los campos. magnético y eléctrico producido por las otras
cargas; ¢ y v son respectivamente el valor de la carga y su velocidad. Las
fuentes de E, en este problema son, tomando una cualquicra de las esferitas
cargadas, las restantes cinco cargas.

Dada la simetrfa de la distribucién de cargas sobre una circunferencia,
este campo cjerce una fuerza que tiende a variar las posiciones relativas de
las cargas en la direccién radial. Puesto que las cargas estdn fijas v ¢l tinico
grado de libertad posible es la rotacién, dicha fuerza deja invariantes las
pusiciones relativas de éstas, en otras palabras, esta fucrza no interviene en
¢l movimiento de las cargas.

Para hallar el otro término de la fuerza de Lorentz tencmos que conocer
B, y cn este caso es el campo magnético del enunciado en un instante dado.
Este campo cs distinto en cada momento. Pero como las cargas solo se
pueden mover en la direccion tangencial, dircecién determinada por u,,
este término queda como

qv x B =qBu, xu, = qBu,

cs decir, que ejerce una fuerza en sentido radial. Dicha fuerza no contri-
buye al movimiento porque las cargas s6lo pueden rotar.

De todo lo dicho se concluye que la fuerza de Lorentz con campos cons-
tantes no contribuye al movimiento de las cargas.

Fuerzas debidas a campos variables

Campo eléctrico inducido

Como tenemos un campo magnético variable, éste produce, de acuerdo
con la ley de Faraday, un campo eléctrico inducido. La ley de Faraday se

CXPprcsa comno,
dd d
= E.a=-2__2 (4B
E C d] ﬁ,t df (é ( ) ds)

donde " es una linea cerrada, que es la circunferencia de radio a centrada
en cl eje de giro. Por la simetrfa del problema E’ tiene direccion tangencial
(E|[lu, )y d = adgu,, por tanto

-/E;-d]——EQ?T(J
'

Por otra parte S es la superficie que encierra ' y, como B es uniforme en
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cl espacio, tenemos que,
fB(t) -ds = B(t) (ma®w,) = B{l) ma®
5

De la figura P11.18h se deduce que en ¢l intervalo (0. 1,)
Bo
B(ty=—1
to
Hemos recorrido el circuito 7 en direccion contraria a la agujas del reloj,
sentido del vector unitario g, entonces el vector que indica la direecién y

sentido de S es. por la regla de la mano derccha, w.. Sustituyendo.
d .
E"27ma = o (B(f) ﬂ"az)

de donde se despeja E.

2 dt
Luego el campo eléctrico inducido esta dado por
gL SU0E0
2 dL =n
La fuerza que actiia sobre cualesquicra de las cargas es,
qa dB(t)
F=¢gE = ———u,
) 2 dt v

Par de fuerzas T
El par de giro respecto al ¢je para cada una de las cargas es

Tz' =TI X Fg
donde F; es la expresién anterior y r = au,. Sustituyendo,
2 2
a” dB(t qga- dD(t
T, = e —-ﬂtup X ug) = —j——-!—)u:
2 dt 2 di

El par de giro total es la suma de los 6 pares de giro parciales que son
iguales en modulo, direccién y sentido. por tanto
2dB(1)

T = 3ga P u.
(Il
Este par dc giro da lugar a una aceleracién angular « = T/.7,
o 3qa? dB(t)
= - u.
Joodt

donde 7 es el momento de inercia del disco.
La velocidad angular estd dada genéricamente por w = [adt. Trans-
curridos {,/2 segundos. seri,
t0/2 3qa2 dB(t) 3qa*
w= - ———dtu, = —
Jo J o dt J

[B(to/2) -~ B(0)] u,
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Sustituyendo la expresion del campo cn el intervalo 0 < ¢ < t,, obtencios
la velocidad angular en el instante ¢ — t,/2.

3B,qa>
o7 v

PROBLEMA 11.19

Tenemos un dispositivo formado por dos espiras circulares y coplanares,
cuyos radios respectivos son a y b El generador G indicado figura P11.19
manticne nna corriente Iy = Iosenwt en la espira de radio b. La espira de
radio a tiene una resistencia I? v coeficiente de autoinduccién L.

Suponemos que ¢l campo magnético B en ¢l circulo de radio a es prac-
ticamente el mismo que en centro de la espira.

Calcular la corriente que circula por la espira de radio a.

Solucién

Figura P11.19
En este problema la corriente inducida también influye sobre el campo
magnético en la propia espira, por lo que se debe tener en cuenta este efecto
a través del coeficiente de autoinduccién como lo expresa la ecuacion (11.20).
La ecnacion que relaciona la corriente I, en la espira con el resto de los
elementos que intervienen es la siguiente,

Sa. + Eb =R Ia

& es la fem. inducida en la espira por el campo magnético que crea
la corriente Iy, suministrada por el generador G. &, es la f.e.m. debida a la
corriente I, inducida en la propia espira. Aplicando la ecuacion (11.1) para
calcular &, y la ccuacion (11.20) para £, obtenemos la ecuacién diferencial.

El flujo sobre la espira debido a la corriente I, es,

¢ =7a’B

El valor de B es centro de una espira, como se mostré en cl capitulo

dedicado a la ley de Biot y Savart, es,
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Iy
B = Hogp
I : 2
P = ﬂazz—z = ;;,O%IU sen wi
Y 2
dd '
Ep = o = ——p,o%u; I, coswt = E,coswt
Con
wa?
Ec;. = _IU’OEL"T Iﬂ
La fe.m. &, cs,
di,
Eq = —L—
“ dt

La ecuacién diferencial queda de la siguiente forma.

L%rf- + RI, = Fycoswt (11.19.1)

El scgundo micmbro de la ecuacion, dado que,

7t = coswt + 7 sen wi
se puede expresar como la parte real de una funcién compleja de la

forma siguiente,

E,coswt = Re E e/t

La ecuacién (11.19.1) queda ahora de la forma,

I — Lt
L—dt +R E,e

La solucién particular de esta ecuacién no homogénea nos proporciona la
corriente I, en régimen estacionario. Obtenemos dicha solucién ensayando
una. de la forma,

I, = Re I ¢t

Llevando una solucién de este tipo a la ecuacién diferencial anterior
queda,

(ILjw+ RI) e = E it
Despejando I y teniendo en cuenta las relaciones siguientcs:
Z = IR + jwL es la impedancia compleja de la espira de radio a,

L
Modulo |Z| = (R2 + (u.n[;)z)lf2 : Fase 0 = arctan (%)

La corriente I serd,
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I— B _ Eo (0
R+jwl (R24 (wL)2)}/?

En definitiva la solncién de la ecuacion diferencial no homogénea cs,

1, = Re Fo el (wt=6)
(R?% {-,un[,}z)l”2
La parte real de esta iltima ccuacion es la corriente que uos pide ¢l
problema, es decir,
_ Eo
(R2 + (wL)?)!/?
PROBLENA 11.20

Iu CUS((.L«‘IE g 9)

Dos espirvas. envos radios respectivos son a v b (b > a). estin dispuestas
e el plano Y7 v conectadas como munestra la figura P1L20. El sistema
estae en presenciacde i caoupo magnético B = — B, sen(wt) u,. Calenlar la
Leane inducida que podemos observar entre los puntos NP, Ay se supone
despreciable.

Z |

Figura P11.20
Solucion
El conjunto de las dos espiras actiia como una tinica espira cuya superficic
cs la diferencia de las dos. Por tanto, €l flujo que atraviesa la espira cs

= [B -ds = BS, - BS, = —Bsen wi‘.l('.l'rlb2 — 71'(12)

y la fean. inducida serd,
1P .
£= _idT = Br(b* - a®)w coswt
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PROBLEMA 11.21

Dos espiras cuadradas cuyos lados respectivos son I v 2L, estén conce-
tadas como muestra la figura P11.21. El sistema estd en presencia de un
campo magnético B = Byu,,.

Las espiras giran solidariamente con velocidad angular w en torno al eje
Z. Calcular la f.e.m. inducida que podemos observar entre los puntos MN.

Q

L

SN

L
|
<

/
X

M N
Figura P11.21

Solucién

Dada la dispusicién de las espiras que, como puede observarse presenta
la misma direccion de circulacién de la corriente, la f.e.m. inducida resultara
de la variacién del flujo que atraviesa la espira grande més la de la cspira
pequera.

El flujo lo calculamos a partir de la expresién

$ = f B-ds

Ahora bien, puesto que las espiras giran con velocidad w en torno a eje 7,

el producto escalar B - ds dependerd en cada instante del coseno del dngulo

que forme la direccién del campo con el vector normal a cada una de las
superficies de las espiras.

$ = %Bo cos(wt )ds

Asi pues, como ds = 2Ldy para la espira de lado 2L, y ds = Ldy en el
caso de la espira de lado L,

I L2
O = f B, cos{wt)(2Ldy) + B, cos(wt)(Ldy)
—L —L/2

dr = BL2B, cos(wt)
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La f.e.an. inducida es

dd

£ =-—— =5L*Bwsinwt

dt
PROBLEMA 11.22

Sobre el eje Z disponemos un hilo indefinido por el que circula una co-
rriente I = I,senwt. A una distancia a colocamos una espira abierta ABC
como muestra la figura 11.22. La parte curva de la cspira obedece a la
ecuacion z = ab/y. Calcular la f.e.m. inducida en la espira.

Z

Figura P11.22
Solucién

El campo magnético creado por la corriente rectilinea se obtienc apli-
cando el teorema de Ampére, y en este caso,
B = —Mlum
2Ty

en el plano YZ.
Por otra parte, la ley de Faraday nos dice que

dP
T
En la zona comprendida dentro de la espira
d® =B -ds
Donde se obtiene de la forma siguiente:
ds = hdy(—u,)
ab ab
h=aa) - 2) =% - %

ds = ab (1 — 1) dy(—ug)
a y
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Por tanto, teniendo en cuenta que b = 2q
I1 11 12a%dy (1 1
dd = o —ug - (—uy)2a® [ = — = | dy = Ho SSncy °» £
27y a y 2r Yy \a y
El flujo total sera

I2a2 (20 /] 1 1242 1 112
@ZM[ (—-—-)dy:‘”" a [-—lny—l—-]
m
e

2m ay 4?2 2 a Y],
L
@ - Ho (ln?——) I, senwt
s 2

y la fuerza electromotriz inducida es,

dd 1 aw 1
£ = _d_t = ﬁoﬂ (ln? -'2-) IOCOS(.,Jt

PROBLEMA 11.23

Tencmos dos espiras Ly y Lo circulares de radio a v dispuestas como
indica la figura P11.23.1. Centrada en el origen y sobre un plano que forma
un dngulo de 457 con el ¢je Y se sitiia una espira cuadrada de lado 0, 1 a,
con una fina hendidura en uno de sus lados.

1) Por las espiras Ly y Ly circula una corriente [ = I,senwt, jcual sera
la f.e.m. inducida en la espira cuadrada?

2) Si por la espira L; circula una corriente Iy = I,coswt y por la Ly
otra Iy = Isenwt, jcual sera la f.e.m. inducida en la espira cuadrada?

Suponemos que el campo magnético sobre toda la espira cuadrada es el
mismo que crean Ly y L en el centro O.

Solucién

Figura P11.23.1
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1) Calculamos la f.e.m. inducida mediante la ley de Faraday en la forma
expresada por la ecuacién (11.1). Para ello calculamos el flujo sobre la espira
cuadrada debido al campo magnético creado por las dos espiras Ly y Lo.

Como vimos en el capitulo dedicado a la aplicacién de la ley de Biot y
Savart, el valor de B creado en O por cada espira es,

(!2 ﬂ-2
;02(a2+d2)‘f211( u:) i B, :;02( 2 + d?) szzi—lly)

El angulo que forma la normal a la espira (,uadmdd con loscjes Z e Y 8

de 459, v la superficic es § = 10" a2, por tanto el flujo ser4,

= (B + B2)10 % m:::_

Como Iy = Ir — Iosenwt,
2 \/5
l
D=2 10 2a%I, senwt — &, sc
H"Q(a.? B 2 0 “a*l,senwi sen wi
Donde

4 —2
a’ 10
¢, = .H'(JQ(GQ '_|_ d2)3/? \/510

La f.e.m. inducida es,

P
L S —b w coswi
dt

Una representacién grafica de como se suman los flujos debidos a las
dos espiras con la misma corriente se muestra figura P11.23.2a. Dicha figura
muestra que la resultante es de amplitud K2 v se mueve sobre la recta que
forma un angulo de 452 con los ejes; es decir, la composicién de los campos
crcados por las dos espiras tiene direccién perpendicular a la espira cuadrada
v su amplitud oscila entre ++/2® w.

2) En el segundo caso las corrientes en las espiras son diferentes. de
forma gue ahora,

D =Py + Py = Dy(senwt + coswt) = Dy senwt + sen{g — wt))
Teniendo en cuenta la relacion trigonométrica,
sen A +sen B = 2 sen((A + B)/2) x cos((A — B}/?)
d = <I)2£aen—(os(wt—— = 2, cos wt—I)

4 4
La f.e.m. inducida es ahora,

T
£ = V2® jwsen(wt — I)
La figura P11.23.2b6 muestra la composicion de los flujos debidos a las
espiras con corrientes desfasadas 90°. El resultado es un flujo giratorio cuya
amplitud cs /2,0 v produce una f.e.m. desfasada 452 con respecto a las
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corrientes que circulan por las espiras; retrasada con respecto a la corriente
I y adelantada con respecto a Is.
Y Y‘

AN
D <>

t {

Figura P11.23.2
En este procedimiento que permite obtener un campo (flujo) giratorio
se basa el motor de induccién; dicho motor es el més usual en las distintas
mdaquinas utilizadas en la industria.

PROBLEMA 11.24

Tenemos una espira conductora de lado a situada a una distancia d del
origen de coordenadas, cuyo plano forma un dngulo de 30° con el plano XY
(véase la figura P11.24). Sobre el plano XZ tenemos un plano conductor de
espesor muy pequerio (e € a), cuya dimensién [ en las direcciones X v 7Zes
muy grande comparada con a y d, de forma que para el céleulo del campo
s¢ le puede considerar infinito. Suponiendo que por el plano conductor
circula una corriente I = I coswt en la direccién del eje Z, caleular la f.e.m.
inducida en la espira.

Solucion

Lo primero es encontrar ¢l campo B gencrado por el plano delgado de
corriente. En la aproximacién de plano infinito, esto es I > d, a, se puede
obtener facilmente a partir de la ley de Ampére aplicada a un camino que
rodee una longitud di del plano. En el supuesto de plano indefinido el campo
es paralelo al plano y rinicamente los tramos paralelos a dicho plano contri-
buyen a la circulacién de B sobre el camino cuadrado de lado dl mostrado
en la figura P11.24.
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fB-dl:’Bdl-l—Bd.ﬂ=;¢o (%) dl

de donde
fiol
B =
21
/
a
d AL
L/ v
X _/'/
y

Figura P11.24
La dircccion de B en la zona que nos interesa. semiplano y > 0. la
podemos encontrar por la regla de la mano derecha

i, 1
B =t (—y
o] x)
Procede ahora calcular el flujo de este campo B a través de la espira
cuadrada. Como el campo es homogénco podemos usar la expresion
b -—-—B-S
donde S cs el vector superficie de la espira y que podemos escribir como

; 1
S = a” (u, cos 30° + u, sen 30°) = o (guz + EU..-;,-)

Sustituyendo B y S en la expresién de &

2 2
fi,0 I,
b=-"—10=—-"11],c0
Al g oot
La fuerza clectromotriz se obtiene a partir de la ley de Faraday

d® 11, 0%w

= —— = — I, senwt

dt a e

PROBLEMA 11.25

Un disco conductor de radio R, espesor h(h < R) v conductividad =,
se sitta en presencia de un campo magnético alterno B = B, senwt u,,
uniforme y paralelo al cje del disco.
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Calcular la densidad de corriente inducida en funcién de la distancia al
eje del disco. Indicar su direcciéon y sentido.

Solucion

En este caso obtenemos el resultado aplicando la ley de induccién elec-
tromagnética en medios estacionarios expresada por la ccuacion (11.3).

o
E.-dl=— B -«
f 1 01‘./;,- ds

Sobre una circunferencia de radio p,
E=F,u,
dl = pdpu, ; ds=2mpdpu,
Los limites de integracion para la integral de linca son 0 y 27, y para la

de superficie 0 y p. Aplicando estos datos la ecuacién anterior queda de la
forma,

29 9 Jél
[ Egypdp(u, -ug) = _d__/ B -u.2mpdp
Jo t Jo
E 2mp = —w,ozé (B3, senwt)

1
E,= ﬂiprocoswt

La ley de Ohm J = 4E nos permite calcular la densidad de corriente en

funcién de la distancia p al eje.
1 1
Jp = —-2»pw'}-Bﬂ coswt — J = — {Epw*,-'Bo coswt) U,

El sentido cambia con el valor de coswi.

PROBLEMA 11.26

Por el conductor rectilineo e indefinido de radio a indicado en la figura
P11.26 circula una corriente cuya densidad es J = Jp?u,.

Calcular el coeficiente de induccién mutua entre el conductor y la espira
cuadrada de lado a, situada a una distancia 5a dcl cje.

Solucién

El sistema se comporta como si la corriente total que circula por el
conductor de radio a lo hiciera por el eje de dicho conductor.
La corriente total es,

[13
1
I= / Jp*2mpdp(u, - u;) = —2-J na’
0
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Fifura P11.26

Calculamos en primer lugar el campo magnético debido a la corriente 1
mediante el teorema de Ampére, después obtenemos el flujo a través de la
espira v terminamos calculando My = M mediante la ecuacion (11.14).

El campo magnético B es.

B = ,{LG&J ﬁnf‘lﬁuﬁcJ
La superficie clemental en la espira es, ds = adpu,,.
El flujo a través de la citada espira serd,
ba Ga
Plp =P = f B-ds = ;LO%JQ.'ﬁf d—p = pu—l.fﬂ,s[n (g)
ha 5¢ P 1 J
El coeficiente de induccion mutua es,

i a 6
ﬂflg =M — T = ,uo—ﬂ_ In (F)

PROBLEMA 11.27

Por un tubo de plistico recto e indefinido circula un liquido con cargas
eléctricas, de forma que produce una densidad de corriente J = Cpu,. El
radio del tubo es a. Una espira conductora cuadrada de lados L = 2a se
dispone como indica la figura P11.27.

Calcular el coeficiente de induccién mutua entre tubo de corriente y
espira.

Solucién

1) Campo magnético.
Dentro del tubo
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Aplicando el teorema de Ampére a wn camino circular, incluido dentro

del tubo,
/Bl dl:,u-/.]n's

2

T e

,/‘0 (1 L=2a

Py Y
X%

.

Figura P11.27
donde i es la permeabilidad del liquido. Dada la simetria del problemna,
tomamos By || dl y dl = pdpu,, ds = pdpdygu.. Sustituyendo,
29 I 3
B 27p = ,u/ d{,.-:ﬂf Cp(pdp) = QHHC%—
r 4]
Despejando By,

C C
By = ﬁ-gﬁ2 — B, = .H-Eﬂ?“w
Fuera del tubo

Ahora el circuito es exterior al tubo, p > a.
3

27 il
By 2mp = ,u.O/ dy / Cp(pdp) = QTr;LG(’%

La expresion de la derecha es u, I por lo que
3

I 2«(‘%
Y ahora, despejando B,
Ga’
BQ — ,U,OEF
Ca’ I
By, = “oﬁ’?utp T Mo W

2) Flujo
Ahora que ya tenemos la expresién completa del campo, vamos a calcular
el flujo total que atraviesa la espira.

b = /B-ds
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Puesto que la espira estd situada a lo largo del eje Y. podemos tomar p =y,
U, = Uy, ds = Ldyu,.

a 2a
o =L (/ Bld.'y+/ Bgdy)
o L)

LC . 2a o3 LC 4 /p
¢ — 5 (,u.fv 1y dy + ,uo-/a gdy) — ?ad (E + p, In 2)

3) Coeficiente de induccién mutua
Para hallar el coeficiente de induccién mutua se utiliza la ecuacién (11.14),
es decir, dividimos el flujo que atraviesa la espira por la corriente que pro-
duce ¢l flujo,
ﬂ[zi: N - =LCG3(E+;L 1112)
I (2/3)nCa3 3 Sy = = ©
Sustituyendo L = 2a,

3 L
27Ca ~ g Wt 3K In2)

M= % (414 3y, In2)
PROBLEMA 11.28

Calcular el coeficiente de induccion mutua entre un conductor rectilineo
¢ indefinido en la direccién del eje X, cuya seccién transversal se muestra en
la figura P11.28. y una espira cuadrada, de lado L = R, situada como indica
la figura.

La corriente circula por la zona sombreada. el resto es hueco de seccién
circular y radio R/2.

/- \
R "_f—“""_“--._\
. Vi ~
- 2R 3R

Figura P11.28

Soluciéon

El coeficiente de induccién mutua se obtiene calculando el flujo del campo
producido por la corriente en el conductor indefinido en la direccién del eje
X a través de la espira de lado L, y dividiendo dicho flujo por la citada
corriente.
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En primer lugar calculamos ¢l campo magnético producido por la co-
iriente. Para ello aplicamos el principio de superposicion al sistema, que es
equivalente a un conductor de radio R y centro en ¢l origen de coordenadas
O (0, 0, 0), por el que circula una corriente cuya densidad es J = Ju,,
mds otro conductor de radio 1?/2 centro en el punto (0, R/2, 0) y por el que
circula una corriente cuya densidad es J' = —.J u,..

Para calcular la densidad de corriente J tenemos en cuenta que la co-
miente total I atraviesa tinicamente la zona sombreada, es decir,

Il
T=3

R\? 3
— 2— —_— _ = 2
S, =R n(g) _1171?.

por tanto la densidad de corriente sera.
41

T 3nR2

-

1) Campo magnético

Campo debido al conductor de radio R

Aplicamos el teorema de Ampére sobre un camino circular de radio p
y centro en ¢l origen, y tenemos en cuenta que la simetria cilindrica de la
distribucién determina que el campo magnético es tangencial a la circunfe-
rencia de radio p en todos sus puntos, ademas su modulo es €l mismo en
cada punto de dicha circunferencia.

fB-d]=p.ofJ~ds
5

4
jéB-d.l:zwa]@ : /J-ds=wR?J=§1
g

De las relaciones anteriores se deduce la componente tangencial del cam-

Po,
4 21
Ho 27 _ flg—
2mp 3 3mp
Sobre los puntos del eje Y ¢l campo tiene la direccién y sentido de Uy, y

£ = Y, en consecuencia,

21
B = po% Uy
Campo debido al conductor de radio R/2
Se procede de forma andloga al caso anterior, pero ahora J' = —J, ¢l
radio de la seccion es R/2, y el centro estd en el punto (0, R/2, 0). Ahora
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fB -dl = 27p’ By,

R\’ 4T 7R? I
ds=xl=) J=-— o, =
/S'] = “(2) T =5 3

I
By, = ——=2
¥ 32y
Sobre el cje Y la relacion entre p y p es p' = p — R/2. y por tanto
vy =y—R/2.

T Ho
Y 32n(y - R/2)
La direccién y sentido del campo Bz sobre el eje Y cs ¢l correspondientc
a —y, cn definitiva,

By

fod
6y — R/2) ¥

El campo total creado por la corriente cs,

27 1
B ~-Bi+By=pu,— |- — | u,
W) =B 2= luo3 ( Hy — R/‘z)) ty

By = —

2) Flujo magnético

Una vez conocido ¢l campo magnético podemos calcular ¢l flujo mag-
nético a través de la espira de la do L. sitnada entre las coordenadas y = 2R
cy=3R.

3R 1
D — /B('i‘j -ds = / Hom— o ( m) uy - u-_,;Ln'.y
1 1
P =p —L/ ( —) d
Yoon” for \y "4 B2

21 1 .
¢ =p,—L |[lny— = In(y — R/2)
3 4 oR

¥

21 " 1 LT
P — ,u.ogL (111{5/2) 3 ln(5/3)) ~ 0.277 ji,—
3) Coeficiente de induccién mutua

El cocficiente de induccién mutua seri,

i L
M = — =~ 0,277, —

Es decir, un factor gcométrico que depende de la forma, dimensiones y
posicion rclativa de conductor y espira.
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PROBLEMA 11.29

En ¢l interior de un cable coaxial indefinido mtroducimos una espira
cuadrada de lado a, situada sobre un plano que pasa por el eje Z y en la
posicion indicada en la figura P11.29.

Calcular ¢l coeficiente de induccién mutua entre cable coaxial y espira.

Z

X a Y

Figura P11.29
Solucién

De forma andloga a los casos anteriores. obtencimoes el coeficiente de
mduccion mutua a través del cdleulo del Aujo de B en la espira producido por
la corriente que circula en el cable coaxial. Obsérvese que sélo la corriente
en el conductor central produce campo en la zona de la espira. La definicion
de cocficiente de antoinduccion es,

D
.(11 - —
g I

El flujo del campo magnéticos es

b = [ B-ds
- g b‘
donde S es la superficie de la espira.

Mediante el teorema de Ampére obtenemos la expresion de B producido
por la corriente rectilinea del conductor eentral
B i #OI

27p

~

l-'r‘
y ds =dzdpu,
Sustituyendo B y ds, y teniendo en cuenta que los Iimites de integracion
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son: 2a y 3a para la ‘bﬁl‘idhlf‘ 1, y0—a para la z,

3a
P = / dp/ dz-— ﬂ‘lIl(i)

El valor del coeﬁmente de induccién mutua sera,

3
M = gﬂ,lll (2)



Capitulo 12

CAMPO MAGNETICO EN
MATERIALES

12.1 INTRODUCCION

12.1.1 DISTRIBUCION DE DIPOLOS: IMANACION

Los medios materiales estan compuestos por dtomos y moléculas, que a
su vez se componen de particulas como los protones, neutrones y clectro-
nes. Los protones y neutrones se concentran en el micleo y los electrones
estdn dispuestos alrededor del nicleo. El movimiento de los electrones alre-
dedor del miicleo se asimila a una corriente sobre una espira, esta produce
un momento magnético llamado momento magnético orbital. Ademas los
electrones se caracterizan por tener un momento magnético intrinseco lla-
mado espin. Los protones del nicleo también tienen un momento magnético
intrinseco pero es despreciable frente a los momentos orbital y de espin de
los electrones. Los distintos &tomos que componen un material pueden tener
un momento magnético total distinto de cero o nulo, dependiendo de que los
momentos orbitales y de espin correspondientes a los clectrones se anulen
o no entre si. Cuando los atomos tienen un momento magnético distinto
de cero, puede suceder que su orientacién sca al azar, lo que ocurre en los
materiales llamados paramagnéticos, o bien que se produzeca una orienta-
cion espontdnea de todos los momentos en una direccion, como ocurre en
los medios ferromagnéticos.

Si ponemos un material en presencia de un campo magnético los dipolos
se orientan en la direccién del campo debido al par de fuerzas que se ejerce
sobre cada dipolo magnético. Ademés el campo perturba el momento orbital
¢ induce un cambio en los momentos magnéticos orbitales. En resumen, un
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material puede ser considerado como una distribucion de dipolos sobre el
volumen que ocupa dicho material.

Desde un punto de vista macroscépico se ticnen en cuenta los momentos
dipolarcs magnéticos mediante la definicién de un vector, llamado imana-
cién o magnetizaciéon M, que es funcién de los momentos magnéticos
atémicos. Si tomamos m; como el momento dipolar de cada dtomo v con-
sideramos un volumen elemental Av, la suma vectorial de los momentos
magnéticos en Av serd ) my; la imanacion M sc define mediante la si-
guicnte ecuacion:

- cine 12.
M = lim - (12.1)

M es ¢l momento dipolar magnético por unidad de volumen, conocido
con el nombre de imanacién. En la definicién el limite de Aw se considera de
forma que Av sea muy pequeno desde un punto de vista macroscopico pero
al mismo tiempo el mimero de momentos dipolares m; en su interior debe
ser grande. De esta forma la funcién vectorial M es una funcién continua
que depende de cada punto considerado.

Las dimensiones de M, dado que m tiene dimensiones de I S, serdan A /m.

12.1.2 POTENCIAL Y CAMPO DEBIDO A UN MATERIAL
IMANADO

12.1.2.1 Potencial vector magnético

Un material imanado origina un potencial vector magnético y un CAINpO
B, cuyos valores sc calculan de la forma signiente.

El momento dipolar magnético correspondiente a mn volumen elemental
dv’, teniendo en cuenta la definicion (12.1), es:

dm’ = M(x")dv'

Tomamos la ecuacion (10.31) que proporciona ¢l potencial vector debido
a un dipolo magnético; en este caso, dado que ¢l dipolo estd en la posicién
r’, dicho potencial serd,

dA(r) — Ho dm' > (r —x')  p, M(x) x (v — ¢)de’

S v A e
[ntegrando A(r) queda de la forma,

! — I
Afr) — B [ M(r) x (r qr )i (12.2)
—l’i‘T, v |r—r"|‘

Considerando la relacién vectorial siguiente,
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M(r") x (r — v')de’ 1 VvV x M(Y M(r’
Ir— /| r — x| Ir— x| v —r'|
La ' significa derivacion con respecto a las coordenadas de r’. Sustitu-
vendo en la ecuacién (12.2) y considerando la relacién vectorial,

fCde-— f(VxC dv

la ecuacion (12.2) se transforma en.

Ar) =

. / 1 ! ! '
fo [ WIXM() / M(r) x n'ds (12.3)
l,‘f

dr fyoo e 1| r—r|
1’ es el vector unitario normal a la superficic con sentido hacia el exterior.
Comparando la ecuacién anterior con las ecuaciones (10.17) y (10.20), ve-
mos que el potencial vector magnético debido a una distribucion de dipolos,
material imanado, sc puede considerar como producido por las densidades de
corriente distribuidas por el volumen y superficie correspondientes, definidas
mediante las ecuaciones siguientes:

Jn=V'xM: K, =M xn' (12.4)
Sec suelen representar prescindiendo de 1a )

Jn,=VxM ; K,, =Mxn (12.5)

A estas densidades de corrientes se las llama densidades de corriente de
imanacion; también reciben ¢l nombre de densidades de corriente localizada
0O amperianas.

La densidad J,, sc debe a la no uniformidad del vector imanacion M
dentro del material. La densidad K, tiene su origen en la discontinuidad
de M sobre la superficic de separacion entre dos medios o un medio y el
vacio.

En la frontera entre dos materiales cuyas imanaciones respectivas sean
M; v Mpy, se verifica que la densidad de corriente superficial neta es,

K, = (M; —M3z) xn =n x (M, — M;) (12.6)
12.1.2.2 Campo magnético: Potencial escalar magnético

Podemos calcular ¢l campo magnético B debido a un matcerial imana-
do mediante la ccunacion B = ¥ x A, o bien utilizando las densidades de
corriente J,, v K, cn la expresion de Biot v Savart.
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El segundo procedimiento nos lleva a la siguiente ecuacion,

"_I, J?n, x (r - r"} I "J: K‘???f X (r B r’} ! i
B(r) = —0/ —dv’ + == ds 12.7
(r) =~ Nl g e T S (12.7)

El primer procedimiento consiste en utilizar B = V x A, con el vector A
definido por la ccuacion (12.2). Ademas hay que tener en cuenta la relacion
vectorial,

Vx(FxG)=(V-GF—(V-F)G+ (G- V)F - (F-V)G
ConF=M(r')y G = (r -r)/ | r—r [*. Dado que la derivacién cs con
respecto a las coordenadas r,
V-MIr')=0y (G-V)M(r')=0
Considerando ademés que,
— r’ _ I.f ot
V(M.(r_l) — M- )T M XV X ((‘" rl)
r— v v P
Como ademas se cumple que,

V x ({r—r’l) =0
o
dado que V x V(1/|r —x|) =0,y

e () -0

s decir, se anula en todos los puntos salvo en los que r = ¥’ que vale
47. En resumen, B(r) queda de la forma siguiente,

B(r) = p,M(r) — 1,V (L M(r) - (r —x') dt-’) (12.8)

47 Jyor Ir—o°
En ¢l segundo miembro de la igualdad anterior se puede introducir una
funcién escalar ¢,,, = Vi, definida por la ecuacion siguientc,

1 M) - (r 1) ,
n0) = Vitt) = 5 [ T e (12.9)

La funcién ¢,,(r) se denomina potencial escalar magnético gencrado
por la distribucién de dipolos M(r’).
La ecuacién (12.9) se puede expresar de otra forma. Si tencmos en cucnta
la relacién vectorial,
! ! f !
M) ) (L) - (MDY FMO)
Ir — 1’| |r — /| |r — /| Ir — x|
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y ademds aplicamos el teorema de la divergencia al primer término del
segundo miembro, en definitiva queda,

é 1 M(r') -nds' 1 V' M(x)do
m 4qr S |I‘— I"'l A7 v |I‘—l‘r|
Los términos V' - M y M - n se conocen respectivamente como densidad
volumétrica y superficial de " polos” magnéticos,

(12.10)

pm =V -M(") ; 0, =M(')-n (12.11)
La forma definitiva que adopta el campo magnético debido a una distri-
bucién de dipolos es,

B(I‘) . _nuov‘;bm + f“'nM(r) (12*12)
Con ¢,,, definido mediante la ccuacién (12.10) o la (12.9).
12.1.3 INTENSIDAD DE CAMPO MAGNETICO

El campo magnético B en el caso general, cuando existe una distribu-
cion de corriente J(r') y una imanacion M(r’), viene dada por la expresion
resultante de combinar las ccuaciones (9.7) v (12.12), es decir.

I i
B(r) = Ho (F) x(r—r )di."' — 1, Vo, + 11, M(r) (12.13)
A7 |r — r’|3

Si aplicamos la fur:ma diferencial del teorema de Ampére a la ecuacién
anterior, dado que V x V¢, = 0, V x B en este caso serd,
V x B(r) = pJ(r) + 1,V x M(r)
ComoVxM=1,,

V x B(r) = p, (J(r) + Jyu(r)) (12.14)

Esta ccuacién pone de manifiesto que el rotacional del campo magnético
B depende de las corrientes libres y ligadas o de imanacion,
Transponicndo V x M(r) al primer micmbro tendremos,

v x (Bﬂ(r} - M{r)) ~ I(r) (12.15)

La iltima ecuacién sugiere la definicién de un nuevo vector de campo,
el vector intensidad de campo magnético H, mediante la ecuacion,
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1
H(r) = —B(r) — M(r) (12.16)
Ho
Sustituyendo esta ecuacion en (12.15) obtendremos.

V x H(r) = J(r) (12.17)
Ecuacién muestra que ¢l rotacional de H, V x H, a diferencia de V x B,
s6lo depende de la corriente libre J(r). Es decir. la circulacién de H sobre un
camino cerrado (7 s6lo depende de la corriente libre neta, corriente originada
por ¢l movimiento de cargas libres, que atraviesa la superficie cerrada por
¢l camino (.
De la cenacion (12.16) se deduce que las dimensiones de H son idénticas
a las de M, cs decir, H sc mide en A/m.

12.1.4 ECUACIONES DEL CAMPO EN MATERIALES

Interesa expresar de forma resumida como quedan las ecuaciones que
rclacionan los vectores de campo B ¥ H con las corrientes libres v ligadas
(corrientes de imanacion) o lo que es lo mismo, con J y M.

(‘nando no existe medio material,

V-B=0; VxH=1J (12.18)

En cl caso de que tengamos medio material y distribucion de corriente

J, las ccuaciones anteriores son de la misma forma, pero ¢l rotacional de B
8,

V xB =y, Jr)+J (r) (12.19)
Fcuacion que expresa la dependencia del ¥V x B con respecto a los dos
tipos de corriente, libre v ligada o de imanacion.
Aplicando el teorema de Stokes podemos transformar la ecuacion (12.18)
para V' x H en la siguiente,

fﬂ-dl:/.]-dszf (12.20)
M J 5

La tltima ccuacién nos permite, con determinadas condiciones de sime-
tria, calcular H en funcién del flujo de la corriente libre 7.

Mediante las ecuaciones (12.16) v (12.13) podemos expresar ¢l campo
H en funcién de las corricntes libres y el potencial escalar magnético o la
imanacién M. Llevando (12.13) a (12.16) queda,
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1 J [ o I :
H(r) — — / CORS Uik 9 PRSP (12.21)
dar i lr—r'|

Ecuacién que muestra la dependencia de H. tanto de la corrientes libres
como de las ligadas.

Si las corrientes libres son nulas, J = 0. Vx H = 0. el campo H se puede
obtener en funcion del potencial escalar, es decir,

1 M- nds 1 V' - Mdv'
H(r)= -V¢,, = — _—  — 12.22
(r) q’)?n 4'JTV (fsi |1'—1J| A V! |r—l"'| ) ( )
Calculando la divergencia de H en la ecuacién (12.16), obtenemos la
relacién siguiente,

V- -H(r)= -V -M(r) (12.23)
Esta ccuacion muestra que en un material las fuentes del campo H son
—V - M. Dichas fuentes se ponen de manifiesto cuando hay una disconti-
muidad o no uniformidad en la distribucién M(r).
El conjunto de las ecuaciones de campo resumidas en este apartado nos
permiten calcular B y H si conocemos las distribuciones de corriente J(r) e
imanacién M(r).

12.1.5 SUSCEPTIBILIDAD Y PERMEABILIDAD

Los medios materiales, desde el punto de vista del campo magnético,
tienen unas propiedades que permiten su clasificacion. Dichas propiedades se
expresan a través de las ecuaciones constitutivas que relacionan los vectores
B, Hv M

En un toroide de material magnético, la circulacién del vector H sobre un
camino ' cerrado sélo depende del flujo de corriente a través de la superficie
limitada por el camino ('; por tanto podemos calcular H sin tener en cuenta
el matcerial. Dada esta circunstancia, interesa definir M en funcién de H y
obtener la ecuacion constitutiva que relaciona B con H mediante la ecuacion
(12.16).

Inicialmente podeinos establecer una clasificacion de los materiales mag-
néticos atendiendo a que la dependencia entre M y H o entre B y H sca o
no lineal. En el caso de medios no lineales ademas se puede dar la circuns-
tancia de que con H debido a corrientes libres mulo puede ser M # 0; estos
materiales presenta imanacién permanente y sc los conoce como imanes.

En los medios lineales M es proporcional a H de forma que,
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M = x,,H (12.24)

La constante de proporcionalidad y,,,. llamada susceptibilidad mag-
nética, depende del tipo de material. Si es homogénco, \,,, no depende
del punto considerado; cuando es isétropo y,,, no depende de la direccion y
sentido de H.

Para la mayoria de los medios lineales | y,,, |[<< 1. Atendiendo al valor
de v, los materiales se clasifican en diamagnéticos si \,,, < 0 y para-
magnéticos cuando \,, > 0. Todos los materiales tiene nna contribucién
diamagnética, va que su momento orbital disminuye al aplicar un campo H.
En los materiales paramagnéticos el momento magnético de cada dtomo es
distinto de cero; la orientacion de los dipolos. cuando se aplica un campo
H. proporciona un valor de M tal que x,, > 0, s decir, dicha orientacion
supera ¢l cfecto diamagnético.

La ccuacion constitutiva que relaciona B con H se obtiene llevando la
definicion expresada por (12.24) ala ecuacién (12.16), dando como resultado
que,

B=pu,(1+\,,)H (12.25)

ty = km = (1 + ’i’(m) (1226)
A los factores p,. 0 ky, sc les llama permeabilidad relativa, y

= 1o(1 4+ \,.) = fotty (12.27)
cs la permeabilidad magnética del matcerial considerado. En defini-
tiva, la ecuacion constitutiva que relaciona B con H es,

B=uH (12.28)

Esta ccuacién puede servir para definir g como la razén entre B y H.

La permcabilidad g es una constante en los medios lineales homogéneos ¢

isotropos. ¥ de forma andloga a \,,,. depende del punto en los no homogéncos

o de la direccion de H en los anisétropos. En los medios diamaguéticos y
paramagnéticos ji os muy proxima a fi,, ya que \,, €s 1y pequena.

12.1.6 CURVA IMANACION: CICLO DE HISTERESIS

(C'nando el material no es lineal. las relaciones M — H y B — H 1o son li-
neales. Estos medios ticnen un comportamiento muy diferente a los linecales
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y son conocidos como materiales ferromagnéticos, antiferromagnético
v ferrimagnéticos, ya que las primeras observaciones de este comporta-
miento espectfico se realizaron en materiales compuestos de hierro (F,).

Las caracteristicas de estos materiales se establecen observando las va-
riaciones del campo magnético cuando se anmenta la intensidad de campo
magnético 1 aplicado al material. El método para observar las variaciones
de B en funcién de H consiste en utilizar un toroide de material ferromag-
nético al que se aplican dos arrollamientos, uno llamado primario y otro
secundario, como indica la figura 12.1. Al primario se aplica una corriente [
que genera un campo H = NI/, y en el sccundario se instala un fluxémetro
que mide ® = N’ B S. Este procedimiento se conoce como método del anillo
de Rowland.

I Secundario
'.‘ 4 ”
Primario fS 6%\\ Fiu.iémetro
Toroide -

Figura 12.1

La curva que se obtiene se llama curva de imanacion, y cs la marcada
con (1) en la figura 12.2.

En dicha curva se observa que para valores clevados de H. a un incre-
mento de H corresponde un ligero incremento de B; esto se debe a que la
imanacién Al llega a su valor de saturacion. y como B = p H + M, B s6lo
aumenta en p,f{. Si una vez llegado a la saturacion disminuimos el campo
H, los valores de B obtenidos no coinciden con los anteriores; este efecto se
conoce como histéresis, retraso de la imanacién al disminuir el campo H.

Cuando en el proceso de reduccion del campo H llegamos a H = (), le
correspondde un valor de B = B, = pu,M,, B, sc muestra en la figura 12.3
v la llamamos remanecia, y Al serd la imanacién remancnte. Se sigue
el proceso aplicando un campo H en sentido contrario, y para un valor de
H = —H_ se observa que B = 0; el campo H, se le conoce con el nombre
de campo coercitivo o coercitividad. Si proscguimos aumentando el
campo cn sentido negativo llegamos también a una saturacién. Volviendo a
disminuir el campo se obtiene otra vez un valor de B = —B,., remanéncia
negativa. Aumentando H volvemos al punto de saturacion positiva con lo
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que se describe un ciclo. llamado ciclo de histéresis del material utilizado.
Dicho ciclo se muestra en la figura 12.3.

La relacién B — H, ademas de no lineal es multiforme. es decir para un
valor de I existen dos valores de B que la cumplen.

B S .
l,fl N B =, H amuracion
g’ (1)
[—q
0,6
0.2
200 600 1000
H (A/m)
fe ¢ Max. u,
50000 /
4000
n=1i
3000 T, (2)
2000/ | -
wouly.” S
200 600 Toou
H (A/m)
Figura 12.2

Este comportamiento, caracteristico de los materiales forromagnéticos,
sc debe a que los dipolos de un d&tomo interaccionan fuertemente con los
vecinos; ademas se orientan en la direccién del campo, con lo que se pueden
producir grandes aumentos de B con ligeros incrementos de H en la zona
no saturada de la curva de imanacion.

En la figura 12.2(2) tambicn se representa la permeabilidad magnética
relativa p,. = je/ e, en funcion del campo H. p.alcanza un maximo cuando
la relacion B/H alcanza el mayor valor, y esto ocurre en ¢l punto P donde
la recta que pasa por el origen es tangente a la curva de imanacion. La
permeabilidad g, es negativa en el segundo y cuarto cuadrante del ciclo de
histéresis. Los valores de p, en materiales ferromagnéticos son elevados,
generalimente supceriores a 100.
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B

Remanencia B,

Curva de 1°
imanacion

H (A/m)

Coerctividad-H

A ~

Figura 12.3
Se suele introducir la permeabilidad incremental p;, que se define me-
diante la ecuacién siguiente,

AB
NI (12.29)

Dicha permeabilidad g; es funcién del punto considerado en la curva de
imanacién. Este valor es el que debemos tener en cuenta cuando se miden
con un campo alterno las pequefias variaciones relativas de B con respecto
a H, para un valor estdtico H,. Es decir cuando se mide la permeabilidad
incremental en un punto determinado por H, de la curva de imanacién o
ciclo de histéresis.

Los valores elevados de la permeabilidad y la remanéncia son dos ca-
racteristicas que determinan la utilizacion de estos materiales. La prime-
ra para conseguir valores grandes de B con pequenios valores de H en los
transformadores y otros dispositivos que transmitan energfa a traveés del flu-
Jo magnético. La otra utilidad, derivada de la remanéncia, se aplica en la
construccién de imanes permanentes.

12.1.7 CONDICIONES EN LOS LIMITES

Las condiciones en los limites para los vectores B, Hy M se calculan
considerando las ecuaciones obtenidas en los apartados anteriores en la fron-
tera que separa dos medios materiales, tanto en el caso de que J = 0 o para

J#0.
12.1.7.1 Medios homogéneos, lineales e isétropos

En este caso las ecuaciones utilizadas son:
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V-B=0; VxH=J: B=uH
Aplicando la ecuacion V - B = 0 cn la caja cilindrica, de altura Ah,
indicada en la figura 12.4a, se deduce que,

n-(B,—B;)=0 (12.30)
n=I1s = —11j.
La ccuacién (12.30) expresa la continuidad de las componcentes normales
de B en la frontera entre dos medios.
La ecuacién constitutiva en cada medio es.

B Bo
By = yH, : By = pyHy “’le—l; Hy = —
My H2
Sustituyendo las relaciones anteriores en la ecuacion (12.30), obtenemos,

n- (uHs — pyHy) =0 (12.31)
Py
s 2ok ™S
%ﬁ-‘%- B, 2 ‘Ah __\
R0 k B e & '

Figra 12.4
Si aplicamos la ecuacién V x H = J. o lo que es igual. la circulacién
sobre ¢l circuito cerrado MNPQ indicado en la figura 12.4b, con NP — 0 y
MQ » 0, y suponiendo que en la superficie de separacién existe un densidad
de corriente superficial K| se llega a la ecuacién siguiente,

nx(H,-H;)=K (12.32)
Sustituyendo en la ecuacién anterior Hy = B/ v Ha = Ba/us, queda,

n x (& - E) =K (12.33)
2y 1
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Si sobre la superficie de separacion K = 0. las ecuaciones anteriores se
simplifican de la forma siguiente,

nx(H,-H;)=0 (12.34)
n x (wEE — -Bi) =0 (12.35)
M2 H

La ecuacién (12.31) expresa la continuidad de las componentes tangen-
ciales de H cnando K = 0, ¥ lo mismo que la continuidad de las componentes
normales de B, son independientes del tipo de medio que consideremos.

12.1.7.2 Medios materiales con imanacién M

Ahora siguen siendo aplicables la ecnaciones (12.30), (12.32) y (12.31).

Para encontrar el comportamiento de las componentes normales de H de-
bemos aplicar V-B = 0 a B = g, H + M, de donde se deduce que
V-H = -V - M; y utilizando un procedimicnto andlogo al caso de las
componentes normales de B obtenemos la ecuacién siguiente,

n-(H, H;)=-n- {MJ — M) (12.36)

Esta ecuacién muestra que las fuentes del campo H tienen su origen en
la discontinuidad de M.

El comportamiento de las componentes tangenciales de B en la frontera
entre dos medios se obtiene aplicando la ccuacion (12.11), con las siguientes
densidades de corriente K;;, = M x n y K en la frontera. Procediendo de
forma andloga al caso de las componentes tangenciales de H obtenemos,

nx (B, —By) — p, (K+ (M, —M,;) xn) (12.37)
o1 K =0,

n x (B, —By) =y, (M, — M;) xn =p,n x (M, — M) (12.38)
Vemos que las componentes tangenciales de B dependen de las disconti-
nuidad de M, ademss de la densidad de corriente K.

12.1.8 CIRCUITO MAGNETICO
12.1.8.1 Circuito magnético continuo

Para analizar el funcionamiento de un circuito magnético vamos a estu-
diar el caso del sistema formado por un toroide construido con un material
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de permeabilidad g. sobre ¢l que se ha dispuesto un arrollamiento de N
cspiras, como muestra la figura 12.5, por las que circula una. corriente I,

En el circuito magnético se trata de conocer la relacién que existe entre
el flujo magnético ® = B - ds, en este ejemplo sobre la seccion transversal
del toroide, y [H-dl = NI = F sobre la circunferencia de radio medio del
toroide. 7 se denomina fuerza magnetomotriz (fm.m.).

M
’*\:\ Ll

ffs Sy

Figra 12.5
Aplicamos el tcorema de Ampére y la contimiidad de las componentes
normales de B al sistema formado por toroide v arrollamiento. Suponemos
que no hay fugas de las lineas de B, dado que u >> p,.
La continuidad de B,, nos lleva a que @ es uniforme en todo el circuito.
Por otra parte de B = pyH — H = B/p. Sustituyendo estas condiciones en
cl teorema de Ampeére,

di
jéH dl = ‘P% =NI (12.39)

cKS
La ccuacién (12.39) es la ecuacién del circuito magnético. Al término,
R=f & (12.40)

oS

sc le denomina reluctancia. La reluctancia es proporcional a la longi-
tud del circuito e inversamente proporcional a su seccién S y permeabilidad
L.
Resumiendo obtencmos la ecuacion,

RO=NI=F (12.41)

Esta ccuacion es andloga a la ley de Ohm V = R I, razén por la que se
habla del circuito magnético. Aqui la intensidad se sustituye por el flujo @,
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la resistencia R por la reluctancia R y la tension V opor la fanan. F.
De forma amiloga al caso de circuitos clécetricos. enando se ponen varias
reluctancias en serie, su resultante es la suma de ellas.

N
R=>R, (12.12)
1

En el caso de disponerlas en paralelo. la inversa e igual a la suma de Ia
mversas.

l—i‘l (12.13)
R™LT, o

Cuando se trata de materiales ferromagnéticos con g = p(Hj, es decir,
fono es lineal y depende del campo H aplicado, son necesarios una serie
de cdleulos iterativos para determinar R y @, va que gy © dependen de
la curva de imanacién v el punto gue sobre clla se considere. Se procede
de la forma siguiente: Primero se caleula H = N I/1 (1 es la longitnd del
circnito). Con este valor de H se obtiene sobre la enrva de imanacion el
valor de gy se calenla’ R; wiediante  la cenacién (12.41) se calcula ¢, Con
ste valor de @ se halla los valores de H en los distintos tramos del cirenito
magnético y se repite ¢l proceso. Generalmente son necesarias dos o tres
iteraciones para obtener ¢ y R con nn error pequeno.

12.1.8.2 Circuito magnético con una ranura

Si el circuito tiene un corte mny delgado, ranura, como mmestra la ignra
12.6. sc procede de forma andloga al caso anterior para obtener la ecuacion
del circuito magnético. También suponemos despreciables la fugas de las
linecas de B, por tanto de la continuidad de B, se deduce que B = B; = B,,
s decir, ol campo es el mismo dentro del material que en 1a ranura.

Por otro lado,

H,_-E-: H -—_-g—

q

i Ho
Suponemos que la longitud total del cireuito es 1 y la ranura tiene un
espesor d. Ll teorema de Ampére en este caso origina la siguiente relacion,

fn-fn: Hil—d)+ Hyd = N I

Sustitnyendo los valores de H; vy Hy v B = /85,
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I-d d
NI=¢o 12.44
( ws foS ) )
NI=¢(R; + 'Rg) (12.45)
Con,
[ - d d
R,‘ = ¥ 'R {!OS

xﬁiﬂ)}) ) f)ejllc F la ranura
\ |

4 /H H, Jf’— H

| d
d
a b

Figura 12.6
Amque d << I. dado que g >> p,. generalmente mds de 100 veces
superior, Ry > R;.
12.1.8.3 Circuito con imdn permanente

Sc trata de un sistema con ranura y un iman permanente como muestra
la figura 12.7 y sin bobina. I = (.
La aplicacién de la ley de Ampeére proporciona la siguiente ecnacion,

fH Al = H;(l—d)+ Hyd =0 (12.46)
De ella se deduce que,

d
H; = —7—H, (12.47)
El campo H; en el interior del imdn es de sentido contrario al campo Hy,
en la ranura como muestra la figura 12.7. Suponemos que la dispersion de

lineas en la ranura cs despreciable y tenemos en cuenta la continnidad de las
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componentes normales B, B = B; = By; en consecuencia B; tiene sentido
contrario al campo H; en el interior del imédn.

Figura 12.7
En la ranura se verifica que,

B
I{g _— -
o
En definitiva,
d
Hi— —B 12.48
=) el
La imanacion M en el iman sera,
ybt ! B
M=—-H=¥—— (12.49)
I, l—dp,

La ecuacidn (12.48) es una recta conocida como recta de corte, cuya
interseccion con la curva de desimanacion, segundo cuadrante del ciclo de
histéresis. es el punto P que muestra la figura 12.8. Dicho punto es funcién
del espesor de la ranura d, la longitud [ v la forma de la curva de immanacion.
Cuanto mayor sea la remanencia B, v mas grande la anchura del ciclo (inayor
campo coercitivo H,) més elevado sera el campo B que corresponde al punto
E.

Por otro lado cuanto mayor sea [ en comparacién con d, la recta de
corte B = f(H;) tendrd una pendiente méds grande, en consecuencia a P le
correspondera un mayor valor de B v otro mis pequeno de H;. Por esta
razén se hacen los imancs permanentes cn forina de herradura, ya que al
mismo tiempo se consigue un valor grande de B en la ranura y un campo
H; pequeno, que dado su sentido contrario a la imanacién A, Lliende a
desimanar el material.
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H; tiene sentido contrario a I3 v M; en ¢l iman. Si en la ranura colocamos
una chapa de material cuva permeabilidad y >> iy, seglin  la ecuacién
(12.48) aumenta la pendiente. lo que supone aumento de B v disminucion
del campo desimanador H;. Esta es la razén por la cual se¢ unen los polos
del indn con una chapa de hierro cnando no se estd utilizando.

\ Curva de
il \, desimapacion
\

Rectﬁxde colte

IS

Coercitividad
A ol k') 0

-1 (Am)
Figura 12.8
12.1.9 ENERGIA MAGNETICA

La energia magnética debida a un circuito por el que circula nua corriente
1 es igual al trabajo necesario para establecer la corriente [ en dicho circuito,
exchida la pérdida de energia por efecto Jonle.

Para encontrar la expresion de la energia magnética vamos a supouer
una serie de condiciones que permitan cierta simplificacion. En primer Iu-
gar suponemos que cl proceso se realiza en condiciones cuasi-estiticas, es
decir, corricntes lentamente variables; con lo cual los fendmenos de radia-
cién y retraso de unos potenciales con respecto a otros en distintos puntos
de un componente son despreciables. Tanibién se consideran 1os circuitos no
deformables y en posiciones fijas. Ademas consideramos que los medios son
lineales.

I8l cdleulo se hace suponiendo corrientes de conduceidn en los circuitos
¥ determinando el trabajo reversible necesario para qgue las corrientes on los
distintos circuitos pasen desde cero a su valor final. Se excluyve la energfa
disipada por efecto Joule en los conductores. Suponemos que la energia se
siministra por unas baterias conectadas a los distintos conductores, bhaterias
que considerammos elementos externos al sistema.

En un circuito filiforme 4, el trabajo realizado para mover la carga dq cs,

Vidg = V;idt
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En el intervalo de tiempo dt la energia suministrada por las baterias ser,
dW; = V;i; dt
St se trata de un cireuito de resistencia R.
Vi+ & = Ri;
Es dccir, la fem. de la baterfa mds la inducida &, es ignal a Ri;.
Despejando V; y llevandola a la ccuacion de la encrgia queda,
dW; = —&i;dt + Ri’dt
El término RiZdt representa la encrgia disipada por efecto Joule y no for-
ma parte del trabajo reversible. Por tanto si tenemos en cuenta la relacién,
& = —d®;/dt, la energia magnética clemental dW',,,, serd,

d'”.'_n“. = iffI(I’?: (12.50)
En un sistema de N circuitos,

N
AWp =Y " idd; (12.51)
=1

Como el flujo sobre el circuito i depende del propio circuito y todoes los
demds, cl citado flujo en funcién de los coeficientes de induccion mutua y
autoinduccion serd,

N
d®; = " Mydi (12.52)
i=1
Sustituyendo la ecuacién (12.52) en (12.51), y considerando que la ener-
gia en el estado final no depende de los cstados intermedios, podemos poner
1; = ooy, di; = Lido e integrar con respecto a a entre 0 v 1. El resultado es
la siguiente formula para la energia,

N N
S |
Wo = 5 Zl ; M1, (12.53)

El término 7 = j corresponde a M;; = L;.
En funcién de las corrientes y flujos la energia es,

N
W,, = -;-Z @, (12.54)
i—1

12.1.9.1 Energia en funcién de los vectores de campo B y H
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Nos interesa cxpresar la energia magnética en funcién del campo e inten-
sidad de campo magnético, ya que ésta forma siguc la linea de expresar las
leyes que describen los fendmenos electromagnéticos mediante los vectores
de campo. Esto nos permite encontrar la encrgia en el caso de distribuciones
de corriente no localizadas en circuitos filiformes.

La ecuacion (12.54) nos sirve para encontrar la expresion buscada. En

el circuito i se verifica que:
¢, = ] B; - ds;
Si

Aplicando B = V »x A y ¢l teorema de Stokes,
= AL
Cy

Por otra parte la corriente I; se puede considerar como originada por
una distribucién de corriente cuya densidad es J;,

Ii = Ji - dS-;.g
El sumatorio Y de términos infinitcsimales se transforma en [ y ds;-dl; =

dv, de forma que,
24,

1
W =5 ] J- Adv (12.55)
v

Ecuacion que nos da la encrgia en funcion de la densidad de corriente y
el potencial vector magnético. A partir de esta relacion se obtiene la energia
en funcion de los vectores B y H.

Considerando que VX H = J, B = V x A y teniendo en cuenta la
relacion vectorial,

Vx(AxH) =H-VxA—-A - VxH=H-B-A.VxH
W, =1]H-de—ljv-{AxH)d-t=

Aplicando el teorema de la divergencia al segundo término,
1
Wi, :l [ H-Bdv - —/(A x H) - ds
2 Jv 2 Js

En el caso de corrientes cuasi-estacionarias, A x 1/7, H o< 1/, y como
ds o 12, la integral de supcrficie se anula si consideramos S muy alcjada de
los circuitos, en el infinito. En definitiva, tomando para el volumen todo el
espacio,

En consecuencia,
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W :% [ H: Bduv (12.56)
JV

Cuando los medios son lincales o en ¢l vacio, podemos utilizar la ecuacién
constitutiva B = pH ccuacion(12.56),

1 {1
Wi = f pH?dv = - [ —B%dv (12.57)
2 Vv 2 v M

Aunque la ecuacién (12.56) es valida cuando se integra sobre todo el
cspacio, se puede introducir el conecepto de densidad de energfa magnética
wy, mediante la ecuacion de definicion siguiente,

1 1 11
Wy, = 5 H-B = §;LH2 = -2-55‘3 (12.58)
La densidad de energia se mide en J/m?.
W = f Wy d (12.59)
A

12.1.9.2 Energia en medios no lineales

S1 un circuito contiene un medio no lineal, bien por que el circuito sea
un conjunto de espiras arrolladas a un micleo de material no lineal (por
ejemplo ferromagnético), o bien por que el conductor sea de material no
lineal, en el cdlculo de la energia magnética s¢ debe tener en cuenta la
curva de Imanacién para obtener los incrementos de flujo correspondientes
a cambios cn las corrientes.

Considerando la no linealidad del material, a un incremento de flujo le
corresponde la variacion de energia siguicnte,

i.i ZfHdl? ¥ ﬁq‘)é "'f 6B.i'ds,:
5,

oW, = | H-é6Bdv (12.60)
1’
El incremento en la densidad de energia sera,

Como,

ow, =H- 6B (12.61)
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51 ¢l material describe la curva de imanacion indicada figura 12.9, la
variacion de la densidad de energia cuando el campo magnético B cammbia

de 0 a D es,

B
Wy, — / H-éB (12.62)
0
B(T) B
2 PP
B s a0 B, L oy
L5 /”.- ."; )
|/
| |t -H. [0} /H_ ________
/ [ H(A/Mm)
5 f ' Y
200 400 600 K00 1000 _’;,x -8,
H (A/m)
Figura 12.9 Figura 12.10

Si el sistema describe un ciclo de histéresis como el indicado en figura
12.10, la energia disipada por unidad de volumen en cada ciclo viene dada
por la ecuacion siguiente.

Wy — H-dB (12.63)
ciclo
Considerando que B = p,(H + M).
HdB = u,HdH + p,HdM
El término p,H dH corresponde al trabajo en el vacio y se anula al
describir un ciclo. En consecuencia,

Wy, = H-dM (12.64)
ciclo
Tanto esta ecuacion como la (12.63) nos proporcionan la energfa por
unidad de volumen disipada al deseribir un ciclo de histéresis.

12.1.6.3 Coeficiente de autoinduccién en funcion de la energia
magnética

Como indicdbainos en el apartado dedicado a obtener la formula de Neu-
mann, algunas veces s dificil su aplicacién, por lo que debemos recurrir a
otro procedimiento para determinar la autoinduccién.

La ccuacion (12.53) en cl caso de un circuito es,
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1
W, = LF (12.65)

Considerando que el medio es 11nea,l, la corriente cuasi-estdtica y el con-
ductor cerrado, los vectores B y H son proporcionales a la corriente I. Sien-
do I la misma para todas las zonas, tanto dentro como fuera del conductor.
Se define el coeficiente de autoinduccion mediante la relacién siguiente,

21, "
L= 12" (12.66)

Como la encrgia W, es la suma de las almacenadas dentro y fuera del
conductor,

[rm =H -mi + Irﬁmﬂ
Podemos representar L como suma del coeficiente de autoinduccion in-
terno L; v externo L,

L=L;,+ 1L, (12.67)
Con,
1 .
L; = ﬁ/ B - Hdw; (12.68)
/ B - Hdu, (12.69)

Tanto ¢l coeficiente de autoi nducclon interna como externa no son faciles
de caleular, salvo que la geometrfa del sistema o distribucion de corriente
presente ciertas simetrias que lo faciliten.

12.1.10 FUERZA Y PAR DE FUERZAS

El célculo de la fuerza sobre un circuito se ha hecho en capftulos ante-
riores mediante la ley de Ampere o aplicando la fuerza de Lorentz. Si la
geometria de los circuitos no presenta ciertas simetrias el cdlculo puede sor
complicado. En este apartado vamos a estudiar otro procedimiento de ob-
tener la fuerza, basado en el desplazamiento virtual del circuito o clemento
sobre el que actia la fuerza.

En un desplazaniiento virtual la encrgfa suministrada por las fuentes,
dily, es igual al trabajo mecénico F-dl mds la variacion de energia magnética
del sistemna di¥,,,,

dW, = F - dl + dWV,, (12.70)
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Se consideran dos casos: 1) Sistemas o circuitos en los que se manticne
constante la corriente. 2) Sistemas en los que se manticne constante el flujo.

12.1.10.1 Sistemas o circuitos con corriente constante

En este caso las baterias suministran cnergia de forma que en ol des-
plazamicnto dl se mantienen constantes las corrientes en los circuitos. La
variaciéon de flujo que se produce en el desplazamicento tiene como conse-
cuencia cl siguiente aporte de encrgia por las baterias,

N
AWy = Ldd; (12.71)
1
Por otra parte ¢l trabajo mecdnico es,

dW =F -dl (12.72)
La variacion de la energia magnética scré,

N
1
AW = 5 ; L;d®, (12.73)

Sustituyendo (12.71, 72, 73) cn (12.70) tenemos,

F.dl=aw,, (12.74)
Como dW,, = VIV, - dL

F = (VWW,.), (12.75)
La fuerza es igual al gradiente de la energfa. El subindice I significa que
se mantiene la corriente constante.
Si el sistema solo puede girar alrededor de un eje, que suponemos coincide
con cl gje Z, el par de fuerzas serad,

OW,
= (—"—’-) (12.76)
de /g
12.1.10.2 Sistemas o circuitos con flujo constante

Ahora durante el desplazamiento virtual suponemos que las corrientes
se modifican de manera que los flujos permanezcan constantes. Como con-
secucncia del fluyjo constante la f.e.m. inducida es nula. Las baterfas no
suministrardn mas energia que la disipada por efecto Joule, es decir, como
suponemos que no se disipa cnergia dWp, = 0.
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La ecuacion (12.70) ahora queda de la forma,
dW + dW,, =0
En consecuencia,

F - dl . _d‘-i;n . _V[It}n b dl

F= (Vith)g (12.77)

El trabajo mecdnico en este caso sc hace a costa de la disminucion de la
energia magnética del sistema.
De forma andloga al caso anterior. ¢l par de fuerzas es,

Wi

12.1.10.3 Presién magnética

Para calcular la presion magnética sobre una superficie en la que se
produce una discontinuidad cn el campo magnético, vamos a estudiar el
ejemplo de dos placas conductoras planoparalelas indefinidas, situadas como
muestra la figura 12.11. Por cada placa circula una densidad de corriente
superficial K en los sentidos indicados cn la figura.

Aplicando el teorema de Ampeére, el campo magnético entre las placas
es B = Kug; es decir, B es perpendicular a las densidades de corriente K.
La fuerza sobre cada placa es perpendicular a clla, F o« K x B. Podemos
calcular F a partir de ¥,,.

Z
=
4
K
9] -
Y

%

Figura 12.11
La energia magnética en un paralelepipedo de altura dz y base dx dy es,

2
W, = %B—d.l dy dz

Ho
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dz 2 i

La presion p sobre una superficic da dy sera,

1 B?
=9 (12.79)

La presion en el cjemplo estudiado coincide con la densidad de energia
magnética entre las placas, ya que en ¢l exterior B = 0.

P
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12.2 PROBLEMAS

PROBLEMA 12.1

En un bloque imanado de gran tamano. con M = Afu,. se realiza un
taladro cilindrico indefinido v de radio I (R <

que las dimensiones del bloque). cuyo eje coincide con el eje Z. Véase la
figura P12.1.1.

1) Calcular las densidades de corriente de imanacion J,, v K,,,. K,
sobre las paredes del cilindro.

2) Con las corrientes anteriores. calcular B sobre ol eje Z.

Z

Figura P12.1.1

Solucién

1) Densidades de corriente de imanacion

Las densidades de corriente J,,, v K, se calculan utilizando las ccuacio-
nes (12.5).

Dado que M es uniforme, todas las derivadas son nulas y en consecuencia
V xM=0.

Sobre la superficie del cilindro, K,,, = Mu, x n.

El vector unitario normal a la superficie cilindrica, como muestran las
figura P12.1.2a y b. en cada punto es,

n= -u, = —(cosyu, +sen pu,)
Por tanto,
Ky = —Mug x (cospu, +sen puy) = —Msen gu,
Las corrientes seran,

K,,=—Msen gu. ; J,, =0
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i

Figura P12.1.2
2) Campo magnético
El campo magnético sobre ¢l €je se caleula aplicando la ley de Biot y
Savart en la forma indicada por la ecuacién (12.7), con J,,, = 0.

K, x(r—r')
e
Como el cilindro es indefinido, B ¢s la misma en cnalquier punto del cje

Z, por lo que elegimos ¢l origen de coordenadas para el cdleulo de B. Los

vectores r, 'y la superficie elemental ds’ son,

B(r) = f;r"- f (12.1.1)

r=0; r' = Ru,+ z2u. = R(cospu, +sen puy) +2u, ; dé = Rdpdz
r—r' =-R(cospu, +sen pu,) —zu,; |r—r|= (R + zQ)U2
Sustituyendo los valores anteriores en la ecuacion (12.1.1) y considerando
los limites de la integral, que en este caso son: para z, 0 e ¢ multiplicando
por 2y para ¢, 0 v 27, La ecuacién queda de la forma.
B(r) - Fo., /gﬂ' Ry f'x‘ Msen pu, x R(cospu, +sen pu, + 2u.)dz
i g 0 (R2 + 22)3/2
Como u; xu, = 0; w, X u; = u,; u, X u, = —u,

dz
R? + 22)3;’2

27
/ (Sell YOS Uy — sen? @ u,v,:) dy
0

(12.1.2)

B(r) = 22 R0 /0 (

La integrales en @ que aparecen son,

2
: Wy VS lrﬂ— SEY 2 2?]——0
u, . sen @ cos @ dy = uy [bE,ll 50]0 =
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27
sc Qrp] = T U,
0

o |k

2w ‘
u:r/ (—sench ur) dp = u, [
0

La integral en z cs,

b |,

f@c & [ 2 r 1
nd/2 2 Z 22 — P2
0 (R?+ 22%) R*\J(R? 4 22) , K

Sustituyendo estos valores en la expresion (12.1.2), obtenemos el valor
del campo magnético pedido.

1
B(r) = 5;10}11 u,

PROBLEMA 12.2

Un disco de radio I’y espesor ¢ (e < R). como ¢l indicado en la fi-
gura P12.2, esta constituido por un material imanado uniformemente en la
diveccion del ¢je Z. M = Mu,.

1) Caleular las densidades de corriente de imanacion J,,, v K,

2) A partir de las densidades de corriente J,, K,,. caleular el campo
magndético cn el punto PO, (. z,) (2, = ).

Z

Figura P12.2

Solucion

1) Densidades de corriente de imanacion

Las densidades de corriente J,,, v K, se calculan utilizando las ecuacio-
nes (12.5).

Dado que M es uniforme, todas las derivadas son nulas y en consecuencia
VxM=0.

Sobre la superficie lateral del cilindro, K,,, = Mu, x n.

Sobre las superficies circulares K,,, = 0, va que M || n.
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El vector unitario normal a la superficice cilindrica n = u,, por tanto,
Kru — J"F_[uz )'( uP — 1[[1(’0 -
Las densidades de corriente pedidas son,
K = l’”'—h,-; i Jwm =0
2) Campo magnético
El campo magnético en el punto P del cje Z se calcula aplicando la ley
de Biot y Savart en la forma indicada por la ccuacion (12.7), con J,, = 0.

KWx(r—r'J

B(r) = 471_ r— e

(12.2.1)

C'omo ¢ es muy pequetio, ds’ = eﬁ’n'go.
Los vectores r v ', asi como u, y |r — /| son,
r=zu,; t'=Ru,: r—1' = —Ru, + z,u.
9 oy1/2
lr—r'| = (R*+22)"" i u,=cosgu, +sen pu,
Sustituyendo los datos anteriores en la ecuacion (12.2.1), tendremos que,
K,, x (r — r’) = P.Iu,p X ( Rup + zouz) = M Ru. + Mz,
2 4 »2)3/2
. 4?7 (RZ+25)7°
Los Iimites de integracion para o son 0 y 27, Considerando el valor de u,
sobre los ¢jes cartesianos, la expresién anterior se transforma en la siguiente,

B(r) flo, TG fzﬂ (Ru, + z( + sen N dy
= — COS(O 1, 1 u

w2422 Jo ¢ oo e TRy

Las integrales de cos pdy vy sen@dy entre 0 y 27 son nulas. La integral
de dy es ignal a 27, por tanto el campo magnético serd,

M
B(r) po € REA
2 (2207

PROBLEMA 12.3

Un disco de radio It v espesor ¢ (¢ < R). como ol indicado en la figura
P12.3. esta construido con un material imanado, sicudo la imanacion M =
M(1— p/R)u..

1) Caleular las densidades de corriente de imanacion J,, v K,,,.

2) Utilizando las densidades de corriente obtenidas en el apartado an-
ferior, calcular ¢l campo magnético B en el punto P del cje Z. OP = a:
a = ¢.
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Solucién

1) Densidades de corriente
Las densidades se calculan mediante las dos ccuaciones (12.5),
Ju,=VxM ; K,,=Mxn
Sobre la superficie lateral M = M (1 — R/R) = 0, por tanto,
K, =0
Sobre los circulos de radio R, M ||ny M xn=0— K, =0.
En definitiva, sobre todas las superficies,
Km = ()
Z

[

Figura P12.3
Teniendo en cuenta la forma del rotacional en coordenadas cilindricas.

I OM, M, M. NoM.y i
J'm = (18ﬂ - — g G,.a) llp+( &= & I“) ll‘;+% ((}(‘01"l ’;9} . dﬂfp) u.

; Ay 0z dz dp dp Dy
La corriente Jy,, considerando que M solo tiene componente M, y csta
solo depende de p, queda de la forma,

oM, 9.
Jm — (:)f-? U, = %‘11(1 [)/’R)U‘P
M
Jm = ?ug

2) Campo magnético
Para calcular B en ¢l punto P utilizaremos la Ley de Biot y Savart en la
forma dada por la ecuacidon (12.7), con K,,, = 0.

o Jo 3 (r — 1) '
B - — ; dv 12.3.1
(I‘) dar /S'" |I‘ o r,f|-'5 t ( 3 )

La corriente J,;;, es la calculada en ¢l apartado anterior.
Considerando que ¢ < R, dv' = ¢ pldy dy.
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Los vectores de posicion y |r — /| son,

2 12) 1/2

r=au,; r'=pgu,; r—r'=au, - gu,; |r—~r'|—(a b p

M A
J, x(r—r")= Eupx(auz puay) = R{auer o)
Llevando los valores obtenidos a la ecuacion (12.3.1), teniendo en cuenta
que los limites de intograric’mn para ¢ son 0 y 27 y para p’ son 0y R,

B{l‘)———t fzﬂ fR (au, + p'u;) Jdp
0 (a®+ (p)?)**

Como en cl problema anterior, sustituyendo u, = u, cosy + wy, sen @,
quedan unas integrales de la forma cos ¢ dy y sen pdy, que integradas entre
0 y 27 se anulan; en consccuencia el término que multiplica u, es nulo,
quedando la integral reducida a la siguiente,

1o M 2 p2d
B(r) = ﬁ_o_f uzf f 4 =
(a® + (1))

La integracion produce la relacién siguiente,

R

o, M o 1/2
B = 4 B [_ e () )] N
]

En definitiva, el campo magnético es,

2 2\1/2
B(r) - Ho ﬂI In R+ (a® + R?) B R .
2 R a (024_32)1#

PROBLEMA 12.4

Tenemos una arandela. de radio interior @ exterior b v espesor ¢ (e < a),
comno nmestra Ia fgara 1201 La arandela esta nnanada uniformemente.
con M — Yu..

1) Caleular las densidades de corriente de imanacion J,, v K,,,.

2} Utihzando las corrientes J,, v K,,,. calcular ¢l campo magnético B
en el pmto P odel eje Z2 O = 2, (2, = ¢ ).

Solucion

1) Densidades de corriente de imanacién

Las densidades de corriente J,, y K, se calculan mediante la ecuaciones
(12.5).

=VxM; K,=Mxn
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/X
Figura P12.4

Como M es uniforme, las derivadas son nulas, por tanto V.x M = 0, y

en consccuencia,
Jn =0

La corriente K, sobre la superficie de las coronas circulares es nula, ya
que sobre ellas M x n = (.

Sobre la superficie cilindrica de radio a, n = —u,, por tanto,

Sobre la superficie cilindrica de radio 6, n = u,, por tanto,

! — —_—
K, = Mu, xu, = Mu,
En resumen, las corrientes sobre la superficies cilindricas son,

K., = ~Mu, en p=a
K, = Mu, en p=>b
2) Campo magnético
El campo magnético en ¢l punto P del eje 7 se calcula aplicando la ley
de Biot y Savart en la forma indicada por la ecuacion (12.7), con J,,, = 0.

n"
f K x (r— 1) 1y (12.4.1)
T An |r — r"|

Dado que el espesor es muy pequeiio, en el cilindro de radio a, ds’ =
ady. Los vectores ¢y 1/ son,

r=2zM\.; r' =au,; r—r' = zu, —au,
El médulo de (r — r') serd,
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[r —r| = (ﬂ.2 +z§)1f2

Sobre el cilindro de radio b tendremos los siguientes valores,

1/2
r=zou:r =bu,; r—r = zu, —bu,; [r—r’| = (1* + 22) /

Sustituyendo los valores correspondientes al cilindro de radio a en la
ecuacion (12.4.1) y considerando que los limites para o son 0 y 27, la integral
de dicha ecuacion queda de la forma,

By(r) — o fmr —Mug x (zou, ; aug,)ac do
i Jo (a2 + 22) /2

o [*™ M (—zou, —auy)ac
ar ﬁ (a2 + 22)*/2

S1 tenemos en cuenta que u, = u, cos @ + uy sen . la integral queda. en
la forma,

B 15 Bo ]zw (—zou, — a(u, cos p + u, sen ) dis
A 0 (a2 + 22)%/?

Las integrales entre 0 y 27 de cos dy y sen @ dg son nualas, por lo que

cl campo magnético sera.

dy

. Ma?ez
Bi(r) = -3 — .
(a® + 22)

Sobre: ¢l cilindro de radio b se procede de forma andloga, lo vinico que
cambia son el radio y el sentido de la corriente, por lo que en la expresion
para Bg se obtiene cambiando en la expresién anterior a por b v ¢l signo.

p, Mb?ez,
Bg(r} = ?‘—23/2]13
‘ (2 + 22)
El campo magnético total en el punto P es,

b2 a?

M ez,

Br=B;+By= — — .
2 (b% + zg)é}’f2 (a? + 22 3/2

u;

PROBLEMA 12.5

Un tubo indefinido. de radio interior a v exterior b. est:i compuesto por
una material uniformemente imanado. de manera gue M = M u,.

1) Calenlar las densidades de corriente de imanacion J,, = V x M v
K., = M x n.

2) Obtener el campo magnético B en un punto del eje Z.
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Solucion

1) Densidades de corriente de imanacion
z|

Figura P12.5
Puesto que la imanacion es constante, tenemos
Jm =V xM=~0
Las corrientes de imanacion superficiales se producen en los Iimites del
material imanado, cs decir. en las superficies laterales interna v externa, yva
gue por tratarse de un cilindro indefinido las coronas circulares inferior y
superior del tubo no se consideran.
Para la superficie lateral exterior, de radio b, tenemos que,
n = u, = U; cos @ + 1, sen . Por tanto,
Ko = Mu, x (upcosp +uyseny) = Msenyg u,
Para la superficie interior n = —u, = —u, cos @ — 1y, sen ; sustituyendo
queda,
Kia = —Msen g u,
2) Cilculo de B en ¢l cje
Para calcular el campo magnético se puede proceder aplicando la ley de
Biot ¥ Savart, para el caso de corrientes superficiales, tanto a K,,,, como a
K, 4, sumando luego ambos campos magnéticos.

to [ Ky x (r—1')
A7 5 |1' 4 r;l."!
Como sc trata de corrientes indefinidas en la direccién del cje Z. el campo
¢s el misino en cualquicr punto de dicho eje, por tanto obtenemos ¢l campo
en el origen de coordenadas donde r = 0.
2a) Para la superficie exterior, p = b, los vectores de posicién son:

B(r) = ds’ (12.5.1)
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r=0; r'=bu,+2u,; r—r — —bu, - 2'u,; |r—r’|—-(f}2 b 22172

Kb > (r— I"} = M seny u, x (_buﬁ' - quz) — M sen *,9(_{)“4,;)
El vector unitario ug en funcién de los vectores unitarios de coordenadas
cartesianas os.

U, = — Uy Seny + Uy, cos
por tanto,
K, x (r—1')=bAM (umsc-nzfp — W, COS Y SCILY)

La superficie clemental ds” = bdy d2'. Loa limites de integracion son 0 y
27 para ¢ ¥y —20 e o cn ¢l caso de 2.

Sustituyendo,

0 ] 29
Ho 2 dz 2

B, =="=Mb Upsen’y — u, cos o sen ) dy,

donde las integrales toman los siguientes valores,

29

2t 5 1 1
sen“y dg = g¥ T pCospseny| =
0 0

2
/ cos psen dy — 0
0

Por tanto,

By = <1, M u f T LM B? L -
— = —L_.V 9 |~
b= Ho “) oo R+ 222 AT B | T )

U,

By, = %uuﬂf u,
2b) Para la superficie interior de radio a procedemos de forma analoga
al caso anterior. Ahora cambiamos ¢l radio y el sentido de la corriente
K = —Kppp. la tinica consecuencia ¢s que cambia el signo del campo
magnético, que es de la forma,
B, = —%pﬂﬂf u,
Por tanto el campo total vale,
B=B, +B,=0

PROBLEMA 12.6

La distribucion de imanacion sobre una esfera de radio R, cuyo centro
coincide cont el origen de coordenadas es.

M= (Mz+AM')u,
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1) Calcular las densidades de corriente de imanacion J,,, v K,,.
2) Con estas densidades calcular ¢l potencial vector magnético en el
origen de coordenadas.

Solucién
V4
—=n,
( .l “'
‘_\ “‘“—74__; / Y
" w
o i,
xS —

Figura P12.6

1) Densidades de corriente

C'omo en los problemas anteriores, J,, v K,, se calculan mediante las
ecuaciones (12.5).

Teniendo en cuenta la forma del rotacional en coordenadas cilindricas,
3, - (l OM. BMIP) e (E’)MP B i’)M;) y A—l (G(pﬂfq) B ﬁﬁfp) N

p Op Oz P Oz dp | " p Op Oy

La corriente J,,, considerando que M solo tiene componente M, y esta

es solo funcién de la coordenada z, serd nula,
J =0

La densidad de corriente K,,, = M x n, se obticne considerando el valor
de M dado y que sobre la superficie de la esfera. como muestra la figura
P12.6, n = u; cos @ + u,senf.

Ky, = (M2 + M, x (u;cos@ +u,sent) = (A 2 + AM')senfu,,

Resumiendo, las densidades de corriente son,

Jn=0: K, =(Mz+ M)senfu,

2) Potencial vector magnético

Con las densidades de corriente obtenidas calculamos el potencial vector
magnético utilizando las ecuaciones (12.3), (12.1). Dados los valores de J,,
v K. A(r) queda en la forma,

g
A(r) = Lo [ Konds (12.6.1)

—l-ﬂ' Js |[' e I"'F
Los vectores de posicion r v r', asf como |r — 'l v ds’ son.
p ) ¥

r=0; "= FRn; ‘r—r" = R; ds — R?sen@d6 dy
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Llevando los distintos términos obtenidos sobre la ecnacion (12.6.1), y
temendo en cuenta que los lnites de integracion para # son 0 v 7, y para
@, 0 v 27, el potencial vector queda de la forma.

2 w
A(r) = i:—; [0 u,dy /0 R(M z + M")sen6 do

Considerando gue el vector unitario u, = —u, senp+ u, cos . la inte-
gral anterior se transforma en la siguiente.
J 2w T )
A(r) = -é (—uy sen + uy cos @) dyp / R(AM z 4 Al )sen?6 do
Jo Jo

Las integrales de sen ody v cos o dy entre 0y 270 son nulas, por tanto el
potencial vector serd también nulo en r = ().

A(0) =0
PROBLEMA 12.7

Un cilindro de radio i v longitud 2L, dispuesto como indica la figura
P27 1. esta constrnido con mn material enva imauacion s M = A u..

11 Calenlar el potencial escalar magnético en piuntos sitnados sobre el
cje 2.

2) Mediante el potencial escalar obtener los veetores H y B en los puntos
P00, 0). P(0. 0. 2L) v P(0. 0. —2L).

A1 Calenlar los valores de Hen P enando £ = 00 1R v 1 = 10R.

Solucion

Se calenla el potencial escalar mediante la ecuacion (12.10) que sirve
para definirlo.

1 M-n , 1 vV-M
Oy = — 5 dv
Am Jor [r—1/|
Dado que M es uniforme v por tanto no depende de ninguna coordenada,
V-M=0
El valor de M - n sobre la superficie cilindrica de radio R es nulo, dado
que n es perpendicular a M.
Sobre la superficie del ¢irculo cuyo centro esta en (0. 0, L) n = u;, y en
conseclencia,

n == 10
i for v — 1| (12.10)

M- -n= Mu, -u, = M
Sobre la del cirenlo con centro en (0, 0, —L) n — —u,.
M-n=AMu, -(-u,)= A
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En el célculo de ¢, sobre el eje Z distinguimos dos casos: 1° cuando
consideramos los puntos entre — L y L, dentro del cilindro imanado; 22 para
puntos cn los que |z| > L, fuera del cilindro imanado.

Figura P12.7.1 Figura P12.7.2
la) Puntos en el interior del cilindro
La integracién de la ccuacion (12.10) se compone de dos partes, una
correspondiente al circulo con centro en z = L v la otra para el centrado en
2z — —L. Los vectores de posicion para ¢l primer circulo, como mucstra la
figura P12.6.2. son:
r=zu.;r =pu,+Lu, ; r—r'=(L-2)u, -y,

r rrl . ((p:)z (L — 3)2)1/2
Para el segundo serdn,

r=zu.; ¥ =pu,—Lu. ; r—1v' =(L+2)u, —phu,

1/2
[r—e] = () + (L +2))Y
La superficic elemental en ammbos casos es, ds’ = p'dy’ dp/.
Llevando los datos anteriores a la ecuacién (12.10) obtenemos la sigunicnte
integral,

Mo / / :
h, = — dyo -
= fy ) (((mu(.c—z)?)‘f? ((rf)2+(L+,a>2)”2)d”’

La integracién produce la ecuacion siguiente,

= % [(( P+ (L=~ (2 (L + z)g)lﬁ]{?

6, = %{ ((R2 (L -2 — (R +(L+22)"* + 2:)  (127.)

1b) Fuera del cilindro |z| > L
Lo 1inico que cambia son los vectores de posicion respectivos.
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Para z > 0, Disco centrado en (0, 0, L),
r=zu.; ¥ =pu,+Lu, ; r—1v'=(z-Lu.—py,

v —2'| = (¢ + (= - L)Q)”j
Disco centrado en z = —L

1
f ! .
r=zu.;r =pu, - Lu, ; r—1r'= (24 L)u, - pu,
({2 . 2y1/2
v —r'| = ((¢')* + (= + L))

Como s6lo han variado los términos (z + L) y (z — L) enlre paréutesis
correspondicntes a |r — 1’|, la ecuacién (12.7.1) en este caso se transforma
en la siguiente,

P — ﬂ—; ((R2 VE-D)Y? (R e+ 02 2L) (12.7.2)
Para z < (.

Teniendo en cuenta los valores de |r — r/| respectivos, se llega a una
expresion igual a la ecuacion (12.7.2).

2) Vectores de B y H

El cdleulo del vector H se hace mediante la ccuacion (12.22), H =
—thm.

2a) Dentro del e¢ilindro

Dentro del cilindro se aplica la ecuacién (12.7.1) para ¢,,. Como cl
potencial escalar solo depende de la coordenada z,

8‘3{’111
H=—5,u

X% (L= 2) } (L+2) 9w (127.3)

1/2 1/2 '
i (R2+(L—z)2) (R2+(L+z)2)
El vector B se obticne mediante la ecuacién, B = p (H + M)

M e, L
B =i ) n (L +2) u.  (12.7.4)

1/2 jz | 2
(R2 4 (- 3)2) (1?_2 (L + 2)2)
En el punto P(0, 0, 0) H y B son:

H=M ( L 1) u. (12.7.5)

(R2 4+ 12)"/?
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I
(R + 12)72

Las ecuaciones (12.7.5) y (12.7.6) muestran que en el interior del cilindro
imanado el campo H ticne sentido opuesto a la imanacién M, mientras que
el campo magnético tiene el mismo sentido que M.

Como H es de sentido opuesto se le llamna campo desimanador. El factor
que multiplica a M en la ecuacion (12.7.5), que depende de la forma geo-
métrica del cuerpo considerado y de la direccion de imanacion, se denomina
factor desimanador.

2b) Fuera del cilindro

Fucra del cilindro se sigue ¢l mismo procedimiento, pero ahora se utiliza
la ccuacion (12.7.2) para ¢,,,. El resultado para H es,

B = 11,(H + M) = 11, M

(12.7.6)

1 —(2—L L
H = oM (z-1) o+ (z+1) w277
(R+-17)" (B4 + 1))
El campo magnético B ahora cs. B = pu H
L —(z— L) (z+ L)
B = E;toﬁf 7z | (12.7.8)

1/2
(R+E-07)" (R + e+ 0?)
En los puntos P/(0. 0. 2L) y P”(0, 0, —2L) H vale lo mismo, como sc

demucstra sustituyendo z = 2L y z = —2L en (12.7.7). Su valor es,
1 : L
(R2+@Ly?) " UP+LY
B— %NOM £ o L —77 | (12.7.10)
(R? n (3L)2) (7% + L2

La ecuaciones (12.7.9) y (12.7.10) muestran que fuera del cilindro ima-
nado B y H tienen la misma direccion y sentido.

Comparando las ecuaciones (12.7.3) y (12.7.7) podemos comprobar que
en z = L hay una discontinuidad del campo H. es decir, hay un salto en
¢l valor de H igual al médulo de la imanacion A, ademds de un cambio en
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el sentido de H, pasa dc --u, a u,. Las discontinnidades de la imanacion
Men z= Ly z=- L, son las fuentes donde nacen y mueren las lineas de
cammpo H.

3) Valores dé H en funcion del tamano del cilindro tmanado

Si sustituimos en la ecuacion (12.7.5) L = 0, 1 R obtenemos,

H i) _n. 9 ﬁl Uz,
En este caso cl factor desimanador es 0,9, muy proximo a la unidad,
que es cl valor que corresponde a una placa indefinida.
Sustituyendo L = 10R en la ecuacién (12.7.5) obtenemos,

H =~ —0.005 M u,

Ahora el factor desimanador es muy pequeno. practicamente cero, como
corresponde a un cilindro indefinido cn la direccién del eje.

Estos ejemplos muestran la razén por la cual es muy dificil imanar una
placa en la dircecién normal a sus planos, ya que el campo desimanador
es practicamente igual a la imanacién: mientras que por otro lado es muy
facil imanar un trozo de hilo (cilindro practicamente indefinido), dado que
el campo desimanador es muy pequetio.

PROBLEMA 12.8

Dos cilindros indefinidos coaxiales, cuyos radios estan indicados en la
fignra P12.8. son de un material conductor. siendo sus respectivas permea-
bilidades yt; v py. Por los cilindros circulan corrientes del mismo valor pero
con sentidos contrarios. Se suponen uniformes las densidades de corriente.

Calcular ¢l campo magnético B en funcién de la distancia al cje.

Solucion

Figura P12.8
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Fl procedimiento que scguimos es calcular en primer lugar ¢l campo
H mediante el teorema de Ampére, ecuacion (12.20) y después se obtiene
B mediante la ecuacion B = pH. Ademsds se aplica la simetria cilindrica
del sistema y la continuidad de las componentes tangenciales de H en las
superficics de separacién entre los distintos medios.

Zona 1 0<p<a

La densidad de corriente cn ¢l conductor de radio a es

J = o)

Aplicando el teorema de Ampere tendremos

2 _ P
De clundo se deduee que,
H, =1
vl 2?&:-2
p . . P
H] = Imuw ) B] — 1 IZ‘T_Quw

zZona 2 a<p=<bh
Procedemos de forma andloga al caso anterior, pero ahora,

ﬁHz-dle@Qﬂp; f.]-u'.s:f
C S

De lo anterior se deduce que,

I
w2 2w p
1 I
H; = u, ; By=pu u,

Zona 8§ b<p<c
Ahora debemos tener en cuenta que la corriente en el conductor externo
¢s de sentido contrario a la anterior y su densidad es,
|
m(c? — b?)
Las dos integrales son de la forma,

| I S )
5£H3 dl = Hyz 21 p /SJ ds — ﬂ(nz_hg)fr(p ) =1 @ =19
Por tanto,

I 1(p% %)

Hes = o p (2 — b?)

L1626

I 1(p?—0?
. B, (p° = b%)
2m p (& —82) "

Hs = 8= Hagr o (2 —b?) e
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Zona 4 p>c
En esta zona el campo H es nulo por que,

/J-ds=I~—I=U
J5

Hy =0y By =0
PROBLEMA 12.9

Por un condnetor reetilineo ¢ indefinido, de radio a. cirenla una corriente
I. Una arandela, de radio interior a, exterior b y espesor ¢, de material cuva
permeabilidad es p. esta dispuesta como indica la figura 12,9,

Caleular H v B para p > «, dentro v fuera de la arandela.

Figura P12.9

Solucién

‘'omo en los ejercicios anteriores calculamos H aplicando cl teorema de
Ampcre, ecuacion (12.20). Ademds sc aplican las condiciones de frontera
dadas por las ecuaciones (12.30), (12.34) y (12.35) para las componentes
normales de B y tangenciales de H y B. También se tiene en cuenta la
simetrfa cilindrica del sistema.

Ciélceulo de H

H-dl=1 — 2mpH,=1 — H, =

I
C 2mp
Dada la continuidad de las componentes tangenciales de H, cste campo
cs cn todas las zonas el dado por la ecuacion siguiente,

El campo magnético B depende de la zona considerada. Sc obtiene
a partir del valor de H, aplicando la ecuacién constitutiva B = yH y la
ecuacion (12.35) para las condiciones de frontera.
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Para a<p<hb

B=uH-= ﬂoﬁ“w
Zona en la que a < p < by dentro de la arandela.,
'
B=uyH-—=py-—u
/ ’{ 2mp ¥

Zona cn la que a < p < by fuera de la arandela,
B-pH-— ‘”":.h{—pu"’

Como se puede comprobar los distintos valores de B cumplen las condi-
ciones de frontera indicadas; es decir, las componentes tangenciales de B no
son continuas cn los limites que separan la arandela del vacio.

Para p>b. B = p H.

PROBLEMA 12.10

Tenemos mn sistema de conductores coaxiales indefinidos, euyos radios
respectivos son Iy y If2. Por el conductor de radio Ry eircula la corriente
1 v por ¢l otro una corriente /en sentido comtrario. En ¢l espacio cutre
conductores existe dos zonas de material. como indica la figura P12.10). con
permeabilidades gy y ge,.

Calenlar los vectores de campo H v B en el espacio entre conductores.

L

A\ T
N
S
\\‘:‘“‘m_ =

ey

Figura P12.10

Solucién

La solucion a este problema se obticne utilizando el teorema de Ampére
dado por la ecuacién (12.20) v la continuidad de las componentes normales
de B expresadas por la ecuacién (12.30).

La simetria del sistema y de la corriente que circula por el conductor cen-
tral es cilindrica. Ademis las intensidades de campo tienen distinto madulo
en el medio comprendido entre 0 - 7/2 del que ocupa el resto del espacio

(m/2 - 27). Con dl = pdgu,,,
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7 /2 2 - Ut
f H-dl = H; - pdpu,, +/ Hs - pdpu,, = p ('H"OIE + H(pz?)
C JO /2

fJ-dszI
S

3
p (Hw,% +H, ?“) ~ 1 (12.10.1)

De la continuidad de las componentes normales de B se deriva que,

By = By y como By = pyHy ; By — pyHo

pyHypr = pyHyp (12.10.2)
Las ecuaciones (12.10.1) y (12.10.2) forman un sistema del que se pueden
obtencr Hyy y Hoo.
B 2p01 1 B 20,1 1
ol A3m) e’ T T+ 3 p
Teniendo en cuenta esta solucion y la relacion B = pH, los vectores de
campo en las distintas zonas serdn,
2&Up, 1 2y, 1
T (T T B ] (TARTE 78 Wi

H,

21 pypey, 1

B; =B =

S (et 3m)p ¥

PROBLEMA 12.11

Tenemos un sistema de conductores coaxiales indefinidos. cuyos radios
respectivos son a y b. Por dichos conductores circulan corrientes del mismo
mdédulo pero sentido contrario. En un sector del volumen comprendido entre
los conductores, vease la figura P12.11, existe un material de permeabilidad
po= 100g,,.

1) Caleular los vectores de campo B y H y comparar con el caso de que
no existicra material entre los conductores.

2) Caleular el flujo de B en una seccién de longitud unidad perpendicular
a uy. Comparar los resultados que se obtienen en los dos casos citados en
cl apartado anterior.
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Figura P12.11
Solucién

1) Vectores de campo

El problema se resuclve aplicando ¢l teorema de Ampére. dado por la
ecuacion (12.20), la continutdad de las componentes normales de B. ecuacién
(12.30), y la ecuacion constitutiva B = pH.

1a) Cuando no existe medio material entre conductores

j{H-dl—-]J-ds — 2mpH, =1
c S

¢~ Dnp
Los vectores H y B serdan.
I

H=—u. . B :,uﬂ—I—

2rp T 2mp

1b) Cuando extste un sector de material como el indicado en la figura
Las intensidades de campo son distintas en cada sector. Los lmites para
cada sector son 0, — 7/6 y 0. — 117/6.

De f H-dl = / J-ds se deduce que,
C J S

T Ll
p(leg tHp o) =1 (12.11.1)
La contimiidad de las componentes normales determina la relacién si-
guiente,

By =DBug ycomo By =puH, 1 By=p,Hs

oy = 5. Hoa (12.11.2)
Las ccuaciones (12.11.1) y (12.11.2) forman un sistema gue nos permite
caleular H.y y H 0.
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G, I 1 B Gul |

H, = S Hyp = 2
A e+ ) p T T T+ 1) p
De las ecuaciones anteriores, considerando que B = uH y que p = 100y,

. 6007 1
YT a0l ¥ T T 101, ¥
0r 1
B, — B, 60

= ;Lf,m;uw
La comparacién de los resultados obtenidos en fa) y {b) nos nmestra
que la introduccion de un sector con alta permeabilidad. aumenta el campo
magnético B en dicho espacio, ya que 600/1101 > 1/2, y modifica los valores
de H en las dos zonas, aumentando ligeramente en el vacio y disminuyendo
de forma importante en la zona donde se sitiia el sector (G/1101 < 1/2).
2) Flujo
El flujo por unidad de longitud I en el caso 1a), con ds = I dpu,,, seré,

@—].B Is fbt . u, ldp = Illnb
~ Js e u ’{0271',0“"7 eHOP = Hog 0 a
L Llng
1~ Hegr g
El flujo por unidad de longitud en el caso 1b) serd,
b
6001 1 600 7 b
P = ————— - Uy L dp = j1,————1 In—
L Ho lOIpu"' et P =0l a
i 6007 b

= —-In—
T Heator M a

Dado que los campos magnéticos son, aproximadamente, un 9 % supe-
riores en el segundo caso que en el primero, lo mismo ocurre con los flujos.

PROBLEMA 12.12

Por un cilindro conductor indefinido de radio a, circula nua corriente 1.
v esti sitnado en el limite de separacion entre dos medios como indica la
figura P12.12. Suponcmos los medios homogéneos e isétropos, cuyas per-
meabilidades son: gy = 2pt, v po = 841, Stendo su conductividad nula y su
permitividad £,.

Calcular los vectores B. H y M en los dos medios, para p > a.
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Zl|1
% .
g
' H=H¢pu‘p
O ffzrrth |

Figura P12.12
Solucién

Calculamos los vectores H y B de forma andloga a los problemas an-
teriores, es decir, aplicamos ¢l teorema de Ampeére y la continuidad de las
componentes normales de B, ecuaciones (12.20) y (12.30). Ademads tenemos
en cuenta que B = pH = p,(H + M), con lo cual podemos obtener M.

De f H-dl = [ -ds se deduce que,

mp(Hg

o1 + Hpo) =1 (12.12.1)
La continuidad de las componentes normales determina la relacion si-

gulenle,

Bnl = Bﬂg ¥y como B] = ;11H1 = BQ — JUJQHQ

prHer = pioHoo (12.12.2)
El sistema formado por las ecuaciones (12.12.1) y (12.12.2) nos permite

calcular H en los dos medios.
Ty 1 | T 1

Hﬁlz——"— N H--2=
Tow(m tpg)p YU w(y tpg) p

Utilizando los valores anteriores calculamos H, B y M en los dos medios,
I 1 I 1
H]:¢ u, H2:¢—u¢
(g + pg) p 7 (ke + ptz) p
I 1
B, = By — o Vo S

Ty Fpg)p
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M, B, H, = F1 "t Tpy 1
I Po T (1 + ) p
B _
My = —2 — Hy =221 T luw
' It Ho T (+pg)p
Sustituyendo los valores de gy = 2u, ¥ 119 = 811, quedan de la forma,
71 I1
H = _—-u, ; Hy=_—-
o P b p
&1
B, =By= —~-u,_
: 27 5 pu""
ir1 711
M) =———-u, ; My= —-u,
5T p 57 p

PROBLEMA 12.13

Fioun medio magnético indefinido se practica un hineco cilindrico, inde-
linido en Iadireccion del eje X. El hueco se recubre con nna capa cilindrica
de otro material. La seceion transversal del sistema se muestra en la figu-
ra P23 Sobre el eje X situamos un conductor filiforme indefinido por
el aue cirenla ima corriente . Las permeabilidades de los dos medios son
pryo= 1O, v s = 100,

Caleubar Tos vectores H, B v M en los distintos medios,

Z
/ a: : \L‘E :
i )
b '\-\ ,’/

Figura P 12.13
Solucién

La solucion del problema se obtiene aplicando ¢l tecorema de Ampére
dado por la ecuacion (12.20) y el comportamiento de las componentes tan-
genciales de H v B en la frontera entre los distintos medios expresadas por
las ccuaciones (12.34) y (12.35).
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Operamos de forma ansloga a como hemos hecho en problemas anterio-
rcs.

De fH-dl-—_/J-ds — 2mpH, =
C 5

se deduce que,
1

H,=—
2mp

Zona 0 < p<a

Utilizando el valor de Hy, y la relacion B = p H = p,(H + M),

I I
H, = '2-??!;“&; i Be = #oﬁ% i My=0
Zonaa< p<b
Las componentes tangenciales de H son continuas. dado que no existe

corriente superficial, en consecuencia,
H, =H,

Las componentes tangenciales de B cumplen la siguiente condicion,

B B
—iey =il le donde By = n"_le
I

Ho H 0
Dada la simetria del sistema By, — B,y B,; = B;. por tanto.
1 ol
B, = ;Llﬁup con jiy = W0k, — By = ’u"w_p%
B — or
My =2 _H, = ey I
to Ho 2mp

Zona p>b
Con las mismas consideraciones que en el caso anterior, y teniendo en
cuenta que ahora los medios limftrofes son respectivamente de permeabilidad
M1 Y pg, los vectores Ha, By y Ms son,

a01 9971
Hg = Ho ; Bz = HQHQ = ﬁ.!'-o_ﬂ_‘;'llw : M2 = Eﬂ‘_p ;

PROBLEMA 12.14

Un tubo indefinido en la direccion del cje Z de material magnético con
permeabilidad g. cuvo radio interior es a v el exterior b, se dispone como
indica la figura 12.14. Sobre cl ¢je del tubo. ¢je Z. se sitia un hilo indefinido
por ¢l que circula una corriente 1.

Aplicando las condiciones en los limites para los vectores H v B, caleular
H y B dentro y fuera del material que compone ¢l tubo.
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Solucién

A

X

Figura P12.14

Aplicando el teorema de Ampere como en los problemas anteriores el
campo H scré,

I
H= ﬁu@

En la superficie cilindrica de separacion entre el vacio y el material de
permeabilidad ¢ se aplica la condicién de continuidad de las componentes
tangenciales del vector intensidad de campo magnético H. Es decir, para
p=a

He(a™) = Hy(a™)

Lo mismo ocurre para p — b. En consecuencia tenemos que el campo H
es continuo y no cambia al pasar del material magnético al vacio.

En cuanto al campo magnético B se obtiene aplicando la ccuacion cons-
titutiva B = pH.

Fuera del material, en el vacio, serd,

B=u,—u.
“’O 271' p ¥

Y dentro del material de permeabilidad p,
B = pﬁup

PROBLEMA 12.15

Dado un cable coaxial, de radio interior a v exterior b. El espacio interior
esta ocupado por dos medios de permeabilidades jo, = 24t v 119 = 311, véase
la figura P12.15. Por el conductor de radio a circula una corriente I, y por
ol de radio b una corriente I' en sentido opucsto.
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1) Caleular los vectores de campo B, H y M en los dos medios mag-
neticos.

2) Calcular la densidad de carga de imanacion o, = M-n en la superficic
de separacion entre los dos medios.

Solucion

Figura P12.15
Por la simetria cilindrica del problema se deduce que los campos tienen
sélo componente polar, esto es H, B, M son paralelos a u,.
Aplicando el teorema de Ampére a un camino circular comprendido entre

los radios a v b,

fH-dl:I
C

donde dl = pdpu,, a < p <D.

Aplicamos las condiciones de continuidad de las componentes norma-
les de B, y puesto que la dircecion normal a la frontera de los medios es,
precisamente, u,,

Bnl - Bn2 . B{pl o B@?

Hay dos tramos diferenciados, uno entre 0 v 7 donde la intensidad de
campo es Hy, y el otro, entre 7 y 27, donde la intensidad de campo es Hs.
El teorema de Ampére nos lleva a la siguiente relacion,

T 27
fﬂ-dl:_/ H 1 pde + ngpdkp=/.]-ds=f
] Ja N
wp(Hyy + Hap) = 1 (12.15.1)

La continuidad de la componentes normales de B unida a la ecuacién

constitutiva B = pH determinan que,

I-LIH{,-;'] = I-LQH-.,.?2 (1215.2}



532 CAPITULO 12. CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

La dos ccuaciones anteriores forman un sistema que nos permite calcular
la intensidad de campo magnético en los dos medios,
pol 1 ot 1
wl= 7+ N3 w2 = T .
T (fy + o) p () + o) p
St ademas sustituimos g, = 2p,,, ft9 = 34, obtenemos,

3711 2l 1
H) = ——u, ; Hy——
' br pu *5n pu*
B:i fiy o up_“o(yl |
Tyt o o p
La imanacién sc obticne de la relacion M = B/, — H por tanto,
31 111
M, =B/p, Hy=—-—u, ; Ma=B/u, Hs=
1 /1, —Hy ol 1 Mo [Ho —Ha = — Phag

En la frontera de dos materiales de distinta imanacién se acumulan las
densidades de un signo que depende de las imanaciones en los respectivos
medios. Su expresion viene dada por la ecuacion o, = n - (Ms — M;). Por
tanto, al ser las superficies de frontera perpendiculares a M.

ar1 311
Um:uw‘(Mg—M1)=5—ﬂ;‘ 5'”‘9
I1
”'m:a_P

En la otra frontera g, ticne signo contrario: es decir. las densidades de cargas
magnéticas son positivas al pasar de un medio de mayor permeabilidad a
otro de menor y negativas en caso contrario.

PROBLEMA 12.16

En la superficie de separacion de dos medios homogéneos ¢ isétropos, cn
la que K = (. demostrar que,

n-Vx(A —Ay) =0y nx(

VxA VX Ag) )
Ha H2
Siendo n el vector normal a la superficic de scparacion; A; v Ag el
potencial vector en cada medio: py v jip las permeabilidades respectivas,
Solucidn

Para realizar la demostracién utilizamos la ecuacion B = V x A y las
condiciones en los limites para las componentes normales v tangenciales de
B en el caso de que K = 0 sobre la superficie. Dichas ecuaciones son la
(12.30) y (12.35).

Sustituyendo B; = V x Ay y By = V x Ay en la ecuacion (12.30)
queda,
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n-(VxA —VxA)=n-Vx(A —Ay)=0
De esta forma queda demostrada Ja primera relacion.
En la segunda demostracion se aplica la ecnacion (12.35),
B B
0 x (_1 - _2) 0
H Ha
Sustituyendo B y Bg por sus respectivos rotacionales, queda,

(v x Ay WV x Az)
n x — — 0
1y Iz

Con lo cual queda demostrada la segunda relacion.

PROBLEMA 12.17

Sobre un toroide se arrollan N espiras por las que circula una corricnte
I. El toroide, como muestra la figura P12.17. ticne un radio medio b v sus
scecion un radio a (b > a). Se compone de dos mitades cuyos materiales
respectivos tienen permeabilidades iy v 1. El plano que separa los dos
matcriales es perpendicular a la  ewrcunferencia de radio b.

Calcular los vectores H v B en los distintos puntos de la circunferencia
de radio b.

z H

S§§ I
\\\ iz

i

fQ

xﬁﬁs&\%\

Figura 12.17

Solucién

Para obtener el campo aplicamos el teorema de Ampére en la forma dada
por la ecuacion (12.20). Para que exista simetria cilindrica en la distribu-
cién de campo y corriente, suponemos que las N espiras estdn distribuidas
untformemente por el toroide. Si las permeabilidades de los medios son muy
superiores a la del vacfo, la disposicion indicada en la figura prodice efectos
similares, ya que la dispersion de lincas de campo es practicamente nula.

En cada medio la intensidad de campo es diferente.
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La aplicacion del teorema de Ampere nos lleva a la siguiente relacién.
7 /2 3 /2 .
ng-dl: lebda,:‘-r[ H¢2fx£¢=/J-ds=h*I
—7/2 7/2 :
wb(Hp1 + Hyz) = NI (12.17.1)

La continuidad de la componentes normales de B unida a la ecuacién
constitutiva B = yH determinan que,

By = By — -Btpl = Bep?

paH g1 = poHgy (12.17.2)
El sistema formado por las ecuaciones (12.17.1) y (12.17.2) permite
calcular el campo H en los puntos de la circunferencia de radio b.
Hg::l ‘LQNI H _ n“'lN}
wh (g + pa)

-

r_ﬁ2 ==
T b (g + o)
Con los valores anteriores se obtienen H y B,

NI 0y N T
H1 = Ha U, H2 = g L 7
wh (py + piz) 7h (g + pg) 7
B, - B, — fiypio N T

(g pg)
PROBLEMA 12.18

Un toroide de radio exterior 11 ¢m e interior 9 cm. estd construido con
un material cuya curva de imanacion se muestra en la figura 12.2(1). Sobre
cl toroide se arrollan 1000 espiras.

Suponemos que no hay dispersion de lineas de campo. siendo dicho cain-
po practicamente uniforme en cl toroide: El radio medio del toroide es 10
cn.

1) Caleular la corriente minima I que debe circular por las espiras para
que cl material del toroide alcance la saturacion.

2) Calcular el valor del flujo, correspondiente a la saturacion de A, que
puede atravesar una de las espiras del toroide. cuyo radio R ¢s un centiinetro.

Solucién

1) Corriente

La curva de imanacién indicada en la figura 12.2(1) llega a la saturacién
cuando la recta B = p H indicada cn dicha figura coincide con la curva de
imanacion, ya que a partir de ese punto la imanacion M no aumenta y,

B = u,(H + M) = constante + p,H
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El punto donde se produce el contacto no s muy preciso pero suponemos
que en la grafica coincide con el campo,
H=10° A/m
La aplicacién del teorema de Ampére a la circunferencia del radio medio
del toroide proporciona la relacion siguiente,

2rx 10 "H=NI 10T
por tanto,

I=2710*H (12.18.1)

Sustituyendo en la ecuacion (12.18.1) el valor de H que coincide con el
inicio de la saturacién del material (~10°% A/m), obtendremos la corriente
minima pedida. Esta es,

I~2rx10t~0,628 A
2) Flujo
En la figura 12.2(1) la ordenada en el origen de la recta,
B =up,H+ p M

s ji, My corresponde en la figura al punto de corte entre la recta B =
1ot y el cje vertical donde se representa cl campo magnético B. En este
caso cl valor cs aproximadamente 1,54 T (Wh/m?). El flujo correspondiente
a la saturacion ser4,

O =7R°B.=710* x1.54 ~1.81x 10 4 Wb
PROBLEMA 12.19

El circuito magnético indicado en la figura P12.19 estd formado por un
anillo toroidal de radio medio R = 10 ¢m. con una ranura de espesor d = 0, 1
cm; la seccién transversal tiene un didmetro D = 1 em.

La permcabilidad del material es g = 1000p,. El arrollamiento es de
1000 espiras. Suponcmos despreciables los efectos de borde.

Calcular la corriente que debe circular por las espiras para obtener un
campo magnético B = 0.1 T en la ranura.

Solucién

Suponemos que no hay fugas de lineas de campo, ademds de considerar
que el campo magnético es uniforme en todo ¢l circuito, de forma andloga
al caso tratado para obtener la ecuacion (12.44) del circuito magnético con
ranura. En este caso nos interesa calcular la corriente necesaria para obtencr
cl flujo que corresponde a B = 0,1 T en la ranura,
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d=0.1x7(5x 10732 =257 x 1077 Wb
H\ =10

d
Figura 12.19
Como la relacion entre flujo y reluctancia es,

NI
¢ = R (12.19.1)
En este problema las reluctancias son,
R ool-d__2mx1071-10% 200
YTTus T po103 x % 25 x 1076 25,
d 1073 10

T oS pom x25 %106 7wy,
Despejando [ de la ecuacion (12.19.1) y sustituyendo los valores de @,
N y p, obtenemos,

20 |
I_ltt(R1+R2)~10 e 107 [ e
251, T,
200 10
I=103x25rx 107
e (25><47r><1{] 7+-17r2><10‘7)

I~0,13 A
PROBLEMA 12.20

Disponemos de un circuito maguético en forma de T como ¢l indicado
cn la figura 12.20.1. Cada rama de la T tiene una seccion cuadrada de 1 em
de lado y su perimetro exterior es un cuadrado de 4 cm. de lado. siendo el
hueco otro cuadrado de 2 cm de lado. El material con que se ha construido
la parte clara del circuito tiene una permeabilidad g = 100u,. La zona
oscura tiene permeabilidad g’ = 200p,,.
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Sobre la parte central se dispone un arrollamiento con N = 1000 vueltas
por el que circula una corriente [ =1 A.

("alcular el campo magnético B en ¢l punto P indicado en la figura
P12.20.1, en la zona mas oscura.

I cm

/]

kY

4 cm

Figura P12.20.1
Solucién

El circuito sc compone de un micleo y tres ramas en paralelo con dicho
nticleco. Sobre el nicleo se ha dispuesto el arrollamiento.

Se supone que no hay dispersién de lineas de campo hacia cl exterior del
circuito.

El sistema se puede considerar como tres ramas en paralelo, cuya re-
luctancia equivalente se une en serie con la otra rama y el generador de
fm.m. Las figura P12.17.2a y b muestran la forma de lag ramas y el circuito
cléctrico andlogo.

Las reluctancias R v Re son iguales, dado que tienen la misma seccién
S = 107* m?, longitud Iy = Iy = 8 cm. y permeabilidad g, = 100.

La reluctancia R3 difiere de las dos anteriores tinicamente en la permea-
bilidad, que es p. = 200.

La reluctancia R, tiene la misma seccién que las anteriores, su permea-
bilidad es p,, = 100 y la longitud es I3 = dcm.

8 x 1072 8
Ri=Re = 100p, x 104 10,
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I cm

4 em \\ -
\N

H

AL\

.l_

b
Figura P12.20.2
& x 1072 4 4% 102 1
R3 = 1 = — ; RD = N = —
200p, x 10-% 1004, x 104 p,

Las reluctancias en paralelo producen el siguiente resultado,

R Ry Ry Ry M\87% -

4 2
o2
Mo
La reluctancia total,
2 4 6
Rr=Ro+R =—+—=—
Ho Mo Ho
La ecuacién del circuito magnético serd,
NI=®Ry

El flujo total @4 se obticne despejando y sustituyendo en la ecnacion
anterior los valores de Ry N e I.
NI 108 10°
Dy = = pt,— =47 x 1007 x — ~ 2,094 x 107 Wh
Ry 6 6

)
El flujo 7 se distribuye por las tres ramas proporcionalmente a sus
reluctancias respectivas. Es decir, se vertficard que,

O = Dy + Oy + Py
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Ademads como a las tres ramas en paralelo se las aplica la misma f.m.m.

F,
F=P1Ry = ®aRo = P3Ry
de donde,
R
D) =Py v O3 — — D) =29,
i,

Llevando las dos tiltimas ecuaciones a la del flujo total obtendremos los
distintos flujos,

1 L
(131 — ‘1)2 e Z‘I’T . ‘1)3 = E‘I)T

El problema nos pide el campo magnético en el punto P situado en la

rama por donde circula el flujo @3, y,
B3 Dy

S 28
Sustituyendo los valores de @4 v S calculamos Ben el punto P,

2,094 x 10"
T 2x101
PROBLEMA 12.21

~1.047 [T] [Wb/m?|

Disponemos de un toroide con una vanura de espesor d = 2 mm. El radio
medio s B =10 cm v su seecion tiene un radio @ = 1 em. Sobre el toroide
se arrollan 1000 espiras por las que circula una corriente T = 2 A.

El toroide se ha construido con un material cuya curva de primera mma-
nacion se muestra cn la fignra P12.21. Suponemos que antes de aplicar la
corriente el material estaba desimauado. Ademas se supone que no hay dis-
persion de lincas de campo y que la seccion es la misma para cl flujo en
material v ranura.

(aleular el campo magndético B en Ia ranmra o entrehierro.

Solucion

Para encontrar cl campo magnético aplicamos el teorema de Ampére
v tenemos en cuenta la relacion no lincal entre B y H dada por la curva
de imanacion. Ademass, si suponemos que no hay dispersion de las lineas
de campo y que en la ranura el Hujo se concentra pricticamente en un
scccion igual a la del material que forma el toroide, la continuidad de las
componentes normales de B nos lleva a que B es uniforme en todas las
ZONas,
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0,58

5.000 10.000
H (Am")
Figura P12.21

La aplicacién del teorema de Ampére, considerando que la intensidad de
campo H es distinta en las dos zonas, produce la ecuacion siguiente,

fH-dl—Ht-(l—d) | Hgdzf.]-ds;x‘f
(9 el

Hl—d)+ Hyd=NT (12.21.1)

En la ranura,

By = p,Hy = B; (12.21.2)
Despcjando Hy en la ecuacion (12.21.2) y llevdndolo a la ecuacién
(12.21.1), obtencmos,
d
H,;(Q’ITR— d) =——B;+NIT

o

Despejando B;.

2nR—d NT

TH} + Jlt,:,—d—' (12.21.3)

La ecuacion (12.21.3) es la recta de corte. Sustituyendo los respectivos
valores dec p,,, N, I, d v R, tenemos el siguicnte resultado,

B‘i = T Hg

B; ~=3.93x10 4 H; + 1,25 (12.21.4)

Representando la ecuacion (12.21.4) en el diagrama de la grafica, la
interseccion de la recta (12.21.4) y la curva de imanacién nos da ¢l punto
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P. El campo magnético correspondicnte a ese punto cs ¢l valor pedido. En
este caso dicho valor es aproximadamente 0, 58 T.
El campo magnético en la ranura serd,

B~ 0,58 [T]
PROBLEMA 12.22

En la figura P12.22.1 se muestra un circuito magnético compuesto por
un iman permanente IM de longitud I; = 10 ey, y la scecién es un cuadrado
de 1 em. de lado. En seric se montan dos piezas polares de la misma seccion
que cl imén y cuya longitud aproximada es [ = 17 em. Entre las piezas
polares queda una ranura de espesor d = 1 mm.

El imén tiene una curva de desimanacion como la indicada en la figura
P12.22.2, v las piezas polares son de hierro dulce cuya permeabilidad es
po= 140p,,.

Suponemos que no hay dispersicn de lineas de campo y que las sccciones
para cl flujo son las mismas en todas las partes del circuito magnético.

Calcular el flujo magnético en la ranura.
f14

f. e | o

— 4+ 4
. I'cm 4 3 2 1
=~ /2 cm H (Am" 10"
Figura P12.22.1 Figura P12.22.2
Solucion

De forma andloga a los casos anteriores, aplicamos el teorema de Ampére
y la continuidad de las componentes normales de B, continuidad que como
en casos anteriores nos lleva a que el flujo de B es ¢l mismo para cualquier
seccion, es decir,

Bi= B, = B, (12.22.1)

El tcorema de Ampére produce la relacién siguiente,
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N
fH(“:U — — Hi'dl:—Hifszgd—'—szl
[ M

—H;l; = Hgd + Hp2l (12.22.2)
Considerando que,
B; =B, = puH, =By = p H,
La ccuacion (12.22.2) se transforma en la siguiente,

21
—H;l; = B; (i + —) (12.22.3)
Ho M
B; 103 2x17x10 2
~H: =
' 10—1;;0( F 110 )

S1 las secciones para ¢l flujo de la ranura fucran distintas que las corres-
pondientes a las piezas polares.

La ecuacién (12.22.3) este caso seria,

d 21
—H;l; = B; ( + )
-“089 ”Si”

Sustituyendo en la eccuacion (12.22.3) los valores de Iy, 1, d, p y

obtendremos la recta de corte,

175 7
B; — _#O?’Hi - —%10—5141- ~ —3,665 x 107°H, (12.22.4)

La interseccion de la recta cuya ccuacion es la (12.22.4) con la curva de
desimanacion dada en la figura 12.22.2 produce la interseccién en ¢l punto
M. A este punto le corresponde un campo magnético aproximada de 1,1 T.

El flujo en la ranura serd por tanto:

® = ByS,; ~1,1x 10 * Wb
PROBLEMA 12.23

Un conductor filiforme e indefinido en la direceion del ¢je Z atraviesa dos
medios como indica la figura P12.23. Una espira cuadrada de lado a estd
situada a una distancia 2a del ¢je Z. El medio de permeabilidad gy ocupa
el espacio con z > 0, y ¢l de permeabilidad i, el espacio z < 0.

Calcular ¢l coeficiente de induccion mutua entre conductor y espira cua-
drada.
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Solucion

Calculamos el coeficiente de induccién mutua aplicando la ccuacion (11.14)
que lo define.

Suponemos quc por el conductor indefinido circula una corriente s —
I. FEl flujo a través de la espira sc obtiene calculando en primer lugar la
componente de la intensidad de campo magnético H perpendicular al plano
de la espira, plano ZY. Para este cdlculo aplicamos el teorema de Ampére y
la continuidad de las componentes tangenciales de H.

Z

F ﬂl

<

2a

7

X M,

Fifura P12.23
El resultado para H es,

1
H=
27rpuijp
En el plano YZ,
I

Dada la continuidad de las componentes tangenciales de H y aplicando
en cada medio la ecuacién constitutiva B = pH queda,
Para z > 0

Para z < 0
B; = u,H

El flujo total que atravicsa la espira debido a la corriente I en el hilo

3a 3a
Py =P = (f o H-ds t f o H - d.s)
20 2a

ds = u,(a/2)dp. Sustituyendo e integrando queda,

serd,
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El coeficiente de induccion mutua es,
My = Al = i = il[,u.l + fi5) In (é)
I dr 2
PROBLEMA 12.24

El dispositivo indicado en la figura P12.24 consta de un conductor rec-
tilinco ¢ indefinido. una espira conductora cuadrada de lado D y un anillo
de material magnético no conductor de permeabilidad p. altura D vy radios
ayb(b=a+ D/2).

Calenlar el coeficiente de induecién mutua entre ¢l hilo v la espira.

AT
f
i g — \\
B — \"\ o
e \ \‘.
i D
e
A
s~

Figura P12.24
Solucién

Procedemos de forma andloga al problema anterior, es decir. calenlamos
My = M mediante la ecnacion (11.14), considerando que por ¢l hilo circula
una corriente I — 1.

Mediante ¢l teorema de Ampére y la continuidad de las componentes
tangenciales del campo H obtenemos el valor de H en toda la zona donde
se sitiia la espira.

De

%H-dl—lz -] — H=%‘0u¢
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Dada la continuidad de las componentes tangenciales y aplicando en cada
medio la ecuacion constitutiva B = pH determinamos el campo magnético
dentro y fuera del anillo.

Dentro del anillo,

B, — p—u,
S 2Qnp
Fuera del anillo,
I
By =y, —u,
2 ‘”2wpu*

El flujo que atraviesa la espira debido a la corriente en el hilo, dado que

ds = deuw sera,

a+D/2 a+1)
@12=(I):/B-(fszf Bl'ﬂ'S—I—[ BQ*dS
JSs a Jat-Dj2

Sustituyendo los distintos valores e integrando obtenemos,

DI D 9a+ D)
= —\\pn{l+— In{ —+
® 2m (H 11( 4 2(1.) o u( 2a+ D ))

El coeficiente de inducciéon mutua es,

" ND D 2a+ D)
1‘1[12 =M = o (ﬂ In (1 -+ 2(‘.‘) -+ L, In (m))

PROBLEMA 12.25

Tenemos un toroide compuesto por dos medios materiales. Uno de ellos
ocupa la zona comprendida entre o = 0y > = 7 v su permeabilidad es pq:
el otro material ocupa el resto del toroide y su permeabilidad es gy, Dos
bobinas sitnadas como indica la fignra P12.25 tienen respectivamente Ny v
Ny espiras. El radio medio del toroide es Ry sn sececion S.

Suponemos que la seccion es de radio mimy pequeno comparado con R, de
forma que las bobinas ercan campos practicamente nuiformes en el interior
del toroide. Ademas se supone gque no hay canpo fuera del toroide,

Calenlar ol coeficiente de induccion mmtua entre las dos bobinas.

Solucién

El procedimiento a seguir es andlogo al utilizado en problemas anteriores.
Primero calculamos el campo magnético mediante ¢l teorema de Ampére
v aplicamos la continuidad de las componentes normales de B, Después
obtenemos el flujo a través de la bobina Ny debido al campo creado por la
bobina Ny. Terminamos calculando Mjs mediante la ecuacion (11.14).
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Fugra P12.25
1) Campo magnético
Calculo del campo H debido a una corriente Iz en la bobina No.
De

% H.dl = Ng 1 2

teniendo en cuenta que dl = Rdgu,; v que la componente tangencial H,
es distinta en cada medio. se deduce que,

T 2r
f H@Rdxp+/ HooRdp = wR(H, + H2)
0 m

mR(Hy) + Hyo) = Nalp (12.25.1)
De la continuidad de las componentes normales de B se obtiene otra
relacion entre las componentes de H.
Bni = Bna
sc deduce.

piHpy = pigHygo (12.25.2)
El sistema de ecuaciones anteriores nos permite calcular ¢l campo en
las dos zonas del toroide. o
pt 217
Hy = —2 -
Hy + Hg I
El campo magnético By = B = ;4 Hy es,
t Nyl
B-B,- By = HiHg IV212
tq +us ™R

Hl 1"VF2I2
H. .5 =
2+ R

2) Flujo
El flujo a través de las N espiras de la bobina sera,
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~1

5 Nal-
Bp— BS = 5N, Hfz D272

Hi | Ho R
3) Cocficiente de induccién mutua
El coeficiente de induccién mutua es,

Digv 2=
Mpp=M=—"=25
v I jy + e R

fapty NiNg

PROBLEMA 12.26

Dos hobinas. cuvo mimero de espiras es respectivauncite Ny v Ny, estdn
arrolladas en dos partes de un micleo compuesto por dos tipos de