UNIVERSIDAD DE CHILE
FactLTab D6 CIENcias By ALY MATEMATIC A%
ESCUELA DE IMOGEMIERLS

Curso: Mecanica (FI-21A)

APUNTES

Patricio Aceituno y Francisco Brieva

RE-IMPRESION DE YERSION ORIGENAL PUBLICADA EN 980

marzo 2001



Apuntes del curso Mecdnica (FI-21A) Prafs. P. Aceituno y F. Brieva 1
Escuelz de Ingenieria, Facultad de Cicncias Fisicas v Matemdticas, U, de Chile

INTRODUCCION

La Mecdnica estudia ¢l movimiento y equilibrio de los cuerpos, Sin embargo, las complepdades ded
mundo fisico conducen a formulaciones complementarias de la Mecinica cuando ésta se refiere al mundo
microsedpico (Mecdnica Cudntica) o al mundo macroscopico (Mecdnica Clésica), Mis aon, podemos
diferenciar el modelumicnto de fendmenos de acuerdo a Ta magnitud de las velocidades invelucradas. En
efecto, los movimientos caracterizados por velocidades relativamente pequefias con respecto a la velocidad
de la luz se representan por las leves de la Mecdnica no-relativista, en tanto que los movimientos con
velocidades cercanas a la velocidad de la luz se modelan de acuerdo a los principios de la Mecinica
relativista, En este cursa se estudia la lamada Mecfinica Cldsica no-relativista, la cual constituye la
primera rama de la Fisica que se desarrolld comao una ciencia exacta (siglos XV v XV, Suele dividirse
e

+ Cinemdtiea, que estudia los aspeclos geométricos del movimiento.
+ Dinamica, que estuedia las causas fisicas del movimiento,
- Estilica, que estudia las condiciones bajo las cuales no existe movimiento aparente.

De las disciplinas mencionadas, estos apuntes se refieren a las dos primeras. Es importante sefialar que la
Mecanica Cldsica no-relativista es la base sobre la cual se ha construido Ta Fisica Moderna, Ademis, sus
leyes ayudan a comprender la gran mayoria de las aplicaciones practicas a varias ramas de la ingenierfa.

= Concepto de parlicula

Al analizar el movimiento de un cuerpe hay que considerar su dimensidn y las deformaciones que
experimenta. Esto dificulta la descripeidn detallada del movimiento de cada una de las componentes del
cuerpo. Como una primera aproximacién en el estudio del movimiento de un cuerpo definimos el
goncepto de particula o masa puntual como una entidad que tienc masa pero que carece de dimensién
espacial.  Esto permite concentrarnos en el andlisis de los conceptos fundamentales asociados al
movimiento. En cursos posterio- res se levantard esta restriccién simplificatoria para acercarse a la realidad
fisica,

+ Suposiciones bdsicas sobre espacio y tiempo
Asociades a la idea de movimiento hay dos conceptos bdsicos: espacio y tiempo. Al respecto haremos
las siguientes suposiciones:

a) el espacio fisico que nos rodea estd descrito adecuadamente por la geometria euclidiana.
b} una secuencia ordenada de eventos puede medirse en una escala de tiempo absoluta y uniforme.
¢} espacio y Gempo son entidades distintas e independicnles.

En resumen, en gstos apuntes se analizan algunos aspectos de la mecdnica clisica no-relativista, eo el
conlexto de las suposiciones anteriores, Las sccciones [ a 'V ose refieren al movimiento de una particula,
Ln la seceidn 1 se describen los conceptos geométricos del movimiento, Las leyes fundamen-tales de la
Dindmica se presentan en la seccién IL La seccidn 1T introduce los conceptos de trabajo y energia. Las
caracteristicas particnlares del movimiento de una particula bajo la accién de fuerzas centrales ¥ en
sistemas de referencia no inerciales se discuten en la secciones TV y V. respectivamente, Para terminar se
incluye en la seccidn VT una descripeién del movimiento de un sistema de particulas,
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. CINEMATICA DE LA PARTICULA

Se describen los aspectos geométricos del movimicnto de una particula, sin considerar las causus de
mismo. Referimos la posicién de la particula a un sistema de referencia definido en ¢l espacio fijo
euclidiane cuvo origen es un punto £,

I.l  Conceptos bdisicos

Vector posicion: determina la posicion de la particula P en
¢l espacio con respecto a un sistema de coordenadas con origen
en O,

Funcidén itinerarvio: funcidn vectarial v(t) que describe la
posicidn de la particula en funcidn del tempo.

Trayectoria: curva desceita por el vector posicidn r(t) al
cambiar la particula P su posicidn en el tiempo (curva © ey

Vector desplazamiento: vector que describe el
dL‘;pl&Z.&'Lm:&mO en linea recta de la particula desde una posician
nicial r{l 1 a una posicitn (inal r(lz} ty =

AF=T(t,) - T(1,)

Observar que el vector desplazamiento Ar no depende de la
trayectoria enire las posiciones F{ll by F(tz}l.

Distancia sobre la trayectovia: distancia s a la cual se
encuentra ¢l punta P, medida a lo largo de la trayectoria, a partir
del origen C elegido arhitraniamente sobre la trayectoria.

Velocidad instantanea (velocidad): Se deline come la
vanacion del vector desplazamiento por unidad infinitesimal de
tiempao:

T(t + AL - T(1)

vit) = |1mm_} 4 L
C

La velocidad es un vector que corresponde a la derivada temporal del vector posicion rit) de la particula,
LEn la figura se observa que a medida que At tiende a cero, la cuerda PP' tiende a confundirse con el arco de
trayectoria PP, Esto indica que la velocidad s tangente a la trayectoria en cada punte. Por lo tanto, si
es un vector unitarie tangente a la rayector ia,

Vit =vot

donde vt} ¢s la magnitud {o madulo) del vectar velocidad v se denomina rapider de la particula,
Alternativamente, la rapides puede expresarse en términos de la variacidn por unidad de tempe-de la
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distancia recorrida a lo largo de la nayectoria:

s{t + A - s(ty _ d s(t)
A At dt

v(t) = lim

s(1)

se prede justificar que ambas definiciones de rapider coinciden aplicando la regla de la cadena, En efecto,

vy = QO L dEds oy g

dt ds di

en que hemos identificado el vector dr/dt con pues el vector dr/ds es tangente a la rayectoria v es de largo
unitario, ya que cuando As =0 el Targo del veetor desplazamiento tiende a coincidir con As (el largo de la
cuerda tiende a coincidir con ¢l largo del elemento de areo). El lugar geométrico descrita por el vectar
vielocidad se Uama la curva hodderaf.

Velocidad media: Corresponde al cuociente entre variacidn lemparal del vecltor posicidn en un
intervalo finito de tempo entre ;v 1, + T.

L+T
- - -L - - '_[_ = L
{v},r == _[v{_t) da = -~ [1(1‘.& + T) r(to}}
1

Rapidez mediz: Corresponde al cuociente entre el caming total recorrido a lo largo de la trayectoria en
un intervalo finito de tiempo entre 15 ¥ p+ T,

{V}T = l? ] vit) dt = }?[S(ln + I - 5(1'0}]

Accleracidn instantinea (aceleracidn): mide la lasa de variacian temporal del vector velocidad:

A0 = lim  MEEAD - V(@) _dV(E) | a’f0 _ oy oy

. =T
A== At dt di’
& (%)
T
- -{F'|I ﬂ-—'l

- e s W

clt+ o) ;i NGl
A er(h-ﬂ{,-}

Notar que la aceleracitn tiene la direccidn de Av, es decir, apunta hacia la concavidad de la rayectoria. Una
expresion explicita para la accleracion se obtiene de la forma siguiente:
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-

s d & A d
aft) = —Ilvt}) = vt + v
L dt ) dt

La determinacidn de la derivada del veclor unitario tangente t requicre de algunas consideraciones: Como
Ao d A A
it = 1 = d—(t'l}:ﬂ
L

luego

.4t _

dt
~ E
lo antertor indica que la derivada de t és un vector perpendicolar a t v por lo tanto perpendicular 4 la
rrayectoria, De este modo, es posible expresar la derivads como:

dt _ 4 5
dit

i - X -, g .
en gue A es un escalar y moes un vector enilario perpendicular a la direceidn tangente £, que apunta hacia el
centro de curvatura (. Considerando que

dt _ dtds _ ,di
dt ds dt ds

- i — : R o~
se concluye que la derivada de t con respecto a s también apunta en la direccidn de n,

51 se define p como el radio de curvatura de la rayectora en un
clerto punto, s¢ pucde deducir de la figura adjunta que
dt _. |
t o
— =—1n
ds P

Por lo tante

El vector aceleracidon se puede entonces expresar en érminos de
una companesnle l;i[]gcu';.;!:ll ala 11'3.';,'43(3[01"13 ¥ ouna componente
nornal a fa direccion tangente {aceleracidn centripeta)

a = a[ + ﬂn 'E'.‘S]
en que: . o sl @J{_
& FRSE E{Sﬂf&}
. B GE
a = Y n=2n l;ﬁ(:*lc{o(
oop p

La magnitud de ba aceleracion es:
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* Radio de curvaturs
El radio de curvatura de Ja trayectoria se puede determinar si se conoce 1a velocidad ¥ la aceleracidn en cada
punto, a partir de la expresidn:

i 1
sy e & U" - s -||rr"
laxvl = | (vt +—n)x vi| = 21—
P p
D¢ esta expresiin se deduce que
3
_ A
P ===
laxv |

* Aceleracion media
La aceleracidn media se define como el cuociente entre la variacion temporal de la velocidad en un
intervilo linilo de tiempo entre 1, v t, + T

(e |

=i T2 = =% -

{5}1" - T J-d(t} Bk = T[V{Ln +' k) V(IO}]
i

es decir, depende s6lo de la velocidad inicial v final en el intervalo de tiempo.
L2 Problema inverso

El problema inverso se reficre a la determinacion de Ta funcion itinerario r{t) & partir del conocimiento de
fa aceleracian (o la velocidad) v de las condiciones iniciales del movimiento en un instante de tiempo que
arbitrariamente s¢ considerh como referencia, En efecto tenemos quie:

a(t) _ d;’“l
dt

Integrando esta ecuacion podemos determinar la funcidn velocidad,

L
v(t) = ?(L“} + IE{T} dt
t

== . - - a P - . -
en que v(t ) es la velocidad en un instante inicial t,. El vector posicién se obtiene en forma andloga a

partir de 1z velocidad:

[
) = 'F{Tﬁj o+ f?m dt
T

0

combinando ambos resultados se ablicne
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L T
r) = T(T)+ Vi) (-T) + J- ( J a(t) dt' ) dr

T t

1) [4]

en la mayoria de las aplicaciones, t, =T, = t;, con lo cual:

R
Ty = 'E(ti) + ‘w.‘"-(ti) (t-t)+ J-J-'ﬁ{’c'} dt' dt
[ |

1 cual resuelve el problema planteada,
.3 Anmnalisis de algunos casos particulares

En esta secci6n analizaremos algunas aplicaciones a situaciones de interés fisico. Supondremos que las
ooy, e — ad -
condiciones se dan en lo = (0 y corresponden a r(lo) = ¢ ¥ ¥(lg) = Y

= Movimiento uniforme
Esté caracterizado por una aceleracidn nula (a = 0), La solucidn
del problema inverso (ver 1,21 carresponde a:

Conclusicn: ¢ movimiento uniforme es rectilinea.

= Movimicnto uniformemente acelerado
- v - - -
Estd caracterizado por una aceleracion constante: alt) = a.. La

solucidn del problema inverso (ver 1.2) corresponde a:

VD=V +a t
0 0

- 2
La

o i o

Conclusiones:

a) la trayectoria de la particula corresponde a una pardhola, excepto en el caso cuando ¥, ¢s paralelo a;w

situacidn en la cual el movimiento es rectilinee. La figura muestra el caso cuando voea, =0

I des pffcg:: W @, ':{‘u :
b) el movimiento es plano: el veetor posieidn estd siempre contenido en el plano definido por los
v -

veciores \'U v 30.

¢l la curva hoddgrafa es una linea recta.

En el contexto de una amplia gama de movimientos uniformemente acelerados estin los que ocurren cerca

de la superficie de la Tierra bajo la accitn de la fuerza gravitacional terrestre, cuanda no se considera el
- . -

efecto de roce viscoso del aire: a,

y = E , EEI =981 m &%
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Las aplicaciones mids comunes en este caso son el andlisis de movimientos de caida libre y de rayectoria
de provectiles,

+ Movimiento circular = L

En este tpe de movimiento la magniod del vector posicidn 3 s \\\
permanece constante, entendiendo que el origen del sistema de fi o //:

i : : . P
coordenadas coincide con ¢l centro de la circunferencia: f P T
R Yt T

L {

ie(t)l = constante = R ‘\ !

3 .

w )
s -

o - o~

El vector posicidn se expresa como: r=HRr -
Ll

donde r es un vector unitario en la direceion radial. La travectoria es un circuto de radio R

La velocidad se obtiene de ::'.[l} = ‘-f{[]l’lt. donde

v(t) = ddslgt! =5

El camina recorrido sobre la curva, si0), a partir de un cierte punio sobre ella es:

(1)

I
Por lo tanto

vl = 1 1)
donde () = 8(1) es la velocidad angular de la particula,

La aceleracidn se puede expresar en lérminos de sus componentes tangencial (a) ¥ normal (a ) ala

= - = =
lra}recmrm: a = :t1 + ‘.&n '

-ty e - 1 Eal
dundualw E oyt a, = ~Rw e

() = m{t) = 8(1r) es la aceleracidn angular, ¥ -“11 es o aceleracion centripeta, Observar que ésta existe

siempre en el movimiento circular y su origen reside en el cambie de direccidn de la velocidad. La
magnitud de la aceleracidn es;

fal = R({a? + ahl?

Casos especiales de movimiento circular:
a) movimienlo circular unifomme: 8 = @, {constante), Eneste casa:

gy = F]D + {l}nl

b) movimiento circular uniformemente acelerado, 8 = o (constante). En este caso:
8 = w, + ol

a(t) 2

i

Hu+ @t + la"Eﬁlul



Apuntes del curso Mecinica (FL-21A). Profs. P, Aceituno v F. Bricva b
Escuela de Ingenieria. Facultad de Clencias Fisicas v Matemdtieas. Universidad de Chile.

.4 Sistemas de coordenadas

La resolucion de muchos problemas cinemidticos requiere de un sistema de coordenadas explicite respecto
al cual se refiere el movimicnte, Uno de los sistemas posibles, deserito en la Seccion 1.1, corresponde a
las coordenadas intrinsecas, en 1érmino de las cuales se determinaron expresiones para la velosidad ¥ la
aceleraciton de una particula. Eixisien otros sistemas de coordenadas que son de gran wiilidad para ¢l analisis
de problemas mecinicos, En esta seccidn estudiaremos en pacticular las coordenadas cantesianas, polares,
cilindricas v esféricas,

* Coordenadas cartesianas
En este caso el vector posicidn ¥, que describe lu trayectoria de una particula, se refiere a una base (ri-
ortogonal, unitaria, (T, §, k), fija en el espacio,

O =x0T + yOF + 20k z
cngue; XD =r() T -
21y = Tty = & : "

La veloeidad se expresa como: |

Y{iy = v OT+v T+ vI[L}T.;

¥
en ques v (1) = X v (0= '7.-' : v (t) = z.

e izual forma, [a aceleracion se expresa como:

alt = s 0i+a0Fca,mk
€1 que: HHI:_EJ =% RF{U :.::f'. i alth =7.

Al expresar ¢l movimiento en coordenadas cartesianas se oblienen componentes independientes para ba
posicidn, velocidad y aceleracidn segin cada uno de los ejes tri-ortoganales. De cste modo, estas
componentes pueden ser analizadas en forma independiente, con sus correspondientes condiciones de borde,

* Coordenadas polares lf A
lzste tipo de coordenadas es dul en ciertos casos para describir el 4
movimiente de una particula en un plano. En efecta, la
ubicacién del punto P asociado a una particula puede
determinarse, con respecto a un origen O, en érminos de la %3

distancia p del punto P al origen O {radio polar) y del dngulo @ 6 h“.
que forma ¢l radio polar con un eje arbitrario de referencia OX
(Angulo polar). o »

Siel gje de referencia OX coincide con el eje X de un sistema cartesiana eentrado en O, se ticne que:

12
E=poos b = {1‘2+ }ﬁ;,

¥ o= posen 8 a =tg'l{yrxj

El vectar posicidn queda determinado par; _F{L'I = plt) Er{t}
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- &y i3 i i : ; i -
en que Pt es un vector unilario en B direceién radial, Las vanables del movimiente v y a{l) se
¢xpresan en este sigtema en funcidn de sus componentes o fo largo de los vectores unitarics y arlogonales

Py 6, este dltimo definido on T direccion de crecimiento de @ ,

La velocidad queda determinada por:

..A
dp
v = 925+ p R 5
dt at
o
Analizamos ahora la derivada temporal del vector unitacio p 5

dp _ dp do _ ; dp e
=0 f/f

dt do dit d6 ~
- ,»"/ERW
Por olri parte como - _
d .i‘\.n. . )
{01 0=2p- Fif-_’_
dt dt

: ~ N ~ 5 I
se deduce que Ta derivada de poes perpendicular a p. Del andlisis
geométrico de la figura adjunia concluye que

dpl _ . 1Apl _
do Azl AG
¥ gque
b _ 5
de
Por lo tanto,
. % o
dp - 5p
dt

- . o I,
Reemplazando en la expresién para la velocidad, resulta iinalmente: ¥(U) = pp + p oo

En ¢l céleulo de la aceleracion en coordenadas polares, se requicre de una expresidn para divde. De la figura
anterior se observa que:

B =R
-

Lusgo,
at) = E-p0%)p + (6 +2pH)B

es decir, Ia aL.ElEJ"!Ci{m puede cxpresurse en Lirminos de una
componente radial a ¥ una rransversal ﬂEI
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Ohservacidn: Bl cdlculo de la velocidad v aceleracidn pueden hacerse, allernadivamente, en una basc
cartesians, reliriendo luego los resuliados o Tu base polar {p, 8} En elecio, 1 expresamos el vectar
posiclon ren coordenadas carlesianas tenemos:

TU=xT + xF = poos BT + psen8Y = ploos 87 +sen G = pa
V= de(/dt = p(cos T + sen08F) + pO(-sen 0% + cos O
Tr't(L} = pﬁ +p eﬁ

La aceleracion se oblicne en forma andloga,

* Coordenadas cilindricas

En el caso de un movimiento tri-dimensional, la posicion de
una particula puede describirse en términes de las coordenadas

cilindricas p, 8, 7, gue corresponde a una mezcla enlre un
ststema de coordenadas polares (que describe el movimiento en
un plano) ¥ un sistema cartesiano para representar cl

movimiento en la direccidn perpendicular al plano.
*

-y ~ i
Bl vector posiciénes: rit) = pp + zk
g . = ; - . o g .

En el extremo del vector posicion se asocia una triada tri-orogonal unitaria (p, 8, k) de modo tal gue:

- A~ . e o~ . . )

g =k Brk = p; kxp =49
Recordando las expresiones para la velocidad y aceleracidn en coordenadas polares v teniendo en cuenta que
k es un vector constante resullan las sigulentes expresiones para la velocidad v la aceleracidn en
coordenadas cilindricas:

=&

vit)

a ™

ﬁ:ﬁ+pé€}+"

i

>
s e * 2 -, L - " o -
alt) = (p-p8°9)p + (p8 + 2p0)8 + zk
[
* Coordenadas esféricas | 1}1
En una forma alternativa ¢l movimiento ti-dimensional se \ g
puede describir mediante coordenadas esféricas. En este caso la . i o)
posicidn de la partivula queda determinada por [as coordenadas r, g\* 2R "
8 v ¢, donde: | W
>
- 1 7 = )
ri distancia del pento Pal origen del sistema de coordenadas., (I} ezl w7 @
: — e
b
s

0 : dngule medido con respecta al eje 2 v que varia entre { y 7.

2 angule que forma ¢l eje X con la proyeceidn del veclor T
sobre el plano delinide por tos gjes X ¢ Y. Varia entre O
im,
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Como estrategia para encontrar expresiones para la velocidad y la aceleracion utilizamos la relacién entre
las coordenadas esféricas y cartesianas.

X = rsen 8 cos ¢

y = rsen 0 sen ¢

z=1 cos B

De estas relaciones se pueden deducir las expresiones inversas:

5 5 5 112 K 2.1/2 y
rz[x +y +z] 6 = tg & 49 o = tg | L
Z X

~o~

% b % . . A T
Asociamos una triada tri-ortogonal y unitaria (r, 8, ¢) al vector posicién r(t) tal que:

~ ™ ~ 4 ~ ~ A ~
rx6 =4¢; 6xd =r; dxr =

=5

Ly - . . - s . . - o2 S
donde r es un vector unitario en la direccién radial creciente, mientras que O y ¢ corresponden a vectores

unitarios en la d1rc,u.10n creciente de 8 y ¢, respectivamente. En consecuencia, el vector posicién queda
definido por r(t) =r(l) r(t)

En el cédlculo de 1a ve[omdad y aceleracion se requiere obtener expresiones para las derivadas temporales de
los vectores base T, ) y$. Para esto expresamos estos vectores con respecto a una base cartesiana
centrada en el origen O. Las derivadas temporales calculadas en este sistema son posteriormente expresadas
en el sistema de coordenadas esféricas. Analizando la figura anterior es posible concluir que:

o~
=senOcos ¢T + senBsendf + cos Ok

%
= cos B cos 0T + cos B sen ¢ F - sen O k
= -sen T + . cosOF

S yHr

-

Al derivar estas expresiones con respecto al tiempo se obtienen las siguientes identidades:

89 + $scn6¢
0T + d)cos@(p
-d)scn(i)r - ¢L0q88

ey
I}

1

— . A # i
Por lo tanto, la velocidad se expresa por: v(t)=rr + r r y finalmente,
- a AN
vit)=rr + r0 +r¢sen8¢

y la aceleracién a(t) = v{t), como :

o~

a)= (- ré?sen?0 - rO)r + (10 - rdZsenBcosO + 210)0 +
+ (2rdsenB + rosend + 216 ¢cos0)
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II. DINAMICA DE LA PARTICULA

La Dindmica es la rama de la mecidnica que trata las leyes fisicas que gobiernan el movimiento de los
cuerpos materiales. Una de sus tareas fundamentales es predecir, entre todos los modos posibles como un
sistema material puede moverse, que movimiento particular ocurrird en una situacidn dada,
Histdricamente, las leyes del movimiento fueron formuladas por Newton (1642-1727).

II.I Leves de Newton

LEY I: Todo cuerpo pcrr;;;e_c;_c; estado de reposo o de movimiento uniforme en linea recta, a menos
que achie sobre €] una accidn que lo oblige a cambiar de dicho estado. Originalmente esta ley fue enunciada
por Galileo (1564-1642).

Comentarios:

a} esta ley se conoce también como Principio de Inercia, ya que describe una propiedad comiin a
toda la materia: la inercia,

b} sistema de referencia inercial: es aquel sistema de referencia donde la Ley I se cumple.

Cantidad de movimiento o0 momentum lineal (i?jl
* Se define el momentum lineal de una particula de masam como: p = m¥

LEY II: La tasa de variacién temporal de la cantidad de movimiento de un cuerpo es proporcional a la
fuerza nefa (o resultante de las fucrzas) que actian sobre él.

Por lo tanto, la ley II se expresa como: .
dp o F
dt
donde F es la resultante de todas las fuerzas que actilan sobre una particula,
F = ) F
=
1

Es siempre posible definir un sistema de unidades de modo tal que el coeficiente de proporcionalidad sea
igual a 1. En este caso: ) ;

-.{.i—izuﬁ
dt

que constituye la ecuacidn de movimiento del cuerpo sometido a la fuerza resultante F. Consistente con
la ley I, la expresion analitica para la ley Il es vilida sélo en un sistema de referencia inercial.

Suponiendo que la masa del cuerpo es constante, se obtiene la siguiente expresidn para la ley II:
ma=F

Comentarios

* Concepto de masa e inercia

El concepto de inercia, asociado a los cuerpos materiales, se utiliza para representar la resistencia que estos
oponen a un cambio en ¢l estado de movimiento. Empiricamente, resulta mds ficil mover un cuerpo de
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menor inercia que uno de mayor inercia. La medida cuantitativa de la inercia se denomina masa.

Fara explicitar las ideas, consideremos dos particulas A y B aisladas que se atraen debido a una mutua
interaccién, En un sistema de referencia inercial se puede observar que las aceleraciones que experimentan
las particulas satisfacen:

Ay = ~Mpaag

donde Mp 4 €S Una constante positiva, caracterfstica del par interactuante A, B.

Si la particula A se acelera mds que la particula B, se dice que A tiene menor inercia, o en forma
alternativa, menor masa. Por lo tanto, Mg, €5 una medida de la inercia relativa entre A y B.

Eligiendo una particula patrén P y asignindole a su inercia una masa Mp, s¢ puede definir la masa de
cualquiera otra particula. En efecto, para la particula B se tiene que

My = MppMp

g s . B - . —
con lo cual podemos expresar la aceleracion ag en término de la aceleracion de la particula patrén ap,

p_a =—=a = -a
BP'B 3 B P

Asi, podemos escribir que la magnitud de la aceleracién de la particula A con respecto a la de la masa
patrén es:

r 5 m P R
lal =npn — la_|

A BA m P

] B
Haciendo el experimento directamente con las particulas A y P se tiene que:
g m -
la,l = —F la |
m
A

La evaluacién de las razones entre las aceleraciones de los cuerpos A y P, basada en mediciones cuidadosas
de las aceleraciones, indica que:

& i eelat
c 7. i
IaFI 2 |
resultado que implica que:
m
357 Py f
A

es decir, el cuociente entre las masas A y B asi determinado no depende del patrén escogido ni del valor
numérico asignado a mp.

Finalmente, hay que destacar que a partir de las propiedades de la inercia se define ¢l concepto de masa
inercial. En la préctica, sin embargo, las razones entre masas se determinan pesdndolas en una balanza,
donde el peso de los cuerpos es proporcional a lo que podemos llamar su masa gravitacional,
Afortunadamente, todos los experimentos indican que la masa inercial ¥ gravitacional son estrictamente
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proporcionales entre si, razén por la cual para nuestros propdsitos, no necesitamos distinguir entre las dos
clases de masas.

* Unidades (ver Apéndice 1)
Como unidad de masa en el Sistema Internacional (SI) se considera, en forma arbitraria, un cuerpo patrén
al que se le asigna una masa: mp =1 kg.

En el sistema 51, la unidad de fuerza se denomina Newton y corresponde a la fuerza que se debe ejercer
sobre una masa de 1 kg para que adquiera una aceleracién de 1 m s2. La unidad de fuerza tiene
dimensiones: [Fl=ML T2
[F] = 1 newton =1 X2 m
& 2
La unidad prictica de fuerza es el kilégramo-peso (kg-p), que corresponde a la fuerza con que la Tierra atrae
un cuerpo de 1 kg de masa, cuando se encuenira a nivel del mar.

lkgp = 1kg,-.9.31£2
5
= 9.81 newton

LEY III: Las fuerzas actian siempre en pares: si un cuerpo A actiia sobre otro cuerpo B con una fuerza
Fy o+ €l cuerpo B reacciona sobre el A con una fuerza F, g de modo que las magnitudes de las fuerzas son

iguales y tienen la misma direccidn (a lo largo de la recta que une los dos cuerpos) y sentidos opuestos.

Observar que el par de fuerzas actila sobre cuerpos cuyas masas son en general diferentes.
* Principio de conservacion del momentum lineal.
Consideremos dos particulas A v B que interactian mutluamente sin fuerzas externas actuando sobre ellas.
Por el principio de accidn y reaccion se tiene que:
FAB + FB.H. =10
- - i - -

Por lo tanto, si p, y pg son los momenta respectivos, se tiene que:

d = —_

== + =0

5., TP

con lo cual:
—

P, + 'p'ﬂ = ii; {constante)

es decir, en un sistema aislado, el momentum lineal total de los dos cuerpos que interactian permanece
constante en el tiempo.

I1.2 Momentum angular y torque

= < & - A = =y
Consideremos una particula que se mueve con un momentum lineal p, bajo la accién de una fuerza F.



Apuntes del curso Mecénica (FI-21A). Profs. P. Aceituno y F. Brieva 15
Escuela de Ingenieria. Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas. Universidad de Chile.

Definicion: Momentum angular (1) de la particula con respecto al origen O es el vector definido
como:

=l

l=rx
Definicidn: Torque (1), con respecto al origen O, que ejerce la fuerza F sobre la particula se define
como el vector:

-:E:_;'XF

En un sistema de referencia inercial podemos entonces escribir la siguiente ecuacidon de movimiento:

dp _§
dt

- =

* Relacion entre 1T y |
Derivaado | con respecto al tiempo se obtiene:

[ dr = . = dp
_— = r —_—r 4+ I
, Teal Tt e T AT T

- Y
Comorxp=vxmyv =0 yrecordando que en un sistema inercial se cumple que

resulta finalmente,

o —
: d _ %#HF =3
dt
la expresidn anterior indica que la tasa de variacién lemporal del momentum angular de una particula con
respecto al origen O es igual al momento de la fuerza (torque) que se ejerce sobre ella con respecto a al
origen O. E

+ Comentarios

'-LI J- -
a) el momentum angular I' y el torque t', relativos a un punto &, $ o BLE
cualquiera O' representado por el vector r, se definen S B
como: =
Ry e s — & Y —
I' =(r - rU} Xp ol e
;.' - — - -
T =(r-r)xF

b) el momentum angular apunta en la direccién perpendicular al plano formado por los vectores T y V.

¢) el torque apunta en la direccién perpendicular al plano formado por los vectores T y F.
d) la magnitud del momentum angular es: Il = m v rsen &, donde & es el dngulo entre los vectores
pPYyr.

e) EEEI caso de fuerzas centrales es decir, de fuerzas que actian en la direccién del radio vector r
(F = fir) r ), se tiene que:

—

dl

—_— =10
dt
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Esto implica que ¢l momentum angular de una particula que se mueve en un campo de fuerzas centrales
permanece constante. En consecuencia, el movimiento es plano.

II.3 Integrales de la ecuacién de movimiento

Es conveniente analizar la forma que toma la primera integral de la ecuacidn de movimiento de una
particula sometida a una fuerza neta F. En esta seccidn analizaremos algunos casos de interés,

+ Impulso lineal
El concepto de impulso lineal estd asociado a una expresidn de la ley II de Newton integrada en el tiempo.

En efecto:
—

BiPees
dt

Integrando la ecuacidn de movimiento en el tiempo, entre los instantes t; y t,, se obtiene que:

lE lﬂ
Jdﬁ = Jﬁ dt
I! l:]

lo que implica que:

s

li
P(t) - B(t) = I? dt
t|

o también:

& g =
p(L,) - ptt) = {F}T.E-Ll[tz =t

en que -::i':::»tz_ll es el valor medio de la fuerza aplicada en el intervalo de tiempo (1, - ;). El término
integral se denomina impulso lineal y corresponde a la variacién del momentum entre los instantes t
y by

* Impulso angular
El concepto de impulso angular estd asociado a la ecuacidn de movimiento del momentum angular,
integrada en el tiempo. En efecto

di _=

dt

Integrando entre los instantes t; y t,

T{lz) i ’i(tlj = j?:‘dl

o también:
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(t) - Kt) =<t> (t_-t)
2 1 Lt 2 1
en que < T >, ,; s el valor medio del torque aplicado sobre la particula en el intervalo respectivo. El

término integral se denomina impulso angular y corresponde a la variacidn del momentum entre los
instantes t) y ty.

+ Integral de la energia
Consideremos el movimiento de una particula de masa m constante bajo la accién de una fuerza neta F.

La ecuacién de movimientoes: ma = F

Multiplicando (producto escalar) por la velocidad tenemos que:

ma-v=F-v
d 1 A T
—(— mv) =Fev
de 2
donde v2 = ¥+ . Integrando en el tiempo entre los instantes t, y t, se obtiene que:
T.2 rzitzj
2 2 -~ = =
imvig -+tmvie = |Fevd = JF-dr
2 2 !

B
tI I.1“]}I

Esta expfesitn corresponde a una forma explicita de obtener la magnitud de la velocidad a partir del
conocimiento de las condiciones iniciales de movimiento, de la fuerza neta sobre la particula y de la
trayectoria por ella seguida, Esta ecuacion sirve ademds como base para introducir los conceptos de
energia y de trabajo que serdn discutidos en’detalle en el capitulo III. En este punto basta con considerar
el resultado obtenido como una herramienta de cdlculo de gran utilidad para la resolucién de problemas
especificos.

I1.4 Movimiento y sistema de coordenadas

La ecuacidon de movimiento es una ecuacién vectorial equivalente a tres ecuaciones escalares
correspondientes a su proyeccidn sobre tres ejes de coordenadas. Supondremos en esta ocasidn gue la masa
es constante y que existe una fuerza neta F actuando sobre el cuerpo o particula.

* Coordenadas cartesianas

El movimiento se proyecta sobre los tres ejes cartesianos X, Y, Z. La fuerza se expresa como:
— _ o . Fal
F = Fxl + F},J + sz

¥y las ecuaciones de movimiento correspondientes son:

mx = F
m'}::F

mz = F

* Coordenadas intrinsecas

En este caso, el movimiento se proyecta sobre la direccidn tangente a la trayectoria y sobre la direccitn
normal correspondiente:

F

I}
~H
-
+
*T]
=
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Por consiguiente,

ms = F'l
midp = F ]
p = n t
A
- Iy
* Coordenadas cilindricas r

En este caso, 5 i
F:Fpp‘I‘FHB‘FFk L)

¥ las ecuaciones de movimiento correspondientes son:
2 -2
m(p-p0)=F,
m(pO+2p0) = Fy

mz:FL

]

* Coordenadas esféricas
En este caso,

F:Fr

y las ecuaciones correspondientes son:
m(r- r-.‘-p2 senzﬂ - ré7) = F,
m{rﬁ-rﬂ}z scnﬂcusﬁ+2‘r§} = Fg

F m(r]ﬁsenﬂ+21‘&isenﬁ+2ri.il?¢-:osﬁj:F¢

I.5 Elementos para ¢l anilisis del *movimiento

El problema central en el estudio del movimiento de un cuerpo es identificar los elementos fisicos que
originan el movimiento, lo cual permite escribir correctamente las ecuaciones que lo gobiernan.

* Eleccion del sistema de coordenadas

Al identificar un problema, el primer paso es elegir el sistema de coordenadas con respecto al cual se
describe ¢l movimiento. Una eleccién adecuada, que se adapte a la geometria del movimiento permite en
la mayoria de los casos, simplificar notablemente las ecuaciones que lo describen. Por ejemplo considere
el movimiento de un blogue que desliza sobre un plano inclinade, como se indica en la figura. Uno puede
elegir el sistema ortogonal X-Y y escribir las siguientes ecuaciones de movimiento:

i

mx = F, “ ™
my = F},
mds la restriccién: y/x =tg 8. Alternativamente, como el i ¥
movimiento es sobre el plano, se puede elegir el eje OX' para ety
describirlo: T "
L © “
mx'=F. o x

No puede haber aceleracidn en el eje OY" porque el blogue abandonaria el plano inclinado.
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* Diagrama de fuerzas de cuerpo libre

En el andlisis del movimiento de un cuerpo (o de una particula) es conveniente identificar en forma
vectorial todas las fuerzas que actdan sobre él y que definen su movimiento. Ejemplos de estas fuerzas
son: gravitacionales (u otras de origen fundamental), las de accién y reaccidn (ley 111 de la dindmica), roce,
tensiones, empuje, etc. Para ilustrar la idea, consideremos un cuerpo de masa m que desliza sobre una
superficie horizontal sin roce y tirado por una cuerda.

En el diagrama adjunto se han identificado todas las fuerzas que actdan:

- -
F : fuerza de traccidn ejercida por la cuerda. + FN.
F;: fuerza gravitacional con que la Tierra atrae al cuerpo. E
Fy;: fuerza de reaccion que la superficie ejerce sobre el cuerpo =————
de masa m. S T
. v - —
Las ecuaciones del movimiento son: W

m‘x':F
0 = —FG+ FN

* Cuerdas ideales

Se llama cuerda ideal a una cuerda inextensible, de masa despreciable, flexible y que no ad_rfnitc fuerzas
transversales. Esto es una idealizacidn de lo que sucede con una cuerda sometida a una fuerza F. Debido a
la condicidn de masa despreciable, la fuerza aplicada en el extremo de la cuerda se transmite hasta el otro
extremo sin atenuarse. Esta solicitacidn recibe el nombre de tension de la cuerda,

L
II.6 Ley de gravitacion

Actualmente se conoce la”existencia de cuatro interacciones (fuerzas) fundamentales en la naturaleza:
gravitacionales, electromagnéticas, fuertes y débiles. Por su importancia histdrica y su relacién con las

aplicaciones més intuitivas de la mecdnica, se analizan a continuacidn las fuerzas gravitacionales entre dos
cuerpos de masa my y m..

La ley de la gravitacién universal fue establecida por Newton, quien a su vez se baso en las leyes de Kepler
que definen los aspectos fundamentales del movimiento de los planetas alrededor del Sol. Estas son:

i) los planetas describen drbitas elipticas en torno al Sol, que ocupa uno de sus focos.

ii) el radio vector {con origen en el Sol) barre dreas iguales en tiempos iguales.

iii) el periodo de la drbita de un planeta se relaciona con el semi-eje mayor (a):
T a <a>

Newton establecié la siguiente ley general para dos cuerpos de masas my y m,, separados por una
distancia ry; :

LT
e R ", = 3 M
g "
Fle 12 & 4
Ir | L&
12 *
QO

donde: T, = 'Irz—rll

3 X
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La fuerza F actia en la direccidn de la recta que une las masas.

- m om,
F_=0———r
12 = 3 12

G = (6.673 +0.003) x 107! p.m? kg2

Es evidente que la ley de fuerzas gravitacionales satisface el principio de accién y reaccidn,
Fiz = -Ty

El movimiento general de cuerpos o particulas gobernados por la ley de gravitacion serd estudiado mds
adelante. Por ahora analicemos como caso especial la sitwacion de cuerpos cercanos a la superficie de la
Tierra,

= Movimiento cerca de la superficie de la tierra.
Constituye ésta una aplicacién particular de la ley gravitacional en que uno de los cuerpos con masa M. es

la Tierra y el otro un cuerpo con masa m. Supondremos que la Tierra tiene simetria esférica. Se puede
demostrar (teorema de Gauss) que el campo gravitacional alrededor de ella es equivalente al campo
producido por una particula de masa My colocada en el centro de la Tierra. Por lo tanto, haciendo

coincidir el origen con ese punto se tiene que la fuerza que se ejerce sobre el cuerpo de masa m es:

mM,_,

F_ =-G—=LF @2R)
r

El primer resultado importanie es que todo tuerpo es atraido en
direccidn radial hacia el centro de la Tierra. Veamos qué sucede

"

si el cuerpo se encuentra a una altura "y" sohre la superficie:

-

Em By ¢ kL XL

Expandiendo esta expresidn en torno a y = () {teorema de Taylor) resulta:
L2 aec T poui 60 2N 2y e au
2 2
+
Bk 9] oo ol s il

Para alturas relativamente pequeias sobre la superficie las correcciones de orden mayor se pueden despreciar
porque y << R,

L G

Ea)

ey s o

B m 2 R
RT T

Observar que hasta alturas del orden de 100 km sobre la superficie terrestre, la correccidn al valor

comrespondiente en la superficie es a lo mds de 19%.
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Definicidn: aceleracién de gravedad sobre la superficie de la Tierra

- EE .
g = -—TTr
R
T

de las expresiones anteriores se deduce que la aceleracion de gravedad disminuye con la altura de acuerdo a
la expresidn:

- LA 2
gy) =g | I - JRT
Por lo tanto la fuerza que ejerce la Tierra sobre un cuerpo de masa m puede expresarse como:
F=mg

Si el cuerpo se encuentra a nivel del mar: F =m Eﬂ
lE,;,' =981 ms2 (en Santiago este valor es 9.79 m 52

En general, a menos que se explicite, supondremos que la aceleracién de gravedad es constante e igual a Eﬂ

La magnitud escalar de la fuerza gravitacional sobre un cierto cuerpo se denomina peso y corresponde a la
magnitud F = mg de la fuerza con que la Tierra atrae a un cuerpo de masa m.

I1.7 Fuerzas de roce o de friccidon

En esta seccidn estudiaremos fuerzas de contacto cuyo efecto macroscdpico es impedir o retardar el
movimiento relativo entre dos cuerpos, Entre otras, analizaremos en particular fuerzas que se oponen al
deslizamiento relativo de las superficies de contacto entre dos cuerpos y fuerzas que frenan el movimiento
de un cuerpo que se desplaza en el interior de un fluido.

* Fuerzas de roce entre dos cuerpos en contacto
Su origen se debe a las irregularidades (rugosidades) en las superficies de los cuerpos en contacto y su

efecto es producir una resistencia al deslizamiento de un cuerpo relativo al otro. Podemos distinguir dos
situaciones:

a) Fuerzas de roce estitico

Experimentalmente se observa que para poner en movimiento un cuerpo que estd en contacto con otro, s
necesario aplicar sobre €l una fuerza minima paralela a la superficie de contacto. Esta fuerza minima
externa corresponde a la mdxima fuerza de roce estdtico que impide el movimiento del cuerpo.

La fuerza de roce estdtico es un fuerza varjable que impide que dos cuerpos en contacto empiecen a
desplazarse uno con respecto al otro. Su magnitud méxima es proporcional a la magnitud de la fuerza (N)
de interaccidn entre los cuerpos en contacto, en direccién perpendicular a la superficie de contacto.

Frgl < 1 NI = Frp e
donde p, es el coeficiente de roce estdtico. Es conveniente destacar que la fuerza de roce estdtico es

independiente del drea de la superficie de contacto y que P depende del estado de ella y de la naturaleza del
material de los cuerpos en contacto. '
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b) Fuerza de roce cinético (o dindmico, o deslizante)
La experiencia muestra que una vez iniciado el movimiento relativo entre los cuerpos en contacto se
requiere, para mantenerlo, una fuerza externa menor (fuerza de roce cinético) que la necesaria para iniciarlo,

Fre < FRrE mix

La direccidn de esta fuerza es siempre opuesta a la direccidn del movimiento relativo de los dos cuerpos
en contacto y empiricamente se determina que su magnitud es proporcional a la magnitud de la fuerza de
interaccion normal (N) entre ambaos:

s i

Fpel= p IN

donde p es el coeficiente de roce cinético (o dindmico). Si la velocidad relativa es pequefia y si las

superficies no son deformadas por efecto del roce, la fuerza de friccion es independiente del drea de contacto
y de la velocidad relativa entre los cuerpos.

* Fuerza de roce viscoso

Corresponde a la fuerza de resistencia que actia sobre un cuerpo que se desplaza en el interior de un fluido.
En general esta fuerza depende de las caracteristicas del fluido, del tamafio y geometria del cuerpo y de la
velocidad del mismo. Con respecto a esta qltima variable la fuerza de roce viscoso se puede modelar segin
la expresion:

Fpy =-khW"¥

donde n es un pardmetro que depende de las condiciones particulares del movimiento. Asf, en el caso

particular de una esfera moviéndose con una velocidad moderada en el interior de un liquido o de un gas, la
L PR T

fuerza viscosa de friccidn puede expresarse como:

FRV =-kv (ley de Stokes)

donde el coeficiente de friccidn k estd dado por: k=6n R

1 es el coeficiente de viscosidad del fluido y R el radio de la esfera. Valores tipicos de 1 para el agua
(expresados en n s m~2) varian entre 0.656 x10°2 y 1.792 :Iﬂ'ﬁ, mientras que para el aire 1| varia entre

L71 %107 (T=0°C)y 1.90 x10™ (T = 40 °C).

II.L8 Fuerzas de restitucion. Movimiento armdnico simple

Uno de los casos méds comunes en Fisica, desde el punto de vista tedrico y prictico, se refiere a la accion
de una fuerza lineal de restitucidn, esto es, que tiende siempre a llevar al cuerpo hacia una posicidn de
equilibrio. En particular analizaremos aqui el movimiento bajo la accién de una fuerza de restitucidn cuya
magnitud es proporcional al desplazamiento con respecto a la posicidn de equilibrio. Ejemplos tipicos de
este Uipo de movimiento son el caso del péndulo sometido a pequefias oscilaciones y la vibracion de un
resorte. En el primer caso, la fuerza de gravedad actia como una fuerza de restitucion, mientras que en el
segundo ejemplo es la fuerza eldstica de restitucidn del resorte la que condiciona el movimiento,

* Resorte. Ley de Hooke

El resorte, en su régimen eldstico, constituye un mecanismo fisico que produce fuerzas de restitucidn
lineales como las mencionadas anteriormente. Para su estudio suponemos que un resorte tiene un largo
natural L y una masa despreciable.
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Consideremos un cuerpo de masa m atada al exiremo del

resorle, como se indica en la figura adjunta. Interesa estudiar el P W _-}: A
movimiento del cuerpo sometido a esta fuerza de restitucidn, /\/\—( ]
cuando se lo saca de su posicidn de equilbrio. ! -

W= =0

Se ha determinado experimentalmente que en ¢l limite eldstico del resorte, la fuerza que actia sobre un
cuerpo atado a él es proporcional al desplazamiento del cuerpo con respecto a la posicidn de equilibrio

estable x' = LD.

?;z k(%' - Lu};' {Ley de Hooke)

Esta es la fuerza que actia cuando se ha sacado al resorie del equilibrio, ya sea por alargamiento o
compresidn. Si medimos el desplazamiento con respecto al eje x y considerando que la direccidn del eje x'
coincide con la del gje x, se tiene que
—
x=x'-L,
con lo cual:

-_Fh= —kxﬁ

donde k es el coeficiente de elasticidad o constante del resorte. Por lo tanto, la ecuacidn de movimiento
para el cuerpo de masa m expresada con respecto a la posicién de equilibrio del resorte es:
mx=-kx

que se conoce como la ecuacidn del oscilador armonico.

Definiendo la frecuencia angular o como:
g
e B
o m

"

se tiene que la solucidn general de la ecuacidn general es (ver Apéndice 2):
xt) = Acos mul + B sen !

donde A y B son constantes de integracidn que se determinan una vez conocidas las condiciones iniciales

del movimiento (x(Ly) ¥ x(iy)). Alternativamente, la solucién a la ecuacién de movimiento se puede
escribir como A %1

xt) = Ceos( w L+ ¢)

= —=de

siendo en este caso, C y ¢ las correspondientes constantes de
integracidn.

£y
s

|

I

t
La figura muestra la variacion temporal de la posicién del ! \ |
cuerpo. El valor midximo de x(t) se denomina amplitud de la I |
oscilacién y corresponde a la constante C mientras que a { se
denomina la fase de la oscilacidn. L.* — +=wl— — »l

. c=+ A%+ B? o = arclg(-%}

El periodo de la oscilacidn corresponde al tiempo requerido para que el movimiento realice un ciclo
completo: Tw, = 2xn - .
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11
T =B fi
k
La frecuencia lineal o natural del oscilador se define como el nimero de ciclos por unidad de tiempa,
Li}]
f =2
@ 2n

la que en funcién del periodo T del oscilador se expresa como: f = /T

* Movimiento armdnico amortiguado

En el andlisis del oscilador arménico ideal (resorte) no hemos tomado en cuenta las fuerzas de roce que
pueden afectar el movimiento del cuerpo. Para ilustrar este efecto, consideremos que ¢l cuerpo de masa m
atado a un resorte se encuentra ademds sometido a una fuerza de roce viscosa que varia linealmente con la
velocidad. Por ejemplo, la situacién podria corresponder al movimiento de un cuerpo colgado de un
resorte con amortiguamiento debido al roce viscoso con el aire. La ecuacién de movimiento con respecto
a la posicidn de equilibrio del cuerpo es:

m

mx = -kx -cx AN i N

@R librio = > ——
La resolucidn de esta ecuacidn diferencial homogénea de 1

¥
segundo orden implica (ver Apéndice 2) encontrar la ecuacidn .,1,
caracteristica;
L3 2 =
ms* +cs + k=40 m%
cuya solucidn es:
2
e Y&  Sdmk
% 1]

Hay tres casos que estudiar;

a) e > 4 m k (sobre amortiguamiento). En este caso,

5=—Tim|

donde -

P, 11 - - w2
LT i v ®o

siendo w, la frecuencia natural de vibracidn del resorte.

La solucidn general en este caso es;

mlt amlt

x)=e '(Ae ' + Be )

la que tiene la dependencia temporal indicada cualitativamente en la figura adjunta.

h) 24 m k (amortiguamiento critice). La solucidn de la ecuacidn de movimiento es: -
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-yt
x(t) = e (A + Bt)
¥ la amplitud decrece mis rapidamente que en el caso anterior sin que el cuerpo alcance a oscilar (ver
figura).

" Al
¢) c© <4 mk. En este caso,

donde

3 -
i‘nhfe B e o +151_1-:.|"_.'_ &

. B
m2 — @ ’Yz eridic,

La solucidn correspondiente es: =1

-7t
X(t) = e (a sen wt + b cos wt)
solucidn que corresponde a un movimiento armdnico amortiguado de frecuencia 0, < w, (ver figura).

* Movimiento del péndulo L SN N
Consideremos el movimiento de un péndulo de masa m
suspendido por una cuerda ideal de largo L, luego de separarlo
un dngulo B con respecto a la vertical. En ausencia de otras
fuerzas, es la fuerza gravitacional la que actia para restituir la
masa a su posicidn de equilibrio (8 =0).

w

En todo momento el péndulo se mueve en la direccién tangencial al arco de circunferencia de radio L. La
componente de la fuerza gravitacional (mg) en la direccidn de la cuerda (mg cos ) queda compensada por la
tensién ejercida por la cuerda. La ecuacién el movimiento en la direccidn tangencial es:

-mgsen @ = ma;

donde a es la aceleracién tangencial. Como a =5 y 8=s/L (5=L#), la ecuacién de movimiento

resultante es:

2
o

0+ wsend = o

con

La ecuacidn diferencial de segundo orden que describe el movimiento tiene una estructura diferente de las
analizadas anteriormente. Para buscar una solucién, se multiplica la ecuacién anterior por 8 obteniendo:

i{Lé?] s mzi(msﬂ) = ()
dt 2 o dt
Esto implica que: -
LéE - w?cos® = K
2 0

donde K es una constante de integracién. Despejando 8 e integrando se obliene:
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b
de
= | dt
J 2K + @’ cos 6 t
H . ] i
1
El término de la izquierda en la ecuacién anterior corresponde a una integral eliptica de 1* clase cuya
discusién va mas alld del objetivo de este curso. Aqui estudiaremos el movimiento para dngulos @
pequenos. En este caso podemos aproximar
sen @0
y la ecuacidn diferencial aproximada que describe el movimiento es:
o5 5 .
0 +w6 =20
0
Esta ecuacidn corresponde a la del oscilador arménico. Su solucidn es:

6(t) = 0, cos(w t+¢)

donde {:'IU ¥ ¢ son las constantes de integracidn correspondientes. El periodo de la oscilacidn es en este
caso:

T =12r_ /L
g
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1. TRABAJO Y ENERGIA

Lo el casode una particula semetida o una fuerza atbitrazia F no existe un métoda o suficicniemente
general pard resolver la couacian de mavimiento, =

mr=I

¥ encontrar, en lodoes los casos, las soluciones correspondientes en forma analitica. Sin embargo, hay
muchas sitvaciones en las cuales por métados simples se puede oblener informacidn importante acerca del
movimiento. Uno de ellos es el métoda del trabajo v la energia que estd basado en el andlisis de la primera
integral de la ecuacion de movimiento (scecitn 103), En efecto, suponicndo que 1a masa es constante, se
tiene que

2 o =
i|'(lmf-f} = Fevy
dt 2
ecuacidn que alternativamente se puede escribir como .
1 By LR
dl=mvwv) =Fedr

Asociados a las ecuaciones previas existen los conceplos de rabajo, energia cinélica y polencia, cuyo
desarrollo serd la parte ceniral de este capitulo,

IIL1T Conceptos bdsicos

* Trabajo

Consideremos una particula que describe la trayectoria (c) al
moverse bajo la accidn de la fuerza F. La particula de masa m
en el punto P de la trayectoria experimenta un cambio de
posicion dr debido a la accidn de la fuerza F. Se dice que Ia
fuerza T aplicada sobre la particula realiza un trabajo
infinitesimal dW

dW = I' » dr
lamande 8 el dngulo entre La fuerza y la direccién del desplazamiento, podemos expresar dW coma:

AW = rﬁld;l cos 0

esto es, el trabajo infinitesimal realizado por la fuerza sobre la particula es igual al producte entre el
desplazamiento de ésta y la magnitud de la componente de la fuerza en la direccién del desplazamiento.
En particutar, si la fuerza cs perpendicular al desplazamiento ésta no realiza trabajo, Ejemplos de esta
situacidn son la fuerza de gravedad en la superficie de la tierra para desplazamientos horizontales, la fuerza
normal de reaccidn de una superficie sobre un cuarpo, la lension de una cuerda que sujela una masa
deseribiendo un movimiento circular, ele,

En general el trabajo puaede ser positive o negativo dependiendo de la direccion relativa de la fuerza con
respecto- la direccidn del desplazamiento, El trabajo total realizade por la fuerza I sobre una particula
cuando Gsta se desplaza a lo largo de I trayectoria (¢) del movimiento desde un punto A g un punte B es:

i3
Wi = I Fedr
A

El término de la derecha en la ecuacidn anterior carresponde a una integral de linea v muestra gue en
general el trabajoe realizado para ir de A a B depende de Ia travectoria elepida,
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WARICY = WL a(C)) # W, p5(C)

Esto se debe o la peometria de b traveetoria elegida y al hecho que la fuerza Fes, en general, una funcion
de posicidn,

Unidades: la unidad del trahajo corresponde, por definicidn, al producto de una unidad de fuerza por una
unidad de longitud. En ol sistema 51, la unidad de trabajo se denomina joule, y se define como:

[W] = joule = newton-m

y corresponde al trabajo realizada por la fuerza de 1 newton para desplazar la particula en | metro, en la
direcesin de accidn de la Tuerea

sjemplo: rabajo realizado por una fuerza constante F
P ) P o]

B
—_- i £ 2 i
Wnﬁ N .[Fo Sl = }‘n : {rB rA)
A
En este caso particular, ¢l rabajo depende sélo de 1a posicidn
inicial ¥ final de lu particula, siendo independiente de la
trayectona seguida, o

= Potencia i
Se define como la tasa de variacidn temporal del wabajo realizado por la fuerza F sobre la particula
d W
P-4
dt

1

Recordando que dW = Fedr
se fiene que P=F = v

También interesa definir 1a potencia media en un intervalo de tiempo T,

T

me dt

)
e - W
T

P> =L
T

s decir, corresponde al trabajo total reabizado en el periodo T dividide por el tempo que se tardd en
realizarlo.

Unidades: |4 unidad del potencia corresponde, por definicicn, al cuociente entre una unidad de trabajo ¥
una unidad de tiempo. En el sistema 51, la unidad de potencia se dencmina watt, y se define como:

: oule
[P] = Watt = Joule
seg
y cerrespande al rabajo de 1 joule realizado en un tempe de | sepundo. Una unidad prictica de polencia

esel HP (1 HP = 746 wal). Oira unidad prictica de trabajo es el kw-hora que equivale a 3.6 Tk j
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* Energia cinética (K}
Lrefinician: fa energin cinética (K) de una particula de masa m que se mueve con velocidad v cs:

1 5 2
K==mv = P_
2 2 m

=i que poes ol momentum lingal de la particula. Es simple comprobar que la umidad en que se mide Ly
efergin cinétca corresponde ala unidad de trabajo.

1.2 Teorema de las fuerzas vivas

Podemaos ahora interpretar la integral de la ecuacidn de movimiento disculida en la introduccion de este
capitulo. En efecto, se habfa obienido que

dtlmv} ﬁ-h
s s

ecuacion que en rminos de [a energfa cinética y de 1a potencia se expresa como:
dt

Esta es la llamada ecuacidn de la potencia y expresa que la potencia asociada al trabajo realizado por la

fuerza F sobre ka particula es igual a la tasa de variacidn tempor al de su energia cinética, Recordando que:
Pdt = dW = Fedf

e integrando desde un punte A a un punta B a lo largo de una travectoria (¢, se lene que

;

| £ vk “ = [Eedr

KB) - KW = 2mv] - Imvi - [Fear
A

resultado conocido como el teorema de las fuerzas vivas y que expresa que el trabajo realizado por la
fuerza resaltante E sobre una particula para ir desde ¢l punto A al punto B a lo largo de una travecioria ()
es igual a la variacidn de su energia cinética entre los puntos A y B, respectivamente.

HL3 Fuerzas conservativas. Energia potencial

Las fuerzas conservativas se caracterizan por ser estdticas (cs decir, independientes del tiempo) y porque la
integral de trabajo es independiente de la trayectoria de integracién, es decir

_{E-ai‘
A

1o depende de la trayectoria seguida por la particula al desplazarse entre las posiciones A y B. Para que
esta inlegral sea independiente de 1a trayectoria es necesario gue Fudr sea on diferencial exacto,

& I_*:‘l.'l; =-dV

enque ¥ = Yirhes una funcion escalar. Como V = V{x,y,z), podemos expresar el diferencial dV comao
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av= Ny + Mgy o Vg,
X dy dz

- - - 4 P = L
Ademds Fede = Fy dx + Fydy + F,dz, Entonces exigiendo que Feodr = - dV, v coma dx. dy v de son
X ¥ 4 £ e, 3
independientes, concluimas que si F es conservariva

oo L3V
X X
E o= .3V
¥ a}f
Eo_ .3V
& o7

La funcidn V(x,y.z) se denomina funcidn energia potencial. Observar que la funcién V queda determinada
salve una constante. Inroducienda ef operador diferencial pradiente,

V - fal _]i + k<4
ax dy dz

se puede expresar la fucrea como

El cdleulo de la funcidn energia potencial ¥ se obtiene & partir del trabajo infinitesimal dW
dW = Fedr =7V +dr

aw = 4 Mg Mgy + Vgl = —av
X X 07

Integrando a lo largo de una travectona desde un punto A 8 un punie B s¢ obticne que
B
V(B) - V(A) = - [Fedt
A

Es interesante hacer notar que la funcidn energia potencial queda determinada en forma relativa al punto
con respecto al cual se caleula el trabajo (A). Se puede escoger arbitrariamente el valor de la energia

patencial en ese punto, con lo cual ¥V oen cualguier otro punto (B, por ejemple} queda medide con respecta
al valor de referencia.

* Teoremas de conservacién de la energia meednica
Este teorema corresponde a una forma particular del teorema de las fuerzas vivas cuando el trabajo es
realizado sdlo por fuerzas conservativas, En elecla, tenfamos que

= dK = dW = -av
For wnlo

HKE+V) =0
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es decir, la suma de las variacione de energia cinética y encrgia potencial es nula. En consecuencia, si
llamamos energia mecdnica total a

- ' 2
E=K+U-L1m¥ «w
2
se concluye gue dsta se conserva cuando slo aciian fuerzas conservativas
z ’ ,
%mv F Vixwv,z) = £ (constante)
; ch o
+ Propiedades de las fuerzas conservativas.

a) Silatrayectoria es cerrada, el trabajo realizado por la fuerza conservaliva cs nulo. En efecto,

B L
cﬁf«‘-df-_- jf-df v [Fedr
£ A B

Jf'df = V(A) - V(B) + V(B) - V(A) = 0
X

Este resultado implica gue

E A (1)
[Feoai = - [Fear E
Ay By 3 = (23

by En cada punte de una superficie equipotencial, la fuerza
conservativa es perpendicular a la superficie.

—
Se entiende por superficie equipotencial aquella formada por +
todos [os puntos en que la funcidn energia potencial tiene el
mismao valor. Por lo tante, ¢l trabajo realizado por la fuerza i —
conservativa sobre una particula, al desplazarse ésla en dr sobre £ /

la superficie equipotencial es
dW = Fedr = -dV = 0

por tratarse de una superficie equipotencial. Luego, F es perpendicular a cualquier desplazamiento sobre la
superficie cquipotencial v, por consiguiente a ésta,

a
¢} Una fuerza conservativa cs imotacional; ¥V xF =0

es decir, el operador diferencial rotor { Vx J actuando sobre una fuerza conservativa produce un vector
nulo. Explicitamente se satisface que:

L 19 %
_ o B . By
VxF =13¢ oy oz
F F F
L ¥ ¥ Z ]
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. |er aE | .|9F 9F | .|9F OF
VxF=1|—% - — + j|—-—2[ + k|—-—=
dyv - dz dz  ox ax Yy
Recordando que I+, = - V/fdx, es ficil comprobar que VxF=0

111.4  Casos particulares de fuerzas conservativas

— A -5
a} Fuerza unidireccional: F = [(z) k. Es (Geil comprobar que VxF=0

y
Ejemplo: campo gravitacional cercano a la superficie terresire: F = -mgk

La [uncidn cnergia polencial queda detenimnada a partir de

A
5 el
Viz) = V(0) - J Cing K)o (dz %) = VIO) + migz
5!
Si se considera un potencial nulo para ef nivel de referencia 2=0 se tiene que [a energia potencial referida a
la superficie de la tierra es:
Viz) = mgz

Ciste resultado indica que la energia potencial varfa lincalmente con la alara sobre la supecficie,

o g £ % 5 : i N "
b} Fuerza central: F = f{r) r. En este caso r corresponde a la direccion del radio vector. Para examinar el
cariacter de una fuerza central caleulamos

_?Eﬁ-
VxF =|ax oy oz
fx fv fz
| T r Fo

11 (ue

PR . BN

Se puede verificar que 'V x F =0, can lo cual se demuestra que toda lucrza central es conservativa,
Ejemplo : [uerza gravitacional {caso general)

Consideremos dos particulas de masas My m tal que ¢l origen de coordenadas coincidan con la particula de
masa M, que estd ja, La fuerza gravitacional gravitacional que aclda sobre la masa m es:
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B Mm
F=-G—r
2
I
La encrgia petencial se determina a partir del trabajo realizado por la fuerza I pars mover una particula
desde una posicidn inicial r hasta el punto de coordenada r:

I r

0

T T
r o _‘: s . ['v’ll’l‘] o |
Vr) - V() = o dF = jG n gy

V(r) - V(r) = -GMm (£ - L4
5] r T

Q

Es usual elegir un potencial de referencia nulo en un punto infinitamente alejado: Vl:ru--}m) =10

con lo cual a funcién energia potencial, referida a un punto en el infinilo, se expresa por

V(r) = -gMm
r
S M = M. (masa de 1a Tierra), la expresion obtenida corresponde a la energia potencial de una particula de

Masd M en una posiclon r > R’I‘ (radio de 1o tierra)

En el caso de movimientos cercanos a la superficie de la tierra, es costumbre tomar un punto de referencia
distinte para medir la energia potencial. Ln efecto, si elegimos como referencia un potencial nulo en la
superficie W’{RT‘J = 11 entonces ¢l potencial gravitacional toma la forma,

: 1 1
Vir) = -GM_m (= - —) (r =2 R)
1 T R T
I
Es facil verificar que en este caso V coincide con la expresidn para el potencial gravitatorio cerca de la
superficie terrestre discutido anteriormente. Asi, si llamamos 1 = Ry + 2, lenemos que

e i 11
Viz) = "CI\»’JTm{RTJrz RT}
GM m

Viz) = —2' Z = Mgz

R

donde se ha utilizado el tearema de Taylor para expandic Vi) a primer orden en tormo a 2 = Rt
: ; ; G o -
¢} Fuerza lineal de restitucion: F = -k r

Corresponde o un Taso cspecial de fuerza central, v por lo lanto es conservativa. La funcidn energia

potencial en un punto r, medida con respecto a un punto de referencia Ls €5

VD) = V() + 2k (7 - 1)
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La posicion r =1 corresponde o la posicion de equilibrio, Sir,=0yseelige Vir d=0, tencmos que
. 2
V(r) = % Kr

es la funcion energia patencial con respeeto a la posicion de equilibrio r, = 0.

. . . - -
En este caso, la fuerza de restitucidn sigue Ja ley de Hooke, P = -kx x

Ejemplo: Resore en régimen elistico

Por 1o tanto, la energia potencial de un resorte, medida con respecto 4 la posicidn de equilibrio, es

V(x) = —%—]::xz $iV(0) = O

1.5 Fuerzas no conscrvalivas

La situacidn fisica mis comiin corresponde 4 la coexistencia de fuerzas conservativas y no conservaiivas,
Ejemplos de estas dltimas son las fuerzas de roce viscoso y deslizante, siendo ambos tipos fuerzas
dizipativas que realizan un trabajo negative, W = 0. En general las fuerzas no conservativas son aguellas
en gue el rabajo realizado depende de la trayectona seguida,

Es conveniente expresar elirabajo Wy, tealizado por la fuerza resultante sobre una particula como la suma
del trabajo realizado por las fuerzas conservativas W mis el trabajo realizado por las fuerzas no
conservallivias “rl\"f_"’

‘NR = W[: + V‘.’NC

Recordando que ¢l trabajo realizado por las fuerzas conservativas para ir desde un punto A a un punte B es
igual a la diferencia de energia potencial entre A y B se tiene que: We. = ViA) - V(B)

Asl, el teorema de las [uerzas vivas se puede expresar como:

K(B) - K(A) = V(A) - V(B) + Wye
o en forma alternativa,
[KiB) + ViB) | - [ K(A)+ VAL = Wige
es decir, el trabajo realizado por las [uerzas no conservalivas es igual a la variacion de i energia mecdnica
tatal,

1IL.6 Energia poetencial ¥ movimiento. Equilibrio

Al estudiar el movimiento de una panticula se puede obtener una cantidad impertante de informacién a
partir de la funcién energia potencial. Para simplificar la discusion, analizaremos el caso de un
movimiento unidircccional, Considerando gue gdlo acnian fuerzas conservativas, cs posible expresar I
magnitud de la velocidad v de la pacticula como:
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v = \/i (E - V(x))
Im

Este resultado se deriva del teorema de conservacidn de 1o energiy mecdnica wtal B, Se observa que el
movimiznto s0lo es pesible cuando B >Vix). Dependiendo de la funcidn Vix) v del valor de E, ¢l
movamiento queda restringido a un rango de valores de x.

s - [} r o S }
Para tlustrar las diferentes situaciones fisicas gue pueden I o
producicse, supongamos una funcion de energia potencial como

: : Ey
seomuestra cn la figera, 7/_\
Y \
i

Vix=0) = Yo
Wiz -zl =0

Ademids, se ha graficado la magnitud de la fuerza que actia en la

dircecion x wlilizando b expresidn: |
F = - ﬂ x
ax ~2v
"o
A lo large del eje = se muestra la direccidn de la fuerza que se G:_) @
ejerce sobre la particula, : I | |

© S 8 -

Hay dos aspectos interesantes que analizar. Bl primero esid
relactonado con laregion de la variable x donde el movimiento
es posible para un nivel dado de energia mecdnica B

Asi, por gjemplo, observamos en el grifico que para E,=E, ¢l movimicnto ¢s posible para todo x
ya gue siempre Ey > V(x). Para E  =E,, el movimiento es posible en el intervalo [0, x1] o en &l
mlervalo [xg, =], Desde el punto de vista de la Mecdnica clisica, nunca una particula podria estar en el
intervalo [x;. %5] . ya que la magnitud de la velocidad seria un ndmero imaginario, fo cual no tiene
sentido fisico. Para L:u = Ej, el movimiento ¢s posible en el intervalo [13, %4) oen el intervalo [xs, =],

Finalmente, también ¢s posible el mavimiento para E = By < 0 ¢n el intervalo [xg, x4].

Consideramos con mavor detalle ef caso de una particula que se desplaza desde el infinito hacia el origen
x=lh con una energia cinélica inicial igual a B = Ly (en el infinito la energia potencial es nula). La

particula es acelerada (ver direccitn de la fuersa) hasta el punto donde se alcanza ¢l minimo de energia
polencial W . enx =ey. Una vez traspasado ese punto, donde la rapidez es mixima, la particula

empicza a desacelerar hasta que se detiene en el punto x = 2. En ese punto, la fuerza que se cjerce sobre

la particula tiene la direccidn de x creciente, razdn por la cual la particula es nuevamente acelerada hacia la
derecha, algjdndose indefimidamente.

El segundo aspecto a considerar tene que ver con ¢l tipo de movimiento que se produce en el intervala
[e5. %41 ¥ [xﬁ, x?-}. En ambos casos, la fuerza que se ejerce sobre la particula apunta hacia el punto

definide por la coordenada x = ey ¥ X=oy respectivamente. Se puede concluir que si

a particula queda
confinada a un pozo de potencial, su movimiento serd oscilatorio en lorno al punto en que la fuerza se
anula.
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= Estabilidad
La discusidn v el ejemplo previo sugieren una situacton nueva para aquellos puntos en que la fuerza se
anula, Enel grafico anterior se observa que Dy CUatro puntos (8= o, ¢q, 84 ¥ oy} donde la fuerza es nuka

vy corresponde o la situaciin en que:

av _ g

dx
Ln general, se dice que una particula estd en equilibrio si la fuersy neta gue actia sobre ella es nula. Bn
este caso tenemos que dV = F ~dr = 0, es decir, la variacion infinitesimal de la energia potencial es
nula en el punte de equilibrio. Por 1o tanto, se puede concluir que la energia potencial es minima,
maxima, o constante en la coordenada respectiva (ver lgura). Listas tres situaciones se pueden definir en
terminos de tpos de equilibrio:

W) posicitn de equilibrio estable es aguella dende la funcidn energiu poteneial cs minima. Esto se
expresa mediante la condicidn

Fo
4y > 0
-
dx o
punte de equilibrio
by posicidn de equilibrie inestable es aguella donde la funcion energia potencial es maxima. Ln
CALE Tas,

2
av <0
2
dx o
punto de equilibrio
¢} posicion de equilibrio indiferente es agquella donde la energia potencial es constante en la vecindad
del punte de equilibric.

1.7 Oscilaciones pequenas

Analizamos agui ¢l movimiento oscilatorio de una particula en
wormo a una posician de equilibrio estable. Supongamas que en
el caso unidimensional se licne una luncidn energia potencial
arhitraria ¥ que x = x, cormesponde a la posicidn de equilibrio
estable, Por lo tanie

(o LT
dx

X
o
por ser la posicion de equilibrio y
2z
g
% -0

dx

= X

o

por ser el equilibrio estable.

Interesa estudiar que sucede can V{x} en puntos cercanos a X, . Desarrollando en serie de Taylor tenemos
que
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¢ 2 dx’ \ ) | dx
3 J . ]
0 [§] i

2. - 3 3
V(x} = Vi(x )+ % (xeO}+%i‘i—‘_”— -7 4 1[8M (X-X\ -

esto s, podemos expresar la funcion energia potencial como una serie de potencias alrededor de x = X,

col la precision que queramos,
En puntes sulicientemente cercanos al punto de equilibrio ¥y 80 puede aproximar ¢l polencial Vix) par la

EXPrEsicn,

V(x) = V(x ) + -:ZL— av (x-x)

¥ ba fuerza que se ejerce sobre la particula ex

F.oavg
cx

s 2 i
2 [§]
dx

gue es equivalente a ln fuerza de restitucidn eldstica de un resorte con una constante equivalente igual o |

L |4l
dx’

X
o

y un fargo natural cquivalente i Ko Se concluye asi que para oscilaciones peguefias en tormo a la posicidn

de cquilibric estable, el movimiento ¢s armonico simple con una lrecuencia angular igual

). =
8]

vel peniodo de la oscilacidn queda dado por

)
o

Sila amplitud de §a oscilacién crece, los (érmines en (x - xu}'l’ ¥ polencias superiores cobran nmportancia,

y por lo tanto la expresidn utilizada para ¥(x) ya noe es vélida. En ese caso la oscilacidn sigue siendo
periddica pero el movimiento no es armdnico,
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IV FUERZAS CENTRALES

En este capitule estudiaremos con detalle el movimiento de una particula bajo la accidn de una fuerza
central. Ejemplos tipicos son las fuerzas gravitacionales y las fuerzas electrostaticas.

Llamamos fuerza central a aquella que actia en una linea de
aceion siempre dirigida hacia un punto fijo con respecto 4 un
sistema de referencia {gque suponcmos inercial). Siel punto (o
coincide con el origen del sistema de referencia, Lo luerza central
que actiia sobre una particula en la posicidn r, se expresa
genéricamentes por;

F = fnr = {0y
-

donde f{r) es la funcidn gue da cuenta de la varacidn de kb magnitud de la fuerza central con la distancia al

L 3 - . 2 == . . . . < =
origen, Si i) es positiva se dice que la fuerza F es repulsiva, mientras que si es negativa se dice que F es
atractiva.

V.l Propiedades gencrales
Consideremos una particula de masa m sometida a la fuerza central F, Se puede deducir que:

a) el torgue con respecto al centro de fuerzas O es nulo
'.2 =

P = FxF = [ATxr =0

b) el momentum angular (1) con respecto al centro de fuerzas O se conserva. En efecto, en la seccidn
1.2 demostramos que Tu tasa de variacion temporal del momentum angular de una particula con respecto al
origen O es igual al torque gue se ejeree sobire ella con respecto al mismo punio O:

dt

=3
= T
pero comao ¢l torgue es nulo, se concluye gue

' T -

B =
=rxp = lo [constante)
= - H .
donde p = m v es el momenmm lineal de la partizola.

Se concluye que el movimiento es plano, es decir, ocurre sélo en el plano definido por el vector posicidn
y el momentum B

¢} Ley de las dreas (segunda ley de Kepler)

Consideremos el area barrida por el vector posicidn de una
particula sometida a vna fuerza central en el intervalo At
(recordar que ¢l movimiento es plano)

= Y

Ag = LI_::E;:!.I‘
2

dividiendo por ¢l intervalo At, (&}
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ok

A

] = AT
Al 2 Al

En el limite, cuando AL tiendz a 0 se define la velocidad areolar (¢) como la velosidad de barride del
vector posicidn T,

- L 0
E:d—szl—rxv :-—-1 rxl} == g
dt 2 2m 2 m

Fecordando que el momentum angular es constante para el caso-de fucrzas contrales, se tiene entonces gue
la velocidad arcolar tambien es constante. Por 1o tanto, el vector posicidn de una particula hajo la accitn
deuna fuerza central barre dreas izouales en tiempos iguales,

d} Ecuaciones de movimiento
Utilizando un sistema de coordenadas polares para describir el movimiento en un sistema de referencia
cuyo origen coincide con el centre de fuerza tenemos que

m(-p' =i [;]2} = fip

por existir sélo la componente radial de la fuerza. Ademds la condicién de momentum angular constante
implica gue:

pz E'i i
m
donde | es la magnitud constante del momentom angular ¥ m la masa de la particula. Si se conoce la ley

de fuerza f{p) s¢ puede deferminar completamente el movimiento, a partir de las dos ecuaciones anteriores.
En efecto, la couacidn parn la componente radial es:

2

lo

'E

mp = f(p) +

m p

ecuacion que se puede integrar, Esta se puede interpretar coma el movimiento unidimensional de una

. . N =
particula de masa m sometida a una fuerza efectiva f (1)

(' (p) = f(p) + —=—
‘
mp = f${p)

Conocide el movimiento segin la coordenada radial podemos determinar el movimiento segiin ¢l dngula 8
integrando la siguienle ecuacion:
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¢) Trayectoria, Ecoacion de Binet
L.a covacidn de la trayectoria de una particula bago la accidn de una fuerza central se puede determinar
eliminando Ia variable tiempo (1) de las ecuaciones de movimento. Haciendo of reemplazo siguiente

fl?'ue = ul_é o A
l'i? m
Ademas
s _dpg _  1pgdi _ pdE
de 2 de do
am da L] dz . 2 d2
p=dog _ pdEy - pEzds
de de? de?
Por 1o tanto
o
2. _§ .
m h gz 392 + & = (5

corresponde a la ecuacidn diferencial que determina la trayectoria en coordenadas polares (ecuacicn de Binet)

fy Conservacion de la energia.
Coma hemos demostrade en el capitelo anterior, toda fuerza central es conservativa, En consecuencia,

=
podemos definir una funcidn energin potencial ¥ 1al que la Tuerza central derive del potencial: F = - Vv

Suponiendo que V es conocido, pademos escribir la ecuacidn de conservacion de la energla mecdnica total
Coma

2
Bi= 1Em‘v + ¥V = constante

La magnitud de la velocidad en coordenadas polares se expresa por;

ho

02

2 a a 9 M
vio=p2+ (pB) = p*+
con lo cual

! 32
E=Llmg? o« mB 4 vp
2 zp"—

Esla ecuacidn se puede reinterpretar como la conservacion de fa energia mecdnica de una particula con
mevimiente unidimensional al definir un poteneial clectivo V=



Apuntes del curse Mecénica (FI-21A)L Prods. P Aceitune v F. Brieva 4]
Escuela de Ingenierfa; Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas, Universidad de Chile.

& hz
Vi(p) = Vip) + 2L
9 p'J'

Axi 1z energia mecanica tolel gueda expresada como:

E = é—m p? + ‘J*{p)

Observar que la fuerea electiva I correspondiente al potencial V¥ es

* ¥ 2 2
I'[p}=_.fl.\f_=_d_.Y.+M_ f(p) + h
dp d[} I:.3 p_-‘!-

que corresponde a la expresion indicada previamente

Alternativamente, podemos expresar la conservacitn de la encrgia mecdnica en términos de coordenadas (&,
&, En efecto
Z
: =% h
vio=pt o+ =
P

bd

2 2 cdE # 2 g2
=t ] I
v 1 (dﬁ) + h E

con lo cual

v
I

2
2| rd 2
.L m h (_6_._) + E°| + V(&)
2 de
expresian que se denoming la couacion de la encrgia de la drbita.

IV.2 Fuerza gravitacional

Un gjemplo de fuerza central, de singular importancia en Fisica, lo constituye la ley de atraccidn
gravitacional entre particulas, En el caso que una de las masas esté fija co ¢l origen del sistema de
referencia inercial, esta ley se expresa de Ja siguiente manera (ver seccién 116}

F = -GM;“F

r

donde M y m son las masas de las particulas que interactiian y r es la distancia de separacion entre las
—

particulas, La fuerza F corresponde a la fuerza que actia sobre la masa m. G es lu constanie de gravitacion

universal. La funcidn enerpia potencial gravitacional para la masa m estd dada por

= Vit) = - M m
r

cuando se considera como referencia Vir = =) = 0 (ver seccidn TTT.4).
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* Trayectoria
Aplicando la ceuaciin de Binet al caso gravitacional se obtiene;

i
2 d- )
m h° * —t*—+f; = GMmL=
5 5
dg-
Recordar que h es el momentum angular per unidad de masa, Simplificande la expresién anterior se
abtiene la siguiente ecuacion de rayeclona

2, .
dt , ¢| . GM

Esta es una ecuacion inhomosénea de 2° orden con coeficientes constantes, Su solucidn es:

£(6) = —Giﬂ + A cos (6 - )
h

donde A v & son constantes de integracion cuyos valores estin determinadeos por las condiciones iniciales
del problema comsiderada. Bn consecuencia, la relacidn entre ¢l radio palar con el dngulo € queda dada por:

1
+ A cos(8-8)

ay =
p(o) e,

2
h

ecuacidn que corfesponde a una seccidén conica expresada en coordenadas polares (ver Apéndice 3), En
términos generales una seccidn cdniea se puede expresar como:

L +¢
0) = p :
P() i-:'.u] + &'Ccos ('U‘a)

donde ¥, o el radio para 8 =8 vy "e" es la excentricidad de la seccidn cdnica. Para el caso particular que

analizamaos se Gene que:

AN
GM

2

_ h™ 1
a GM 1 + ¢

El dngulo & determina la orientacidn de la drbita. Entonees, sin perder generalidad, podemos elegir 6§ =0,
Los diferentes tipos de trayectoria dependen del valor de la excenticidad:

=10 {circulo)

e < | (elipse)
c= | {paribola)
e 1 (hipérbola)

Las vanables p | v py que aparecen en la ligura anlerior se

dedinen como:
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p, = PE=0)

|l +e

g = p([}:ﬂ;}:po]_c

En el caso de una drbita eliptica, la excentricidad puede expresarse en Wrminos de las distancias minima
(po}y lamaximaip) al foco:

IDl—i_pm

Si las drbitas elipticas corresponden a planetas alrededor del Sol las distancias Py Py s¢ conocen coma

perihelio y afelio respectivamente. En el caso del movimiento de la Luna (o satélites artificiales)
alrededor de 1a Tierra, se habla de perigeo y apogeo respectivamente.

Valores {ipicos de excentricidades para la 6rbita de planetas y cometas alrededor del sol sc mdican en la
tahla sigulente:

e
Tierra 0.017
Marte 0.093
Venus Q00T
Japiter {0.048
Plutén 0,249
Cometa Halley 0967

« Condiciones iniciales
La trayectoria depende de Ta condicién inicial que se imponga al movimiento, 1o que permite especificar las
constantes de integracidn. Suponiendo que para 8 = 0, la particula se encuentra a una distancia R, del foco

(pu=R,) v tiene una velocidad v, perpendicular a la rectu entie el foco v la particula, se concluye que:

a

h="- =R v
8 [4]

5
(4] 11
GM

s

Por lo tanto, la travectoria de la drbita queda delinida por:

ple) =
G M 3 ] i GM
R2 vz Rn 04 v2
(4] (1 Q2

cos B
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= Energia mecinica y excentricidad

A partir de la ecuacion de la conservacion de la energia mecdnica para una fuerza central y considerando el
caso particular de la fuerza gravitacional, se puede deducir que:

9 2 . . .
E =M p?| 452 L 2| . GMm¢
) de
Eecribiende de nueve esta ecuacion en la forma siguiente:
2B
Im

b (%}2 + €2 - 26M¢E

y ulilizando la dependencia de % con la variable ungular & dada por:

1l + ecos @
E@) = -———(1 e
o
po
y su correspondiente derivada:
d€ _ e sen O

do _pﬁ(l + e)

se obtiene Onalmente:

L .
ek 8 [cj+l+2{:uosﬁ]-———-2(’M

= (1 +ecos 8)

S5i en la ecuacidn anterior. se reemplaza pg, por su correspondiente expresion definida anteriormente se

concluye que:

3 2
2B . (OMy? e .o
m h

ecuacion que expresa la relacion que existe entre la energia E do la érbita, el momentum angular 1,=mh

v la excentricidad ¢. Alternativamente,

2B h 2
m (GM}

e = 1 +

expresidn que muestra explicitamente que la naluraleza de la trayectoria depende de las condiciones iniciales
de energia y momentum angular. Bn efecto, podemos clusificar las drbitas segiin la energia meednica total
oMo $1gue:

E =0 | e < | : drhitas cerradas (civeulo o elipse)
E =0 | e=1: drbita parabslica
E x40 ., e = | ¢ grhita hiperbalica

Como la energia meednica total E se conserva y E= K + V., se concluye que si K < IV la érbita es
cerrada mientras que 51 K > V], 1a érbita es abierta.
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» Anilisis prifico de las trayectorias

Una forma de comprender el tipe de trayectorias de una particula en un campo de fuerzas gravitacionales es
analizar In funcion energia petencial correspondiente. En efecto, el movimiento puede interpretarse como
el movimicnte unidimensional de una particula en un potencial efectivo Vi), de modo que la energia
total E queda delinida coma (ver seccidn [V 1)

E = -;—mpﬁ + ‘v’*(p)

donde W* (), estd dado por
2

; : |
v{p)=-GMm+2 -
m p

El segundo términa de la derecha  recibe el nombre de potencial centrifugo. Hay dos puntos
importantes gue considerar

4, A
. \ ig)] !
a) el radio p donde se anula el potencial V* es: T
; e
l “ s \'é/‘
Pt (o’ D_
2GMm° 2GM Yy
Bey "> P
by el radio p, donde el potencial es minimo es: 15 = j —
P i _? I - )
= 72 <
Ijlm P ! .
/ £ 4\/\ L
el potencial efective correspondiente est p o B
% GMm G Mm .
A (pm) A w2 ’

4 pO 2 I31'II

Con estos datos podemos identificar cualitativamente. las
diferentes trayectorias, Si considermmos un nivel de energia El. L -

observamos que pg es la distancia minima al origen ya para
esa distancia p = 0. Esto no significa que-alli la velocidad de la
particula es nula ya que como en general:

K. v A
y=pp+phb

8

en la distancia pgy se tiene que v =p 8 6 de modo que la
normal a la travectoria coincide con el radio vector. La
trayectoria no puede incluir puntos tales que p < Po Para p >

Po la trayectoria es la indicada en la figura,

Si el nivel de energia es By = 0, el punto de retroceso es p :F

v la travectoria cs un caso especial de la situacidn anteior,

Para E = E,, se tiene que la rapidez radial es nulaen p=p, ¥

Pp- Luego el movimienio es posible entre los radios py ¥ Py
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La trayectoria queda encerrada entre dos circulos de radios PaY¥ Ppo respechivamente v es langenle a ellas
en los puntos de contacto. Como se ha demostrado previamenle, para E < 0 o trayectoria es cerrada v
corresponde a una elipse. Para ¢l nivel de energia minimo (Eq), los circulos anteriores comeiden en un
radio (P donde ] potencial es minimo. Bl movimienio es circular uniforme v corresponde a la sitnacidn

en que la barrera centriluga equilibra la fuerza gravitacional atractiva,

o2 i

m I

El
GM m _ |

* Pertodo orbital

Segun el principio de conservacion de momentum angular enemos gue:

I
sz! 0
— = 2L = h
P dt m

lo cual se puede eseribic como: hdt = pl db = 2dS

donde dS es el elemento de drea barrido por el radio vector.
[ntegrandao en una drbita completa,

T=22_-£M0g

donde T es el tiempo que demora la particula en deseribir una Grbita completa, Sila drbita considerada es
una elipse (8 = ab), el periode es

T:?:I[—n:rra.b

o
siendo a v b los semi-gjes mayor y menor de Ia elipse, respectivamente. Es facil demostrar {(ver Apéndice
3 que

[

I.... 2
T i 1 1
i ul (m) GMI—E',Z

con locual ¢l periodo se puede expresar como

2
72 = 21 3
G M

relacidn que corresponde a la tercera Ley de Kepler.

= Velocidad de escape
Corresponde a la velocidad inicial de lamzamiento para lograr una drhita parabdlica. Se deja como ejercicio
demostrar que la velocidad de escape es:

= 2GM
e 3
0
donde R, es la distancia inicial de Ta particula al foco.
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APENDICE 3: Secciones conicas

oF

Una seccidn conica es el o

ar geométrico de los puntos cuya distancia a un punto fijo F (foco) es
proporcional a su distancia a una recta Gja (directriz)

PF o PQ

_ =32 poler

dires li"ll::}]
Llamando e (excentricidad) a la constante de proparcionalidad, tenemos que P = ¢ PQ, §i

poes la
distancia desde la directriz al foco (FQ v si se expresa la posicidn del punto I en coordenadas polares (p,
B, se obtienen las sipuientes relaciones geométricas:

PF =p
PQ = F) - poos(B-8)
PO = p - pcostB—38)
En consecuencia,
[
p(o) = P

1 + ecos (8- 8)
ceuacion gue deseribe una seccidn cdnica en coordenadas polares con ¢l origen de las coordenadas
coincidente con ¢l foco, Aliernativamente, podemos escribir I ecuacion de la seccidn conica coma

l + e
po) = p
1 + ecos(6-3)
donde ge ha defimdo Py, como
o p e

l+e

Observar que el dngulo 8 determina la orientacion de Ta drbita, Para efectos de estudiar los diferentes Lipos
de seeciones cinicas consideraremnas d = (0,

Depeadiendo del valor de la excentricidad e, existen 3 Lipos de secciones conicas
e =< | {elipse; e=0: circulo)

¢ = | {paribola)

e > | (hipérhola)

Conicas en coordenadas cartesianas

Consideremos un sistema de referencia cartesiano cuyo arigen coincide con el foco de la seccién cénica,
Haciendo una transformacidn de coordenadas polares a cartesianas,

= poosd

¥y = psenf
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pademos escribir la ecuacitn de 1u seccidn conica como
2 pk 2 a 2
(l-¢)x + 2p e(l+e)x + y = p={1 +e€)
0 a
i ;r‘ uh
« Llipse o Ao
Corresponde al caso en que ¢ < [, La geometria de la elipse o T S el T
gueda totalmente determinada por el largo a del semi-gje mayor g bl
y el largo b del semi-eje menar, En efecto, con respecto a un —i— i l
a P L]
nueva sistema de refercncia (%', y') deflinido por la % a'l ¥
transformacicn Eg |
T +
|

se pueden definic las siguicntes distancias,

i)
OA =a —(p(©=0) + p(B=m)} = —°

OF=0'A-FA = ac
BF=rlcos=-¢) = a
, 2
OB=b=a 1 -e

Entonces, 1a ecuacidn de la elipse en las coordenadas (3, v') es

}2 ' 2 5 i v I,Z_ 7 p
(1 -e)(x'-ae) +_p{]e{i4e){x ae) + y _p0{1+e)

Desarrollando esta ecuncidn se obticne lnalmente que

(5] -[¥] -

El drea de la elipse se obliene a partir de

b T
5= J j dx dy’
y'=-b -x

I
donde el limite de integracion xj estd dado por:

g, o
- ] b

M,
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Is
. o A 2 2 2 2
b—il—j b =% dy = mab = na l-¢
|
= Paribola M
Corresponde al caso en que ¢ = L. La ecuacidn correspondiente \ o
3 -
en coordenadas cartesianas es 29,
-
i
2 2 I3
T+ 4p x = 4 f
) P, P, .‘
- ?a" ? o
¥ cuya representacion grdfica es la que se indica en la ligura %
{linea llenal, Observar gue también es posible una trayectoria .
- ] b -y
parabdlica para ¢ = -1 (linea cortada). / o =50
2= ] ~
™ =

By
* Hipérhola

Corresponde al caso en gque ¢ > 1. La ecuacion siguiente ¢s una moedificacién de la ecuacidn general,

cuandao se hace explicito ¢l hecho que e?=1,
2 ] 2 2
(" - Dx -2pe(e+Dx -y :—ps(e+l}
L
M 1
s . s s g oM T"L
Cambiando de sistema de relerencia del modo siguiente: i
?\,(Ha‘] % "
by
X = x-p —= N 5
e -1 S ;
1 F \\ #
:r[ = Y 90 L '\O"
i Tk . . %
se abtiene que: ; LN
- Y
2
a ' Fl
i Y o 1 ’ >
= i pn 2 /
e -1 (e - 1} A

X iz
X B v = 1
2 2
P e+ 1
e-1 - g=1

En la Gigura se muestra la forma de la hipérbola en la zona de interés (linea continua) y sus puntos mids
relevantes. -
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V MOVIMIENTO RELATIVO

En el proceso de describir el movimiento de un cuerpo es en
clertos casos conveniente utilizar un sistema de referencia mavil, -
Como en general este sistema de referencia no es inercial, se
debe ejercer un gran cuidado para describir correctamente las

1

leyes del movimiento,

)

Consideremos un sistema de referencia inercial § y un sistema s
de referencia 8' que puede trasladarse y rotar con respecto al

sistema inercial. El movimiento del sistema 5' con respecto al
sistema 5 gqueda determinado por la posicidn, velocidad y
aceleracidn del origen de coordenadas 8"

00’ = R () ¢
N dﬁn &
v, = i )g = R (1)
P dzﬁ T
i 0 L
ao = 2 )S a Ro(l)
dt

ademds de los pardmetros que describen la rotacidn del sistema 8' con respecto al sistema S, tales como la
velocidad angular w, (1) y la aceleracion angularﬁo{'l]

La posicidn del punto P con respecto al sistema inercial S estd definida por
T OP=r(t)

mientras que su velocidad v aceleracion estin dadas por

v = 4T
O = €D

an = @Y
a0 = 0y

Por otra parte, la posicidn del punto P con respecto al sistema en movimiento ' estd expresada por:

e -
OP = r'(t)
mientras que su velocidad v aceleracion relativas a §' estdn dada por
= dT' =, dv'
vt = [—— al =
By = ED), ® ¢ = 5y

Motar que v' y a’ son las velocidades y aceleraciones medidas por un observador en reposo con respecto al
sistema §° pero en movimiento con respecto al sistema S.

Y



Apuntes del curso Mecdnica (FI-21 A). Profs. P. Aceituno ¥ F. Brieva 48
Escuela de Ingenieria. Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas. Universidad de Chile.

V.l Composicion de velocidades y aceleraciones

El propdsito de esta seccidn es determinar la relacidn que existe entre las velocidades y aceleraciones
medidas en los sistemas 5 y 5. Como un paso previo para derivar estas relaciones, se analiza a
continuacion la variacidn temporal de un vector de magnitud constante que g gira con velocidad angular wen
torno a un eje de rotacién. En efecto, sea b(t) un vector arbitrario tal que /bl = by, (constante).

En un intervalo de ucmpu di, el extremo del vector b se e
desplaza en la cantidad db en la direccidn perpendicular al plano et T e
formado por ® ¥ b o
(dbl = b, sen ¢ dO /;
Por lo tanto [b lsend
dh h de
dt odt

sen

|

[

[

I

I

I

= hgimlscn i 1

I

de lo cual se concluye que x

ihb . aiB o
dt

A
« Velocidad - 7 ’\FD

Consideremos la situacién general mostrada en la figura
adjunta, donde el sistema §' se traslada con velocidad ';D{l} ¥ =
rota con velocidad angular {:?.;,{l] con respecto al sistema inercial o'
S Una particula P estd decrita por los veolores posiciones T y
' con respecto a 8 y 5, respectivamente. Se cumple que: !

el —~

e
I'=Ru+r =

Denvando esta expresion con respecto al tiempo en el sistema S, x
d ﬁ d -

r

(— = et )

dt’S dt S dt 5

o lo que es lo mismo

=3 - T
v=v + @&
0 dt 'S
Deducimos ahora una expresion para la derivada temporal del vector posicidn r', en el sistema S :

T o= X1+ y‘j' + 2 k'
Su derivada es:
'Lr L) P }:I A.
dr'. =d_xi.+g_v__*:i‘1+dl +x.d1+F.gL+z.dk
dt S t dt dt dt dt dt

La derivada temporal de los vectores unitarios 1 J, ¥ k que giran con velocidad angular mu , s¢ obtiene

del resultado anteriormente demostrado. Asi,
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¢I S i~ !l\r pa o~ /\1 x o~
d—lzm x i -d—-]—=m x j' d k =m x k'
dt o dt o dt o

Se concluye entonces que
dr'
b, = .
dt dt 'S 0

De este modo ,
V() = ?Uu) + V() + E.EG x T

expresion que permite relacionar la velocidad absoluta de una particula en un sistema inercial S con la
correspondiente velocidad relativa respecto a un sistema no-inercial §',

Si el punto P permanece en reposo con respecto al sistema S', su velocidad con respecto al sistema S se
denomina velocidad de arrastre v A

-

- - .
YA'E vn +m0xr

—

que corresponde a la velocidad absoluta de un punto fijo en el sistema no-inercial con respecto al sistema
inercial. Luego, podemos expresar la velocidad absoluta de una particula como

Y=%¥ 4+ ¥

es decir , como la superposicidn de la velocidad relativa de la particula y la velocidad de arrastre
correspondiente,

+ Aceleracidn
La aceleracidn en el sistema inercial § se expresa como:

D d-; sl | d-EI.:} ety
dv dv =, ~ dr
(EH = (2 + ED) + 9«1 + & x (@5
dt 'S dt 'S dt 'S dt 0 dt 'S
Es simple demaostrar que
Ay Yo Sat
dt 5 =
¥y que:
{ﬂ_ﬁ_) =a + D x V'
dt 'S °
Por lo tanto
a=2a +a +0 xr + o x({._hﬂ ﬁ*’)+2&3 x Vv
0 0o a o o

donde los tres (ltimos términos de la derecha representan aceleraciones asociadas a la rotacién del sistema
no-inercial,

V.2 Dindmica del movimiento relativo

Se desarrollan aquf las ecuaciones de movimiento en el sistema de referencia no-inercial §'. En efecto, en
el sistema inercial S las ecuaciones de Newton describen completamente el movimiento de una particula
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bajo la accion de una fuerza F resultante. En particular, la expresion ma=F define el movimiento si Ia
masa se mantiene constante. Expresando esta ecuacidn de movimiento en término de las coordenadas del
sistema en movimiento 5’ se tiene que:

et | T =y — jutar ==y . e | x
+tma + mo xr' + mo x(w xT') + 2mw xVv = F
4] 4]

ma
L 4]

']
Reordenando la ecuacion para un observador en el sistema mévil §', podemos escribir

ma' =F + F

donde F representa las fuerzas fisicas y F; las fuerzas inerciales (o fuerzas ficticias) que actian sobre la
particula en el sistema no-inercial. Los términos que componen Fj son:

F=-ma +F_ +F +F
| 0 Co T Ce
donde (- ma o) €5 el término inercial asociado a la traslacidn del sistema S, F., eslafuerza de Coriolis,
= : e -
F.=-2m®mxV'
Co

el 3 = : o p 5 oo — o
La fuerza de Coriolis sélo existe si la particula se mueve en S’ y/o si v' no es paralelo a o, Fresla
fuerza transversal,

— Q. &
F =-moxr
T
la cual es perpendicular al vector posicidn de la particula en el sistema S'. Finalmente F_.. es la fuerza
cenirifuga
=-mwx(®xr)
Ce -

-

- . ) e . - r
la cual es perpendicular al ¢je de rotacion @, en la direccidn que
se aleja de éL

= Casos especiales

L
s . — .
a) situacién en que v, = constante y wg = g =10. En este caso:
Y -
]
mr' = F

Se cumple la IT Ley de Newton, a’ =;y por lo tanto el sistema §° es inercial

; . , yoe —- I
b} siwacidn en que §' se traslada con aceleracidn a, pero no rota (g = 0y wy =0). En este caso se

tiene que:
- = -~
ma = F - ma
a

el sistemna 5' no es inercial ya que existe la fuerza ficticia (- m':':u‘_p

c) sistema S' rota sin trasladarse (Eﬂ =), En este caso:
i — = — e
ma =F +F_, +F + F
Co T Ce
y el sistema 5' tampoco es inercial,
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¥.3 Movimiento sobre la superficie de la Tierra

En la descripcidn del movimiento de una particula relativo a un observador sobre la superficie de Ia Tierra,
hemos hasta ahora supuesto que ésta constituye un sistema de referencia inercial. Sin embargo, hay dos
efectos que invalidan tal hipdtesis: uno se refiere al movimiento de traslacién de la Tierra en torno al Sol y
el otro a sumovimiento de rotacién en torno a su eje. Estos fendmenos hacen que la Tierra sea un sistema
de referencia no-inercial, con respecto al cual analizaremos la forma particular que adopta la ecuacion de
movimiento,

En relacién a la importancia relativa del efecto de los movimientos de traslacién y rotacidn, es este iltimo
el que afecta en forma mds apreciable los movimientos sobre la superficie de la Tierra. En efecto,
considerando que la Tierra orbita alrededor del sol con una velocidad media de vr = 30 km/seg y que el

radio medio de la drhita es Rg.T = 1.49 x 108 km, tenemos que la aceleracidn que sufre la Tierra en su
movimiento alrededor del Sol es:

2
V

-6 -2

a, = I = 6x10 (km seg ")
ST -

Por otra parte, la Tierra, cuyo radio es cercano a 6400 km, gira en torno a su propio eje con una rapidez

angular

21 =5 -1
= = 7.3x 10 rad se
® =% " : g )

entonces tenemos que la velocidad maxima de un punto en la superficie, asociada a la rotacitn de la Tierra
es:

A
Ve :mRT = 0,47 (km seg )

Esto se produce sobre el Ecuador. La aceleracidn correspondiente es:

a, = w? R, = 34x 107 (km seg’”)

es decir, un orden de magnitud mayor que la aceleracién derivada del movimiento de traslacién en torno al
Sol. Por supuesto que la aceleracidn asociada a la rotacién disminuye para puntos cercanos a los polos,
haciéndose comparable y ain menores que la aceleracion asociada a la traslacién. Sin embargo, podemos
concluir que el efecto que mayormente afecta las mediciones realizadas por un observador terrestre se debe a
la rotacién de la Tierra. En particular, la diferencia de la aceleracion de rotacién entre el Ecuador y los
polos explica el achatamiento del plancta manifestado por un radio ecuatorial alrededor de 21 km mayor
que el radio polar.

. - A L:j <!
Consideremos un sistema de referencia inercial S(x.y,z) fijo v ol o SR '
centrado en el centro de la Tierra, que la suponemos esférica. I y!
Esto es posible si despreciamos el movimiento de traslacién de
la Tierra alrededor del Sol. La Tierra, rota en torno a su ¢je con II .
velocidad angular constante g, Asociado a un punto de la G L Gl
superficie definimos un sistema de referencia mévil $'(x',y",z") £ :
como se indica en la figura, - ¢~ ~ |

4

La posicién de una particula de masa m, ubicada en el punto P,
queda definida por el vector posicidn T con respecto al sistema S
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y por r con respecto al sistema §'. La posicion del origen O del sistema S' queda definida por el vector

posicidn Ro (IR | = Rp) con respecto al sistema S. La ecuacidn de movimiento de la particula para un
observador en 5 es:

—_
donde F es la fuerza gravitacional con que la Tierra atrae a la particula de masa m,

i MT m
F=-G——r
3
r
M es la masa de la Tierra, y la fuerza inercial que actda sobre la particula es
— g :_n. B - 5 = - -
FI =-m(a +Oxr + ox@xr) + 2w xv')
4]

La aceleracion 5'0 del origen O se prade calcular directamente a partir de su velocidad, En efecto,

4R .
v = = LE =(ﬂxR
1] dt 0
Por lo tanto,
. dv . dR r =
a = —2 -—px—2=@x(@xR)
0 dt dt o

B
ya que hemos supuesto - constante. Por la misma razdn, la componente transversal de la fuerza inercial
se anula. En resumen, la ecuacidn de movimiento para el punto P en el sistema §' es;

e

b | i =3 = ==, — .
ma' = F':T -mox{(oxr') - 2mo xv'
donde la fuerza gravitacional F'; medida en el sistema 5' se define segiin las siguientes expresiones:
Fo=mg
G g
-—'L‘ — =
g = -GTTr - ®x(®xR)
r

* aceleracién de gravedad a nivel de superficie
Aplicamos ahora las ecuaciones de movimiento a una particula
situada en el punto O' sobre la superficie de la Tierra y
originalmente en reposo con respecto al sistema §' (r' = v' = 0),
En este caso,

ma = mg

es decir, la aceleracidn que experimenta la particula comresponde
a la aceleracidn de gravedad (') medida en el sistema S, y que
se representa mediante la expresidn siguiente:
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£ = -G—-lﬁ( -owx(® xR )

RE:_ ¥ 4]
. ' = - - 0 v
Introduciendo la aceleracion de gravedad g, medida en el sistema inercial, tenemos que,

- p _ = 2l 2 -~
g =g Pk RTsean
donde n representa la direccidn perpendicular al eje de rotacidn,
Se observa que la aceleracién de gravedad g' no apunta hacia el
centro de la Tierra, sino que en una direccidén que forma un

dngulo £ con respecto a la direccidn radial. Llamando latitud al
dngulo A, se concluye que,

g seng = mzRTsenEIScnl

g'sene = o R cos A sen X

es decir,

w? RT
sen € = —— sen (2 A)
2
La mdxima desviacitn se obtiene para para & = w4, En este caso,

o’ R )
sen £ = g = —2L =— (9
max max 2 g’ 10

En los casos limites, para posiciones en el Ecuador y los polos, se tiene que:

A = 0 (ecuador) .. g w® R_ (e = 0)

A = L (polos ‘ = e = 0
5 (polos) B — & ( )
lo cual significa que la aceleracidn de gravedad sobre la superficie terrestre aumenta desde los polos al
Ecuador debido a la rotacién de la Tierra. De todos modos, la correccién en la aceleracion de gravedad
debido a la rotacién de la Tierra es menor al 1% del valor que se observaria si ésta no rotara.

* Dinamica sobre la superficie terrestre

La ecuacidn que describe el movimiento de un cuerpo sobre la superficie de la Tierra y bajo la accién de
una fuerza resultante F, es:

—

ma =F + mg - mox(®xr') - 2m® x v'

El término ® x (@ X ') es muy pequeiio comparado a los otros términos, razén por la cual no serd
considerado en el andlisis que sigue. La ecuacidn se reduce entonces a
- - - — -
ma =F + mg - 2mowx Vv

donde el dltimo término corresponde a la fuerza de Coriolis. La resolucién de la ecuacién de movimiento
depende de la fuerza externa F que actiia sobre la particula.
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Caso particular: F=10
En este caso la ecuacidn de movimiento es:

1

—_ — ] —%
a' =g - 2m«xv
Integrando en el tempo la ecuacidn anterior se obtiene;
- 'y i i 3 -, -
V=V +g't-2aoax(r -r)
] o
donde ¥’ vy v' son la posicidn y velocidad inicial de la particula en el sistema 8. Reemplazandu':r' en
. - - i
la expresién anterior para a' se obliene:,

-
1 =

a'=g - 2@ x\-’lo - 2toxg + 4dox(0x(r'-r'))
0
Despreciando los términos proporcionales a w?, e integrando la ccuacién anterior se obtiene la siguiente
expresidn para v
e ] = = ] 2’ = ol —
vV =g't-20xv t-toxg +v
4] 0
Integrando una vez mds se obtiene:
- - iy ] == 7 - == 1 -
r'(t) =r' () + v t + =1t -t ox(v + =tg'
O=FTO+F¥Vt+rsCE (v, + 5t8)
Los primeros tres términos corresponden al movimiento de una particula bajo campo gravitacional, en un
sistema inercial. El término restante se debe a la rotacidn de la Tierra, -
1
s

La forma que adopta la ecuacidn de movimiento depende del

sistema de coordenadas elegido para describir el movimiento,
Analizamos ahora el caso particular cuando se elige un sistema
cartesiano (0'x'y'z") tal que z' coincide con el eje vertical
{direccidn de la plomada), x' apunta hacia el Sur y el eje ¥
apunta hacia el Este. Ademds g' se supone constante para Eovadar
puntos cercanos a la superficie terrestre,

.-g.LP —_ ‘_g'| kl

También podemos expresar la direccidn de rotacidn en términos de las direcciones del sistema 8/,

— Lo
1

o~
o =0 i+ o0 k'
X F
— -:' L
o =-ocos(A+e)i + osen(A+e) K’

en forma aproximada podemos escribir la expresion anterior comao

—

~ "‘1 o~
W =-wmcos Al + wsen A k'

donde A es la latitud de! punto 0'. En general, los vectores que representan las condiciones iniciales del
movimiento tienen componentes en todos los gjes.

T =x ;' + ' 3' + z rl‘(‘
O Q =0 o
'_tr q‘I l‘:'LI .I J’l‘\l ‘I ﬁr
Yo AL F ¥ +zﬂk
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Entonces:
Ox(V,+13tg)= T oY, send) -..

-J(-®cos A (i'n -13tg)-®x', sen ) - ...
-k'®y', cos A

Finalmente, las expresiones siguientes representan la posicidn de la particula en el sistema no-inercial
X®=x,+ X', t + C®sendy',

yO =y, + z,t - 2@ (zZ,cos A + X' sen}) + 1383 ® g cos A
22 =2+ 72, t - 12g 2 + 2wgcoshy,

* Péndule de Foucault
Analizamos a continuacidn el efecto de la rotacién de la Tierra sobre el movimiento de un péndulo simple.,
La ecuacién de movimiento para el péndulo es: 3 1

ma =mg +T -2mo x V

s ¥ . = —-— -
donde hemos despreciado el término -m w x (w x ') por su

magnitud relativamente pequefia. La tensién en la cuerda estd X
dada por,
. ) n P i B H\. ke
¥ o= T T Tk - -t
X y z
donde %!
| R, . T =-TLX
X L Y x
¥
T =ITI

Por lo tanto, la ecuacién de movimiento de la masa m en componentes relativas a la superficie de la Tierra
es:

mx = -Txf + 2mo sen A y'
my = -T-YE - 2mo (X' sen A + Z' cos A)
mz =T, -mg + 2mo cos A y'

z

Ystamos interesados en pequefios desplazamientos a partir de la vertical, (cos ¢ = 1), de manera que la
magnitud de la tensidn en la cuerda es pricticamente constante

T, =T= m¢g

z
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Ademis, podemos despreciar z' en comparacién con x'. Por lo tanto el movimiento en el plano x-y' es;
- 1 ™
X + %—x‘ =20y

1

' E oo o
+ = -2wXx
LY

ak

con

W = sen A

Para visualizar mejor el movimiento hacemos una transformacién a coordenadas polares (p, 8)

X = pcosB

y = p sen B
Reemplazando estas variables y sus derivadas en las ecuaciones anteriores se obtiene
b -p82+&p _2a'p6 =0
L
200 +p8 +20'p =0
Se verifica que la solucion mds simple para la segunda ecuacidn es,
0 = -0 = -sen A

lo cual indica que la proyeccidn del movimiento en el plano (x'-y") rota en el sentido de los punteros del
reloj en el hemisferio Norte y en contra de ellos en el hemisferio Sur. Ademds, ¢l movimiento en la
coordenada radial es

2

ya que el término o' © es muy pequefo. El periodo de precesidn del péndulo es

T_E:I o 21 _ 24 horas
 sen A sen A

Asi por ejemplo, para Santiago (latitud cercana a 33° ) el periodo de precesidn es de aproximadamente dos
dias.
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VI. DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

En este capitulo estudiaremos la dindmica de un sistema de n particulas de masas my, m,, ..., m, , cuyos

veclares posicidn con respecto al origen de un sistema de coordenadas inercial son ?i‘ Fl‘ ...~?"

VL1 Conceptos bisicos

* Centro de masa.
Se define ¢l centro de masa de un sistema de n particulas como
el punto cuyo vector posicién Repg estd dado por:

—

=
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es la masa total del sistema. La definicidn vectorial del centro de masa es equivalente al conjunto de las
tres expresiones escalares siguientes,

E‘mixi g’mi Y; Zmi z

Xem M Yem M Zem M

Podemos ahora deducir una expresion para la velocidad del centro de masa, vy .

2 Y ¥
_dRCM B

e i=1

v = — LM
M dt M
donde :i es la velocidad de la particula i. La aceleracion del centro de masa, ;CM €5

. Ymi
dv miai

s CM _ =l

a
cM dt M

- —
con a;, la aceleracidn de la particula i. El momentum del centro de masa, P, 1. queda definido por:

_ﬁcm z M;CM = zmi;i = 2 P,
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es decir, es igual a la cantidad de momentum total del sistema. Derivando esta expresién con respecto al
tiempo y asumiendo que hay conservacién de masa para cada particula se obtiene:

—

dP s
_cm _ d zm.ir’. =im_'ﬁ_=Ma
dt dt r i o CM

* Ecuacidén de movimiento del centro de masa
Consideremos la ecuacién de movimiento de la particula i-ésima, sometida a una fuerza neta Fi*

- -
m; a; = F,

-k
La fuerza F, que actia sobre la particula i-ésima se puede descomponer en una fuerza externa y una fuerza
interna al sistema,

— —

F. =F. + f‘ ot
1 1 1

donde la componente interna se debe a la interaccidn de la particula i-ésima con el resto de las particulas
que forman el sistema,

ext

. int =
F. = f. _ /Omi
! e M s R
=1 _p' ; SO T
y claramente se cumple que Oy d
f = -

ij ji

-
La componente externa de la fuerza, Ff’“, se debe a la resultante de todas aquellas fuerzas externas al

sistema de n particulas que actdan sobre la particula i-ésima. En consecuencia, podemos escribir que

— = ext g
ma =5 + I
1 1 1 =i 1]

Sumando sobre las n particulas que forman el sistema tenemos que
— = ext ==
ma = Fi + $ i3
; ii . . ;
i=1 i=1 i=1 j=1

El término que involucra las fuerzas internas se anula, con lo cual la ecuacién de movimiento del centro de
masa es

d' PCM et E ext
i
dt i=1
oen forma equivalente
— = ext
Ma = F

CM i



Apuntes del curso Mecénica (FI-21A). Profs. P. Aceituno y F. Brieva 59
Escuela de Ingenieria. Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas. Universidad de Chile.

Esta expresidn indica que ¢l centro de masa se mueve como una particula cuya masa es igual a la masa
total del sistema y sobre la que se ¢jerce una fuerza neta igual a la suma de todas las fuerzas externas que
actdan sobre las particulas del sistema. En ausencia de fuerzas externas al sistema se tiene que,

Xficxt =

i=1
con lo cual

dPCM
dt

lo cual implica que el momentum total del sistema se conserva,

= -
P = 2 m_Vv._ = constante
CM 4

=1

* Momentum angular y torque

Estudiamos ahora algunos aspectos relacionados con los
conceptos de momentum angular y torque en un sistema de
particulas. Con respecto a un sistema inercial con origen en el
punto 0, el momentum angular de la i-ésima partfcula de masa

I‘I‘j] (=]

—

I = F. xp. = FLxmV
i (o) i I:Ill

i i
El momentum angular total del sistema de particulas con respecto a () es entonces:
— i — -
' P | = r x p.
0 . i (o) . i I:Il
i=1 i=1

La ecuacién de movimiento para el momentum angular total es:

dL dp.
D=2F_x 1
df‘ - = gx = in
—-—‘l=2r_x{F_ e BT
dt 'I=l| 1 1
dL P L s
'—inr,xF.m+2r_xF, .
dt i i i i

i=1 i=1

-~
El término relacionado con las F "™ se puede expresar como
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zi‘ixfi"'“ = -—Zi,{r xf =58 5 =~;—22(E_‘- Fj}xﬁ =

i=1 i=1 j=1

expresion que se anula debido a que la fuerza 'f-u- de interaccidn entre las particulas i y j actia en la
direccidn {Fj —?j }. Luego,

- o i == exl
T = r x F.
o 3 1

ct‘.nrrcxpondt, al torque lﬂlal con respecto al punto O de todas las fuerzas externas que actdan sobre el
sistema. Si r ext =, L e conserva,

Se puede calcular ¢l momentum angular con respecto a otro punto en el sistema. En particular el
momento angular en torne al centro de masa (CM) se expresa como

L =zéxm$
oM P, TR

i=1
lo cual también puede expresarse como:

5 xm (V. + P
Hpix i Oom + PP

desarrollando el producto vectorial se obtiens que

Lov = imipi *Vom Zp x m, p

i=1 i=

imiﬁi =0

i=1

Como

se concluye que

Exmﬁ
=1

es decir, el momentum angular en torno al centro de masa es igual al momentum angular relativo con

respecto al centro de masa. Se puede deducir facilmente que la relacidn entre LO ¥ I“CM es la siguiente:
— i

L, = RCMKPCM + LCM



Apuntes del curso Mecdnica (FI-21A). Profs. P, Aceituno y F. Brieva 6l
Escuela de Ingenierfa. Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas. Universidad de Chile.

relacidn que se conoce como teorema de Koenig.

Derivando con respecto al tiempo se obtiene

- - = a1, 1 = = ext =
L=t“‘=2r F" =R zF + L
0 o i X T M i CM
=1 i=1
relacidn de la cual se concluye que
d -
[o; 7 (e ext
dt o

en que
-
- ext S - 5. Bt
T = x F
o ; lpi i
i=

es el torque con respecto al centro de masa de todas las fuerzas externas que actdan sobre el sistema. Si
? et —

0,L
oM CM s¢ conserva.

Finalmente, podemos calcular el momentum angular del sistema con respecto a un punto P
arbitrariamente seleccionado:

G- T
L = r m. v
P Pit i

i=1
- _ 2 s R
LP = — (ri - rP} x m Vv
Se concluye que:

— = o .
Lp =Ly - Fpx Py

N .
La ecuacién de movimiento para Lp se obtiene directamente derivando con respecto al tiempo:

;:n:i{? -'F}xFBM
P i P i

i=1
- - -
es el torque con respecto al punto P de las fuerzas externas y vp ¢s la velocidad del punto P en el sistema

inercial. Se deja como ejercicio encontrar la ecuacion del momentum angular relativo al punto P.
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* Energia cinética

La energia cinética K de un sistema de particulas estd dada por la suma de las energias individuales,

K=2{%miv?}

i=1

Sin embargo, podemos expresar la posicidn de la particula i-ésima en términos de la posicidn del centro de
masa (Rq) ¥ de la posicidn relativa de la particula cor respecto al centro de masa f:"i 1,

o

r =R + P
i CM P

Derivando con respecto al tiempo, tenemos gue
— —

vV =V +p
i cm TP

donde p; es la velocidad relativa al centro de masa. Por lo tanto, la energia cinética del sistema puede
expresarse también como

1 -3 - .
= = m (Vv + (V¥ +
K ~ Moy & PV £7P)
PERT, IE re
= - Vv v . +
K M CM * CM - mlpl 2 mi pI
i=1 i=1
Ademds, como
vV, = m. v
: mn i CM *® mjpl
i=1 i=1 i=1

Entonces,
K=LlMv: + L p2
2 CM . 2 i’ i
i=1
K=K + K

es decir, la energia cinética total de un sistema de particulas es igual a la suma de la energia cinética de
traslacién del centro de masa (K-y,) mds la suma de la energia cinélica de las particulas individuales

relativa al centro de masa (Kg). Este resultado, junto al hecho que las coordenadas relativas al centro de
masa satisfacen
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Zmiﬁi = (

1=1

muestran la importancia de poder asociar un sistema de coordenadas al centro de masa para simplificar la
descripeidn del sistema de particulas.

V1.2 Aplicaciones

* Movimiento de dos particulas interactuantes

Consideremos dos particulas, de masas m| ¥ m, , que interactian por medio de una fuerza central y que no

existen fuerras externas sobre ellas (sistema aislado). Las ecuaciones de movimiento, con respecto a un
sistema inercial con origen en (0, son:

.!_L 1
m T =
I 1 12
P oo
m._r =
2 2 21

y las fuerzas satisfacen que

— - e
F =-F_=F
12 21
La solucion de estas ecuaciones ¢5, en general, compleja por la forma en que se mezelan las coordenadas Fl
y r, através de la fuerza F. Sin embargo, introduciendo la coordenada del centro de masa,

m F + m_ r

e ol R}
Rem = M

con M igual a la masa total del sistema (m + My, lenemaos que la ecuacidn del centro de masa es

MRCM= MaCM =0

Esta ecuacion implica que el momentum total del sistema se conserva,
—

P =p +p. =
o = p] + p2 = constante
™,
Es posible describir la posicidn de las particulas en relacidn a un
nuevo sistema de coordenadas, cuyoe origen coincide con el . {131
centro de masa, a través de las coordenadas ry y ry ™ N
> ey - QCM o M
r =R__+p -
1 CM 1 ¥
- == —=
=R+, s "o

Las ecuaciones del movimiento se reducen a
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mp, =F(Ip1 -0

mp =-F(p -p))

Restando ambas ecuaciones se tiene que

[
-k

hi+ 1 1 a e
Py = B =ik PN pil
) Wy Py

Definiendo la posicidn Tdela particula 1 relativa a la particula 2, como

FEP 7P

lcncmﬂsquc ..
ur) = F(r)

donde p se conoce como masa reducida y estd definida por:

1 1

ALy el
m I
i ! 2
La ecuacidn de movimiento para ;(t} describe el movimiento de la particula 1 relativa a la particula 2 y

corresponde al caso de una particula de masa reducida P sometida a la fuerza central Fir). Asi, el hecho
que m, se mueve en forma relativa al centro de masa se toma directamente en cuenta al usar la masa .

Dwe la manera indicada, el problema del movimiento de dos cuerpos sujetos s6lo a fuerzas internas se reduce
al problema de una particula de masa reducida g moviéndose en un campo central. Un ejemplo tipico es el
caso de dos cuerpos bajo la accidn de la fuerza gravitacional.

* Chogque entre dos particulas
Estudiaremos el choque entre dos particulas bajo el supuesto que la fuerza con que interactian las

particulas durante el proceso es interna. En consecuencia, al no existir fuerzas externas, se conserva el
momentum lineal total del sistema:

PCM=pI+p2=pl+p2=PCM

donde los vectores sin y con prima se refieren a valores de momentum antes y después del choque,
respectivamente. Ademds, el balance energético indica que la energia total debe conservarse. Luego
suponiendo que no hay cambios de energfa potencial se tiene que

1 2 1 I o
= Il ¥ + = m_ ¥ = m v + m_v +
2 1 1 2 2 2 2 1 2 2 2 Q

donde  indica la pérdida o ganancia de energia qué ocurre como resultado del choque. Hay 3 casos a
considerar:
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a) Q¢ =0, el choque es eldstico y no hay cambio en la energia cinética total;
by Q =10, el chogue es eldstico y hay una pérdida de energia cinética durante el choque;
¢} =0, existe una ganancia de energia cinética en el choque.

51 definimos la velocidad relativa entre las particulas, antes y después del chogue como,

V=V -V
1 2
I,"I,n:_‘:rr _'ln
1 2

es ficil demostrar que la ecuacién de conservacion de energia equivale a:

1 2:.]. o2
L hYT +Q

donde | es la masa reducida para el par de particulas, Definiendo ¢l coeficiente de restitucién € como

se puede concluir que
2
Q=2lpv (- e?)

En el caso de un choque perfectamente eldstico (Q = 0) se tiene que £ = 1. 5i el chogue es perfectamente
ineldstico ( | vl = 0) se tiene que

e=0 ; Q==nv

En este caso las particulas permanecen unidas., En situaciones fisicas reales, € toma un valor intermedio
entre los extremos previamente sefialados.



