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1. Oscilaciones

1.1. Resumen Tedrico
1.1.1. La ecuacién

Un Oscilado arménico es un sistema que al desplazarse de su posicién de equilibrio, experi-
menta una fuerza restauradora proporcional a este desplazamiento.
La ecuacién de un oscilador armadnico es de la forma

¢+ %c’ + w2¢ = focos(wt)

donde (¢ es alguna cantidad fisica (Usualmente, la posicién o el 4ngulo del objeto en estudio). Estas
ecuaciones surgen cuando se tiene un sistema donde existe una fuerza de restitucién proporcional
a la variable (, es decir, una fuerza que lleva al sistema de vuelta a una posiciéon de equilibrio
frente a alguna perturbacién externa (i.e. Resorte con una masa que se golpea), una fuerza con
accion amortiguadora que se opone al cambio de (, y un forzamiento sinusoidal con frecuencia w
impuesto por algiin agente externo.

Las constantes del sistema, independientes del forzamiento y del impulso inicial, son propias del
mismo:

= 7 es el tiempo caracteristico, un indicador de que tan lento disminuye la amplitud de la fase
transitoria al transcurrir el tiempo, y por ende, de que tan bajo es el amortiguamiento. Decir
que T — 00 es equivalente a despreciar el amortiguamiento al que esta sujeto el sistema.

= wy Es la frecuencia caracteristica del sistema, con la que este oscilaria este si es que no
estuviera sujeto a amortiguamiento ni forzamiento externo.

1.1.2. La solucién

La solucién a la ecuacion de un oscilador es de la forma

C(t) = Ae™ 2+ cos(Qot + ¢o) + B(w) cos(wt + 6)
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Donde
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V@2 w2+ (2)2

es la amplitud de la fase estacionaria, fy es la amplitud del forzamiento (La cual es 0 si no hay), y

B(w) =

1

§=tan ' —————
MW — W)

es el desfase de la fase estacionaria con respecto al forzamiento.

1.1.3. Las dos fases

La ecuacién anterior nos dice que el sistema oscilard con una superposiciéon de dos oscilaciones
con frecuencias, amplitudes, y desfases que no son necesariamente iguales, representadas por los
dos términos en la ecuacién.

El término de la izquierda es la fase transitoria. Esta es la respuesta (Completamente inde-
pendiente del forzamiento) al impulso inicial que se le da al sistema, por lo que las constantes A, y ¢
son determinadas por las condiciones iniciales del sistema. La amplitud de esta fase es el término
que acompana a la funcién trigonométrica A(t) = Ae%, esta disminuye de manera exponencial con
el tiempo, volviéndose nula con t — co.

El término de la derecha es la fase estacionaria. Esta es la respuesta (Completamente inde-
pendiente del impulso inicial) al forzamiento impuesto sobre el sistema, por lo que sus constantes
B y J son determinadas por la relacién entre el forzamiento y las caracteristicas del sistema.

La amplitud de esta fase B(w) es invariante en el tiempo, y tnicamente dependiente del
forzamiento impuesto por el agente externo. Por esto es que se dice que eventualmente el sistema
se rinde frente al forzamiento, pues esta fase tiene la misma frecuencia del forzamiento.

= Siw — 0, entonces tenemos un forzamiento que es muy lento, en el cual el sistema se mueve

0 .
f—z, y sin desfase.
W

0

junto con el forzamiento con amplitud

= Siw & wp, el sistema entra en resonancia, donde la amplitud se maximiza, solamente limitada
por el valor de 7, y con un desfase de 7/2.

= Siw — 00, entonces la oscilacién es tan rapida que el sistema no tiene tiempo para responder,

por lo que la amplitud de la oscilacién tiende a 0, y se estd completamente desfasado, con
0 =m.

Notese también que la frecuencia de esta fase es igual a la del forzamiento, por lo que se dice que
eventualmente, el sistema siempre oscila con la frecuencia de forzamiento, solo que no necesaria-
mente con la misma fase, o con la misma amplitud.

Nota: Casi todos los problemas requieren primero llegar a la ecuacion diferencial. Si usted
entiende bien los conceptos recién expuestos, esto es lo méas dificil de las preguntas, pues requiere
que usted entienda y aplique conceptos de casi todas las deméas unidades del curso.
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1.2. Ejemplo

A continuacién se dard a modo de ejemplo la resolucién de la pregunta 2 del control 2 de este
semestre:

Tenemos un disco de radio R y de masa M distribuida uniformemente, que rueda sin resbalar
sobre una superficie rugosa. e un resorte de constante elastica k y largo natural lg. El otro extremo
del resorte esta unido a un pistén que realiza un movimiento oscilatorio, dado por x,(t) = Asin(wt).
El sistema se encuentra sumergido en un fluido viscoso, de manera que el disco siente una fuerza
de roce viscoso dado por Fj., = —b¥, donde ¥ es la velocidad de su centro de masa con respecto a
la superficie.

= Kscriba la ecuacién de movimiento del disco.
= Escriba la expresiéon de la trayectoria del centro de masa para tiempos largos.

= Bosqueje la amplitud de estas oscilaciones en funcién de w. Explique cualitativamente su
bosquejo.

xp{t) = A sen(wt)
A »

M,R

4 7 i 4 4 V4 4 4 7

Solucién: Primero, debemos establecer un sistema de referencias consistente que no lleve a
ambigiiedades. En este caso, tomemos el siguiente:

O

xp(0)
b X i

Leyendo el enunciado, podemos identificar tres fuerzas: La fuerza elastica F, la fuerza de roce
viscoso Fj.,, y como el disco esta rodando sin resbalar, debe haber una fuerza de roce con el piso,
fr, apuntando en la direccién contraria al movimiento. Una vez tenemos las fuerzas identificadas y
un sistema de referencia establecido, podemos hacer el DCL del disco:
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xp(0) Fe
_.I < fr 1
I X 1

Nota 1: Un buen consejo para hacer DCLs de fuerzas cuya direccién depende de la posicio-

n/velocidad, es hacerlo cuando z y & son positivas. Asi, los signos que se obtengan del DCL seran
consistentes.
Nota 2: Es importantisisisimo entender el rol de la fuerza de roce en rodadura. Esta hace el torque
necesario para que el disco gire en torno a su centro de manera tal que se cumpla la condicién de
rodadura. NO es igual al coeficiente de roce por la normal. Ahora podemos encontrar una expresiéon
mas explicita para dos de las tres fuerzas:

= El roce viscoso como en el va a la izquierda, es —bz.

= Sabemos que la fuerza elastica depende de la diferencia entre el largo actual de este y el largo
natural, es decir, de [ —lp. Pero [ es la diferencia entre z y z,, en el sistema de referencias que
elegimos. Asi, la fuerza elastica es —k(x — z, — lp). El menos va por que si l > [y, entonces el
resorte tira a la izquierda.

Nota 3: Es importante reconocer de donde viene el forzamiento, pues la mayoria de las veces
no es una fuerza directa sobre el sistema. Sabemos que debe aparecer de alguna manera en la fuerza
eléstica, por lo que debemos asegurarnos de que este sea el caso.

Ahora podemos proceder de 2 maneras, cada una da informacién suficiente para encontrar la

ecuacion de movimiento. Independiente de como se haga, la ecuacién de torque nos da informacién
sobre angulos, y necesitamos informacién sobre posicién. Esto se soluciona imponiendo la condicién
de rodadura.
Nota 4: Para hacer la ecuacion de torque, es importante definir el angulo 6 que se usara. Si este
crece en sentido negativo, entonces al crecer, el disco retrocede, por lo que la condicién de rodadura
queda x = — R0, pero para la ecuacién de torque habra que considerar que Y 7. = —1I.0, con c el
punto que elegimos para la ecuacién de torque. Si 6 crece en sentido positivo, entonces estos signos
se invertiran. Un sistema de referencias, y variables consistentes le ahorrard mucho tiempo y sera
de gran ayuda.

Considerando esto, elija una de estos métodos y verifique el resultado que se presenta después.

= Hacer la ecuacién de movimiento, y luego la ecuacién de torque con centro en el centro del
disco.

= Hacer la ecuacién de torque en el punto de contacto p entre el disco y el suelo.

Se obtiene entonces la ecuacion de movimiento del sistema:

2 2%k 2k, 2k

Lo agrupamos de esta manera pues queremos que tenga la forma de la ecuacién diferencial de un
oscilador forzado. Pero estamos frente a un problema, pues hay una constante que no nos permite

Resumen Conceptual 4



aplicar directamente la solucién. Esto siempre ocurre cuando no definimos nuestra variable como la
desviacion de la posiciéon de equilibrio. Lo que haremos entonces es encontrar el equilibrio, y luego
definir una nueva variable que representara esta desviacion.

Para encontrar la posicién de equilibrio x4, ignoramos el forzamiento, y aplicamos las condicio-
nes de estatica (¢ = z¢q = 0) en la ecuacion de movimiento. Al despejar ¢, de esta expresion, se
obtiene x., = ly. Esto también se podia encontrar facilmente al recordar que si el largo del resorte
es igual a su largo natural, y al no haber ninguna otra fuerza presenta (como el viento por ejemplo),
entonces el sistema estd estatico.

Entonces, basta con hacer el cambio de variable z = = — z., (La desviacién del equilibrio), y
la constante que estaba molestando se ird (Lo puede verificar usted mismo/a). La nueva ecuacién
serd entonces:

. 20 . 2k _ 2k .
T+ BT + at = B—MA sin(wt) (2)

Nota 5: Esto siempre funciona, cuando hay una constante que sobra. Esto ocurre por que las
constantes evidencian De donde podemos obtener las constantes mas importantes asociadas a la

oscilacién (Nunca olvide hacer esto):
2k
wo =\ ——
VM

s
T
f():ng

Como necesitamos el desplazamiento para tiempos largos, entonces la fase transiente se desprecia,
por lo que las condiciones iniciales no importan. Finalmente podemos escribir la expresién que
describe la posicion del centro de masas del disco en funcién del tiempo.

Z(t) = B(w) cos(wt + 6), B(w) =

Revirtiendo el cambio de variables:

‘l‘(t) = B(w) cos(wt 4 8) + ly ‘

Finalmente, para hacer el bosquejo de B(w) v/s w, debemos tomar valores de w donde sabemos
como se comportara el sistema:

. w—>0:>B(w):—2:
" w=wp = B(w) es maximo.

" w—00= Bw)—0

Asi, obtenemos el siguiente grafico:
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