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Teorema de Steiner:

Iy = I, + Md* d: distancia entre los ejes o' y 0 (1)

Teorema de los ejes perpendiculares:
L =I1+1I I;: momento de inercia alrededor del eje i (2)

Energia de un sistema rotatorio

1
E= Elwz +  MgYem 3)
—~— Componente potencial

Componente cinética

Gracias al principio de superposicién, podemos separar en cuatro subproblemas maés
simples, como lo indica la figurita.
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Como conocemos el momento de inercia de una placa de lados a y b con respecto a su
centro (11*2M((12 + b2)), el calculo es directo (frase tipica dim y que suele ser mentira).

1. L, L,
M
=12
24

La distancia desde el centro de 2 y el eje que queremos hacer rotar el objeto es d, = £,
con esta informacién, ocupamos el teorema de Steiner, ya que en la primera parte calculamos el
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momento de inercia del cuadrado pequefio con respecto a su centro:

1 L, Lo 2
EM((E) +(§) ) + Md;
M, L,
ﬂL +M( )2
7 2
ﬂML

I =

La distancia desde el centro de 3 y el eje requerido, es idéntica que en la parte anterior,
es decir, d3 = d» = £, asi, por el teorema de Steiner tenemos el mismo resultado:

1 L, L
13—E ((E) +(§
L
::§4L24‘A4(§)2
7

= —_MIL?
24

)?) + Md3

Sabemos que al girar un disco, de masa m y radio R, con respecto a su centro el momento

de inercia es: 1
le = SmR?
Por otra parte, la distancia entre el centro del disco y el eje es
L
dz3 = —
T2
Entonces, ocupamos el teorema de Steiner:
1 L
I = EzM((Z)Z) + 2Md5
_ MIL? L
= —+2M
6 tAM( )
17
= —ML?
16

Volviendo a la pregunta original, el momento de inercia de la figura con respecto al punto, es
la suma de todos los momentos de inercia.

Ir=h+hL+5+1

1, 7 717

QML —|—24ML —|—24ML +16ML
LZ

16M

i) En esta parte, suponemos que no conocemos el momento de inercia de un disco con
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respecto a su centro, por lo que debemos usar la informacién del enunciado. En primer lugar,
calculamos la masa:

M = nr?é

Luego, notamos que como el disco es simétrico; un eje que pasa diametralmente por el disco, pue-
de estar en cualquier parte, y si disponemos dos ejes de forma perpendicular, entonces podremos
obtener el momento de inercia con respecto al eje que sale del disco. Es decir I, = Iy:

Por esta razén, usamos el teorema de ejes perpendiculares, para calcular el momento de inercia
con respecto a un eje que pasa por el centro.

L =L+,

Mr?
S I
4

_Mr2
2

Vemos que nos entrega el resultado que conociamos. Ahora como conocemos I, y la distancia
hacia el eje que queremos calcular, es decir, d. Ocupamos directamente el teorema de Steiner.

I, = L, + Md*

ii) Usando conservacién de la energia, con U = 0 la altura del eje o:
E = E;
U w? + MgYa, = LLw? + MY,
Eowi+ g cm—iowf‘f‘ SYem

0 — Mgdcosby = %Iw% — Mgd cos 0

2Mgd 0— 0
N wa\/ Mg (cosI cos 0p)
0

Para encontrar el mdximo, derivamos w e igualamos a 0:
d !

Mng sin 6
0

\/ZMgd(cos 0—cos )
I

<= sinf =0
<— 0=0

=0

Otra forma de encontrar el méximo, es ver analiticamente que el maximo de coseno es 1, lo que
ocurre en 6 = 0.
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i) Para calcular el momento de inercia I total de sistema, calculamos el momento de inercia de
cada una de las figuras por separado y luego, por principio de superposicion, solo los sumamos.
Para el momento de inercia de la barra, suponemos que conocemos el momento de inercia con
respecto al centro de la barra, asi, ocupamos Teorema de Steiner para mover el eje al extremo:

Lyarra = ICM + md?

L.,
A2
12ML +M(3)?
_1 2

= ML

Para el momento de inercia del disco, lo calculamos al igual que en la pregunta 2.

Ltisco = Icm + md?

= %(2M)R2 + 2M) (=

= MR? + éMLz

)2

|

Para la placa, utilizamos nuevamente teorema de Steiner, conociendo el momento de inercia de
una placa de lados a y b, con respecto a su centro.

Ipluca =lIem + md”

1 ) 3L,
= M@+ 1) + M(T)

1 2 2 9 2
= — — ML
12M(a +b )+16M

Asi el momento de inercia final es la suma de los anteriores:

Listema = Is = Iparra + laisco + Iplaca

1 1 1 9
3ML2+MR2+8ML2+ —M(a®+ V%) + 16ML2
49 1

48ML2+MR2+ —M(a* 4 1?)

ii)Para encontrar la funcién de la velocidad usaremos conservacién de la energia, con U = 0 la
horizontal desde donde cae.
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E = Ef

1 1
EISaJ? + MgYen = Elswj% + MgYem

1
0+0= Elowj% — MgYon

De aqui, en primer lugar, cambiamos el signo de a segunda expresiéon potencial, pues sabemos
que esté bajo el potencial 0, es decir, bajo la horizontal, por otra parte, no conocemos a priori la
posicién del centro de masa, por lo que debemos calcularlo.

Para el célculo de la posicién del centro de masa, utilizaremos cuando la barra estd horizontal,
para no complicar el calculo utilizando mds de una componente:

Luego para posicién Y, lo calculamos por trigonometria, con un tridgngulo de hipotenusa L.

BN

E; = Ef

1
0+0= Elowf% - Mtotungcm

1 7. .
0= Elswj% —4Mg(; Lsing)

1 .
0= Elswjzc —7MgLsin¢

— wy = I14MgIL sin ¢
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iif) Sabemos que w - R = V, por lo que solo resta reemplazar en la ecuaciéon de energia, consi-
derando que en este caso el &ngulo inicial no es 0 sino 7.

E = E;

1 1
Elsw% + MQYey = Elsw} + Mg Y

Els(f) —7MgLs1n§ = EIswf 7MgLsin ¢
e \/ ()4 16Mglsing =
S

Ahora, la forma minima de llegar a la horizontal es que la velocidad angular final sea 0. Utili-
zamos una de las expresiones anteriores, pero con ¢ = 0

E = E

1 1
Elswf + MgYen = Elswj% + MgYem

1
“1,(29)2 — 7MgLsin & = 0 — 7MgLsin0
25\ 2
1 v
S (7)? =7MgL
14MgL3
— 0 = 17
S
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