En paralelo- Nociones y entendimiento de
la inercia:
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2 DEFINICION Y NOCIONES DE LA INERCIA:

Definicion formal: (Sacada del Massman)
Para un sdlido constituido de N masas discretas (unidas rigidamente con varillas sin
peso), el momento de inercia viene dado por

N
2
I:Zmﬂlj .
i=1

Para distribuciones de masa continna, la expresion anterior debe sustituirse por una
con integrales que adecuadamente describa la situacion. Por ejemplo: si un cuerpo

solido viene descrito por una densidad de masa p(x.y, z) = p(7), entonces el momento
de inercia en torno al eje # viene dado por

1 =f (x% + y7) p(F) dxdydz .
Séhdo

s 2 a a9 . = :
En la 1iltima expresién (z= 4 y=) es el cuadrado de la distancia al eje de la masa del
volumen d*r = dz dy dz ubicado en el lugar 7.

También la inercia tiene conexidn con nuestras ecuaciones de energia:

1, ., 1 a2 - 5
K= Ef;w' = Efc,_-_uJ' + Eﬁﬂf'r_ﬂ' = E;mw + EMUM .
P



3 EJEMPLOS DE INERCIA:

A continuacidn se presenta el procedimiento del cdlculo de la Inercia de algunos cuerpos utiles en el curso,
el procedimiento en algunos casos incluye el desarrollo de integrales los cuales son irrelevantes y es posible
saltar en la revisién, pero se recomienda leer el contenido y en especial las observaciones respecto al
concepto de inercia.

3.1 BARRALARGO L:

|
L
L
Ejemplo 1:
Evaluemos el momento de inercia de una
varilla de largo L v masa M en torno a un
eje que pasa perpendicularmente por uno L2
de sus extremos (ver figura 9.2). ==
Figura 9.2

La densidad lineal de la varilla es A = M/L. El trozo de varilla de largo dz que se

encuentra a una distancia x del eje tiene una masa igual a Adx v su contribucidn al
A . ] A -

momento de inercia es x=A dzr. Sumando todas las contribuciones desde » = 0 hasta

r = I se obtiene ;
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3.2 ANILLO RADIO R, CON SU EJE DE GIRO PERPENDICULAR A SU PLANO Y SOBRE SU CENTRO:

Ejemplo 2:
)
Evaluemos el momento de inercia de un ]
anillo de radio R yv masa M en torno a

un eje que pasa perpendicularmente por =]
el centro (ver figura 9.3).

Como toda la masa del anillo estia a la
distancia I? del eje, el momento de inercia 2

es simplemente IT=MK

I =MR?. Fiqura 9.3



3.3 DISCORADIO R, CON SU EJE DE ROTACION PERPENDICULAR Y EN SU CENTRO:
Ejemplo 3:

Evaluemos el momento de inercia de un disco uniforme de radio i v masa M en torno
a un eje que pasa perpendicularmente por el centro (ver figura 9.4). La densidad

superficial del disco viene dada por ¢ = M/(wR?). Para encontrar el momento de
inercia subdividiremos el disco en anillos infinitesimales.

El momento de inercia dl de un anillo de
radio r y ancho dr viene dado por (ver
ejemplo anterior)

dI = (masa del anillo) - 72 .

Pero la masa de tal anillo es

(masa del anillo) = o 2mr dr |

luego 1

. 2
dl = 2noridr . IZEMR
Figura 9.4

Sumando la contribucicn de todos los anillos desde v = 0 hasta r = IR se encuentra

R 4R
I=/EH=/ ZT{J'J"Bd'i"Z'ZTTCF(T— )zER‘i.

Sustituyendo la expresién para ¢ se obtiene finalmente

T2
I='MR ‘
2

3.4 OBSERVACIONES:
¢éLainercia es mayor cuando hay masa lejos o cerca del eje de rotacién? (Ver ejemplo del aro v/s el disco)
éLainercia es una resistencia o un inhibidor para a la rotacion?

Notemos que el momento de inercia es menor que en el caso del anillo, lo cual
es esperable, va que ahora la masa se encuentra distribuida a distancias menores o

ipnales que f.

Observemos que en todos los ejemplos estudiados, se repite una caracteristica
comin: el momento de inercia siempre resulta tener, al menos para estos cuerpos
sencillos, la siguiente forma: masa, multiplicada por el cuadrado de una longitud
caracteristica del cuerpo (longitud de la barra, radio del aro, ete.), por un factor
numérico (que depende de la geometria del cuerpo).



3.5 ANILLO DE RADIO R, CON EL EJE DE GIRO EN SU MISMO PLANO:

¢Qué pasaria si cambia la posicion del objeto que rota?
¢Si sdlo lo traslado que ocurre? ¢Si se aleja del eje de rotacién?

Ejemplo T:

Evaluemos el momento de inercia de un 1%
anillo de radio » v masa M en torno a un
eje que coincide con un didmetro del anillo /f;\\
(ver figura 9.6).

>
Para resolver este problema subdividamos
el anillo en numerosos sectores angulares \
infinitesimales. La densidad lineal del ani- -
llo es A = M/(2rR). La masa del anillo I = lMRz
del sector comprendido entre ¢ v ¢ + do 2
es Ardd. Su contribuecion al momento de Figura 9.6

inercia del anillo es

dl = ARdg (Rsin¢)? .

Sumando la contribucién de todos los sectores (desde ¢ = 0 hasta ¢ = 2m) se obtiene

iy g
I=fd1=f AR sin? ¢ did .
0

Pero
2 N
/ sin“gpde=m,
0

luego
I = AR = %MRQ .

Notemos que, de acuerdo a lo observado anteriormente, el momento de inercia
debia ser proporcional a M RE2, igual que en el ejemplo 2. Sin embargo, ahora el eje
en torno al cual se caleula el momento de inercia es distinto, v eso tiene el efecto de
cambiar el factor nmmérico involuerado. Notemos, ademas, que en el ejemplo 2 toda
la masa estaba a una distancia I del eje, v ahora toda la masa esta a una distancia
menor o ignal que K. Por lo tanto, era esperable que el momento de inercia fuese
menor que en el ejemplo 2.

4 PROBLEMAS DE INERCIA:

4.1 PROBLEMA 1:

(Teorema de Steiner o teorema de los ejes paralelos. ) Demuestre que el momento
de inercia I para las rotaciones de un cuerpo solido alrededor de un eje L es

I=Ij+MR?,

donde [ es el momento de inercia para rotaciones del sdlido alrededor del eje
paralelo a L que pasa por el centro de masas v If es la distancia de separacion
de los dos ejes.



4.2 PROBLEMA 2:

Encuentre el momento de inercia de las superficies, de densidad superficial uni-
forme oy, mostrados en la figura 9.7 v en torno a los ejes ahi indicados.

4.3 PROBLEMA 3:

Considere un sistema de dos masas my v me, separadas por una distancia r.
Demuestre que el momento de inercia con respecto al eje que pasa por el centro
de masas en forma perpendicular a la linea que los une, viene dado por pr?,
donde g = myms/(m; + ms) es la masa reducida del sistema.

4.4 PROBLEMA4:

Encuentre el momento de inercia de los alambres, de densidad lineal uniforme
Ap, mostrados en la ficura 9.8 v en torno a los ejes ahi indicados.
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