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T1. Esperanza Condicional, Evaluación puntual, Proyección en L2

Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y X,Y ∈ L1 dos variables aleatorias reales. Muestre que:

∃fX : R→ R medible tq E(X|Y ) = fX(Y )

Además, fX es única PoY −1-C.S.

Suponga ahora que X ∈ L2(F). Muestre que:

||X − E(X|Y )||2 = ı́nf
Z∈σ(Y )

||X − Z||2

es decir, E(·|Y ) corresponde al operador proyección sobre L2(σ(Y )) un s.e.v. cerrado de L2(F).

T2. Independencia, Evaluación

Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad.
X : Ω → (M1,M1) una variable aleatoria y (Yn)n∈N : Ω → (M2,M2) una sucesión de variables aleatorias.
Consideremos Φ : M1 × MN

2 → R una función medible y acotada. Pruebe que si X es independiente a
σ((Yn)n∈N) entonces:

E(Φ(X,Y0, Y1, ...)|X = x) = E(Φ(x, Y0, Y1, ...)) PoX−1 − C.S.

T3. Independencia, σ-álgebras

Sea X ∈ L1(F) y G,H ⊆ F dos sub-σ−álgebras tales que H es independiente a G ∨ σ(X) = σ(G ∪ σ(X)).
Demuestre que:

E(X|G ∨ H) = E(X|G)

T4. Ejemplo, Convergencia de σ-álgebras

Consideremos (R,B, µ) como espacio de medida con µ la medida de Lebesgue. Definimos Dm
n := [ m2n ,

m+1
2n ) y

consideramos Dn := {Dm
n : m ∈ Z}. Muestre que:

∀f ∈ L1(B) E(f |σ(Dn)) −→ f en L1, µ− C.S.
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