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Control 2 - Calculo Avanzado y Aplicaciones
P1.
1. Sea J(z) la funcion definida mediante la serie de potencias

kz2k

= (~1
J(2) :ZW

k=0

Muestre que J(z) es una funcion holomorfa en C. Muestre que w = J(z) satisface la ecuacion diferencial
1 1 /
w4+ —w +w = 0.
z

2. Muestre que

e 1 1. 3, 11
4L 3,24 115

T+ ¥ T3t tgr ogrt

Muestre que el término general para los coeficientes de esta serie esta dado por

;,Cual es el radio de convergencia de esta serie?
P2. Sea Q C C abierto tal que 0 € €, f es holomorfa en , y R > 0, tal que D(0, R) C .

1. Muestre que para cada z € D(0, R) se satisface la siguiente identidad

[ L9k

2=k ¢Z = R?

Indicacion: separe los casos z =0, z # 0.

2. Muestre que para cada 6 € [0,27] y r € [0, R) se cumple la siguiente identidad

Deducir que

) 2m .
f(re) = /0 Pyn(0 =) (Re'") dt

donde para cada x € [0,1)
1 1— 22
211 —2xcosd+ a?’

funcion que se conoce como nicleo de Poisson.

P ()

¢ €R,

3. Muestre que
27
/ P.(¢) dp =1, Vz e (0,1).
0

P3. Calcule las siguientes integrales

1. / ° dzx.
oo (2 4224+ 2)(22 4+ 4)

o] 202

S180 A
2. —dx.
/_Ooar2+1 v
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Control 2 - Céalculo Avanzado y Aplicaciones
P1.
1. Sea J(z) la funcion definida mediante la serie de potencias
Z k' 222k :
=0

Muestre que J(z) es una funcion holomorfa en C. Muestre que w = J(z) satisface la ecuacion diferencial
1 1 /
w” + —w +w = 0.
z

Soluciéon. Calculemos el radio de convergencia de la serie. Para k impar, el coeficiente de la serie es cero, luego solo
importan los coeficientes de tipo ca. (0,5 pts)

De esta manera,

1
lim sup v/ |cx| = hm sup A/ |cok| = hm sup Y =

k—o0
(0,5 pts)
El radio de convergencia de la serie es R = 00, y luego la serie define una funcién holomorfa en todo C. (0,5 pts)
Mas aun, las derivadas de la serie se obtienen derivando término a término, y las primeras derivadas de J(z) estan
dadas por
o (—1)F2k221 SN (—1)kka ! vy xe= (= 1D)FE(2k — 1)2%k 2
Z (kN222k (k1)222F—1 HOEDD (k1)222k—1 ’
=1 k=1 k=1
(1,0 pts)
De manera que
1 0 (_1)kkz2k72
1 / —
k=1
i (_1)kz2k72
= — 1)\292k—2
P ((k=1)H22
B oo (_1)n+122n B
=2 (222 —J(2),
n=0
lo que muestra que J(z) resuelve la ecuacion w” + 2z~ tw’ + w” = 0. (0,5 pts)
2. Muestre que
e* 1 1 3 11
142 L4 5
il S S S S

Muestre que el término general para los coeficientes de esta serie esta dado por

;,Cual es el radio de convergencia de esta serie?



Para hallar la serie de potencias damos dos alternativas. Cad una reparte un total de 1,5 puntos.
Solucién a. Conocemos las series para e* y para (1 + z)~1:

o By
|
=0 7! 142 Pt
(0,5 pts)
Recordando la multiplicacion de series: >~ aj - >-by = > ¢, donde ¢, = 37 a;by,—; tenemos que
SR E A
= z
DO D
1+z2 = \= J!
Notar que el coeficiente de esta tltima serie es
~ ()" ny- (ED7 ny~ (D
=) =D S = B0
=0 7 =0 =0
(0,8 pts)
Esto es,
n 11 (=n"
Cancelando los unos se tiene lo pedido. (0,2 pts)

Solucién b. Usaremos la expansion binomial de Leibniz para la derivada de un producto, esto es:

z z(n):n ") =R ()0 ().
[/ (2)0()] ;(k>f (9%

0

Tomando g(z) = (1+2)~" se obtiene que g (2) = (=1)*k!(1 4 2)~*~1, y tomando f(z) = e se obtiene que f(*~*)(z) = e.

Entonces
1 dv e 1 <& /n - 1 "L (—1)k
I _ -1 kk" _ -1 n—(k—n) = (=1)"
Tz = a3 () = 3 0 = D
k=0 k=0 k=0
Lo anterior corresponde al coeficiente de la serie de Taylor de e*(1 + z)~! en torno a cero. (1,0 pts)
Por el teorema de expansion en serie de Taylor para funciones holomorfas, dado que €*(1 + 2)~! tiene un polo en z = —1

tenemos que la siguiente expansion es valida en D(0, 1):

oo
=Y
= an 2
1+ 2 n<
n=0

donde

(0,5 pts)
Fin del calculo de la serie.

El siguiente argumento finaliza ambas soluciones: la serie dada en el enunciado corresponde, por unicidad, a la serie de Taylor
de la funcion e*(1 + z)~! en torno a cero. Dado que la funciéon no es holomorfa en z = —1, la serie de Taylor solo converge
en el mayor disco de centro z = 0, que no contiene a z = —1, esto es D(0,1). Como la serie de potencia converge al menos
en D(0,R) y alo mas en D(0, R), donde R es su radio de convergencia, deducimos que R = 1. (1,5 pts).




P2. Sea Q C C abierto tal que 0 € £, f es holomorfa en Q, y R > 0, tal que D(0, R) C Q.

1. Muestre que para cada z € D(0, R) se satisface la siguiente identidad

/| 192 4y

v|=R (z - R?

Indicacion: separe los casos z = 0, z # 0. Deducir que

1 1 z
flz) =5 M:Rf(C) (C—Z —m) dg.

Solucién. Para z = 0 la igualdad es obvia. Si 0 < |z| < R entonces

z z 1

G-RE(-E) (- E

z z

luego |R?/z| = R?/|z| > R, por lo tanto, como funcién de ¢

SO e no),

pues D(0, R) C Q.

Como v = {( : |[¢| = R} es una curva cerrada, por el teorema de Cauchy-Goursat se tiene que

f(Q)z _
/c—R G- X"

Finalmente, por el teorema integral de Cauchy se tiene

1) 10 =g [ s “)

_% [¢|=R C—Z_CE—RQ

2. Muestre que para cada 6 € [0,27] y r € [0, R) se cumple la siguiente identidad

) 27 .
f(re?) = /0 P, r(0—t)f (Re™) dt

donde para cada x € [0,1)
1 1 —z?
Pz = 5_ 3
(9) 21 1 — 2x cos ¢ + z2
funcion que se conoce como nicleo de Poisson.

¢ €R,

Solucioén. Se tiene que (1) equivale a

B L |Z|2 _R2
) = 2mi ‘/|<|_Rf(g) (?z — R%2C — |2|2¢ + R?z dc.

Tomando () = Re, t € [0,27] y z = re®?

se tiene
. 1 e ‘ (r? — R*)Rie"
i0 it
f(re™) 27 J, f(Re )R2T621t719 — R3eit — Ry2eit + R2peit
1 2 ) R2 — 7'2
- — Re™ dt
21 J, f(Re )7‘2 — 2Rrcos(0 — t) + R?
1 2 . 1—(r/R)?
_ LT et (r/R)
27 J, 1—2(r/R)cos(§ —t) + (r/R)?

/27r P, (0 —t)f(Re™) dt
0

(1,0 pts)

(0,5 pts)

(0,5 pts)

(1,0 pts)

(1,0 pts)



3. Muestre que

27
/ Py(¢) dp =1, VYae(0,1).
0

Solucién a. Usando la parte anterior con f(z) = 1, haciendo # = /R, y haciendo ¢ =t — 6 se obtiene el resultado.

(2,0 pts)
Solucién b. Segin el cambio de variables z = ze'?, dz = xie’®d¢ = izdp, luego
27 2
1 1—xz 1
P.(p) dp = — ———d
0 (¢) do 27Ti/z_m1—2—5+$22 :
1 2.1
= —/ L 5 dz :=1.
21 J|z)=e (2 — D) (2 — 2?)
(0,5 pts)
El integrando es una funcién holomorfa salvo en los puntos 1 y 22, que son polos simples de tal funcién. La region
interior que define {z : |z| = 2} corresponde a D(0,z), luego 1 ¢ D(0,z) y 2 € D(0, z). (0,5 pts)
Por lo tanto )
1 ¢ —1
I=—(2miRes | ———, 27
2m'(“ es(cz—n(z—ﬁ)’x))
(0,5 pts)

pero

por lo tanto I = 1. (0,5 pts)



P3. Calcule las siguientes integrales

1. / ‘ dz.
oo (2 224+ 2) (22 4+ 4)

Solucién. Los polinomios p(z) = 2z y q(2) = (2% + 2z + 2)(2? 4+ 4) no comparten raices y el grado de ¢ es 3 més que el
de p. Ademas ¢(z) no tiene raices reales, asi que por una aplicaciéon del Teorema de Residuos vista en clase

0o T '
/ (22 4 2z + 2)(22 + 4) de = 2mi Z Res(p/q; 2),
- z2€EZ4

donde Z, es el conjunto de ceros de ¢, que también corresponde a los polos de p/q, que estan en el semi plano superior.

(1,0 pts)
Hallemos los ceros de ¢(z): Tenemos que 22 +2z+2 = 0 0 2244 = 0. En el primer caso obtenemos dos ceros z; = —1 + i
y 22 = —1—4. En el segundo caso tenemos z3 = 2i y z4 = —2i. Como todos éstos son ceros simples de ¢(z), corresponden
a polos simples de p(z)/q(z). Los que tienen parte imaginaria positiva son z; y z3. (0,9 pts)
Calculemos los residuos de z; y z3:
. (z—2z1)p(2) 21 —1+1 -1+
R . = 1 = = =
es(p/a;z1) = lim =73 (21— 22)(22+4)  2i(1—2i—1+4) 4(2i+1)
. (z—=2z3)p(2) 23 2i
R N = 1 = = =
es(p/g; 2) = lim — 73 (2 + 223+ 2) (23 — 21)  (—4+4i+2)4  4(2i—1)
(0,6 pts)
Asi obtenemos (L1 i)2i1) 42041
140 (2i— 1)+ 2i + i
R . R . _ _
es(p/q, Zl) + es(p/Q7 23) 4(2’L ¥ 1)(21 — 1) 207
y finalmente
e x T
dr = ——.
/_Oo (2 4+ 22 + 2)(22 + 4) 10
(0,5 pts)
* sen’z
2. ——dx.
/_Oo 2 +1 v
.. . . . . L. 2 1 1— eQiz
Solucién. De conocidas identidades trigonométricas sabemos que sen” z = 5(1 —cos(2x)). Sea f(z) = ) Para
z
z = + 1y con parte imaginaria positiva (y > 0) se tiene
114e 2 1 2
< — < =
IOl s S S e
donde la tltima desigualdad vale para |z|? > 2. (1,0 pts)
Los polos de f(z) son las soluciones de 22 + 1 = 0, es decir, 21 = i y 22 = —i. Ambos son simples y f(z) es holomorfa

en el resto del plano complejo. Como sblo z; tiene parte real positiva, por un teorema visto en clase, se obtiene

oo 2
[m :;n—_jd:z: = 2miRes(f;14)

(1,0 pts)

Para calcular Res(f;4), basta tomar el limite:

1— 621'2 1— 672
lim(z — i) f(2) = If -
fim(z =) f(2) = lfm 50— 2i

de manera que la integral buscada vale g(l —e7?). (1,0 pts)



