CONTROL I CALCULO EN VARIAS VARIABLES, 2016/1

Profs. Davila, del Pino, Frank

Tiempo: 3 horas

(1) (a) (3pts) Encuentre adherencia, interior y frontera de los siguientes con-
juntos

1
A= {(z, 5) /neN, z¢]0,1]} c R?
B={(x,y,2) | xyz <1, sin(z? +y*>+5) <> +4} c R
Solucién El conjunto A es una unién numerable de segmentos horizontales
que se acumula hacia el eje z. No es posible meter una bola dentro del
conjunto, por lo tanto Int(A) = (. La Adherencia es el conjunto A unido

con lo que tiene adherido y que no estd necesariamente en A: el resultado
es

1
Adh(A) = AU {(0, E) / neN}U{(z,0) / z €][0,1]}.

Ademds Fr(A) = Adh(A) \ Int(A) = Adh(A).

Para el conjunto B, su interior queda representado por

/(B) ={(x,y,2) | wyz <1, sin(z® +9y*+5) <2 +4}

y su adherencia

Adh(B) = {(z,y,2) / xyz <1, sin(z® +y* +5) < 2% +4}
y por lo tanto

Fr(B) =
{(z,y,2) | xyz = 1, sin(z*+y*+5) < 234+4}0{ (2,5, 2) / zyz < 1, sin(z®+y*+5) = 23 +4}.
(Il

(b) (3pts) Sea f : R? — R? definida por

3 2
i = [ 5],

Demuestre usando la definicion de diferenciabilidad que f es diferenciable
en el punto (zg,y0) = (0,1) y encuentre la matriz f'(0,1).

Solucién La matriz Jacobiana de f en (x,y) estd dada por
Y3+ 2xy  3yPx + a2
0 2y ’
y por lo tanto la “candidata” a derivada de f en (0,1) es la matriz
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Sea
0(h k) = £((0,1) + (h, k) — £(0.1) — A m .

Debemos probar que

lim O(h, k) [O}
(h k)= 0,0) [|(h, K)[| — [0]
Calculamos (k)
A1
bh,k) = {ez(h,kﬂ -

h(1+ k)2 +h2(1+k)—0—h] _ [hk(3+3k+ k%) +h%(1+k)
(1+k)?2—1-2k o k2
Usando que
|hk| + h* <2(h* + k%), |(hk)| = Vh2+ k2
obtenemos que
101(h, k)| i 2 2
OSW < VA% +E2(4+ 4]k + k%)

y por lo tanto
el(ha k) _

lim =
(h.k)—(0,0) ||(h, k)|

En modo similar,

0< 120Dl e

— (R

y concluimos el resultado: La funcién f es diferenciable en (0,1) y

70,1 = [(1) g} -

Considere la funcién f : R?> — R definida como

|| sin(y) ;

) i (a,y) # (0,0)
T,y) =< Var+y?
e { 0 sy = (0,0).

(a) (2pts) Demuestre que f es continua en (0,0).

Solucién. Sea (z,,y,) una sucesién genérica con (z,,y,) — (0,0). Ten-
emos que |z||sin(y)| < |z|ly| < 2% + y?, y por lo tanto

|f (0, yn)| < ViXh +y2.
Concluimos que f(xy,,yn) — 0= f(0,0) y por ende el resultado. O

(b) (2pts) Determine, si es que existen, las derivadas parciales

of of
55 (0.0), 8—y(0,0).

Solucién. Por definiciéon tenemos que

97 0.0) = tim L9 = (0.0

ox t—0 t =0,
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ya que f(¢,0) = 0. Del mismo modo, como f(0,t) =0,

0 0,t) — f(0,0
97 0,0) = tim LD =100 _
oy t—0 t
(]
(c) (2pts) Determine si f es diferenciable en (0, 0).
Solucién. Calculemos la derivada direccional en la direccién (e!,e?) =
%(1, 1). Tenemos que
/ . 1 2 N 1 f(tela tez) — f(oa O) S 1 el sin(teQ) _ 1
f((()?O),(eae))_tlg% t _}E;% t _2
Por otra parte, si f fuera diferenciable, se debiera tener que
o} 0
f«qué@%):ééfmﬁy+£5£mﬁ):0
gracias al resultado de la parte (b). Por lo tanto, f no puede ser diferen-
ciable en (0,0). O

(a) (3pts) Sea A un conjunto cerrado en R” y f: A C R® — R una funcién

continua en todo punto de A, relativamente a A. Demuestre que el conjunto
B={xe A/ f(x) =0}

es cerrado en R™.

Solucién. Sea zg € Adh(B). Entonces existe una sucesién (x,)neny C B

con x, — xo. En particular x, € A, por ende zy € Adh(A). Como A es

cerrado, xg € A. Por otro lado, como f es continua en x( relativamente a
A, concluimos que

lim f(za) = f(xo).
Por otro lado, como z, € B, tenemos que f(z,) = 0 para todo n. En

conclusion f(xg) = 0, por lo tanto xg € B. Asi, tenemos que Adh(B) C B,
y por ende B es cerrado. (I

(b) (3pts) Sea
62m2+2y2+y4
f(z,y) = N
Demuestre que f alcanza su valor minimo en el conjunto
A={(z,y) eR® [ 2® +y* > 1},
esto es existe (zg,y0) € A tal que f(z,y) > f(xo,y0) para todo (z,y) € A.

Indicacion: Muestre primero que existen numeros 1 < a < 2 < b tales que
fla,y) > f(1,1) sia?+y?>bosil<a?+y?<a.
Solucién. Observemos que

ew2+y2

f(z,y) > V(z,y) € A. (*)

2 +y?—1
Tenemos que la funcién g(t) = % satisface

Jim g(t) = +oo,  lim g(t) = +oo.
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Por lo tanto existen niimeros 1 < a < 2 < b tales que
f(LL)=e"<g(t) sil<t<a 6 t>b.
Concluimos a partir de (¥) que f(z,y) > f(1,1)si1 < 22+9y?> < a 6
22 + 9% > b. Sea
B={(z,y) / a <a®+y* <b}.

Entonces A es cerrado y acotado y f es continua en todo punto de A. Por
lo tanto f alcanza su valor minimo en A: Existe (x,yo) € B tal que

f(‘TanO)Sf(‘T’y) V(I,y)GB

Por otra parte, tenemos que

fL1) < flz,y) V(z,y) € A\B
y como f(zo,y0) < f(1,1), concluimos que

f(zo,y0) < f(z,y) V(z,y) € A.



