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Introducciéon

Consideramos en este curso funciones definidas sobre el espacio R,
el conjunto de las N-tuplas ordenadas de ntimeros reales,

x = (r1,...,2y), x; €R Vi=1,...,N.

Equivalentemente, puede caracterizarse RY como el conjunto de las
funciones

z:{l,.... N} 5 R, i x.

Dotado de las operaciones basicas de suma y producto por escalar,
a(ry,...xy) + By, ..., on) = (axy + Py, ..., azxy + fry),

RY es un espacio vectorial. El curso de Algebra lineal fue destinado
fundamentalmente al estudio de funciones lineales f : RY — R™. Este
curso continuia este estudio, ahora para funciones no-necesariamente
lineales, en torno a los conceptos de continuidad y derivabilidad que
seran apropiadamente definidas. Como en el calculo de funciones de
una variable, las funciones diferenciables de RY en R™ serdn aquellas
que pueden aproximarse bien por funciones lineales-afines, localmente
en torno a cada punto del dominio.

El concepto de limite se generalizard a R, lo que conllevard la
extension de las nociones topoldgicas basicas ya conocidas en la recta
real, al espacio RY, especialmente aquella de continuidad de funciones
f:RY — R™. Con la ayuda del 4lgebra lineal, la nocién de diferencia-
bilidad aparecera en modo natural.

El calculo integral también se extenderd a funciones de R a R™. En
interpretacion geométrica, cuando N = 2, m = 1, se trata de obtener
una nocién apropiada de volumen bajo el grdfico de una funcién de dos
variables a valores reales.

La extension de las nociones del célculo diferencial e integral a fun-
ciones de mas de una variable, sera a veces directa, a veces merecedora
de un anélisis mas profundo que aquél llevado a cabo en una variable.
La buena comprension de los conceptos del célculo en una variable es
condicion necesaria para entender aquellos en este curso, pero al mismo

7



8 INTRODUCCION

tiempo, la mayor generalidad permitird una comprensién mas profunda
de los conceptos basicos.

El célculo en varias variables es fundamental en el desarrollo de
la fisica y en la aplicaciéon de la matemédtica al modelamiento de una
amplia diversidad de fenémenos en ingenieria, quimica, biologia, eco-
nomia y otras ciencias. No es el rol de este curso el analisis de modelos
en los cuales el calculo se aplica, sino la profundizacion en los conceptos
matematicos inherentes al calculo, que son por si mismos delicados y
profundos, en parte por ello sus posibilidades virtualmente ilimitadas.



Capitulo 1

Conceptos preliminares

1. RY como espacio vectorial normado

El propésito de esta seccion es la introduccion de algunos elementos
topologicos basicos asociados a la estructura de espacio normado con
la que naturalmente cuenta RY. El modo més natural de medir la
distancia desde el origen a un punto x = (1, ...,7zy) € RY es mediante
la norma Fuclideana de z, definida como

(1.1) = (3 lail?)?

La norma Euclideana esta vinculada al producto interno candnico de
vectores z,y € RV, dado por

N
‘I'yzzxiyi .
=1

En efecto, vemos que
|z]| = V- x.

Resumimos las propiedades principales de la norma Euclideana en
el siguiente resultado.

PROPOSICION 1.1. Para todo z,y € RY y todo o € R se tiene la
validez de las siguientes propiedades.
L o] = o [[z]
2. ||z|| = 0. Ademds ||z|| = 0 si, y sélo si, x = 0.
3. Desigualdad triangular: ||z + y| < ||z| + ||yl
4. Desigualdad de Cauchy-Schwartz: |z -y| < ||z|| ||y||-

Demostracidén. Las propiedades (1) y (2) son evidentes. Para verificar
(4), suponemos que x # 0, y # 0, pues de lo contrario no hay nada que
probar. Observemos que dado cualquier A > 0,
N N N N
Az —A~zy|? = D Om =Ny =AY ai+2) w7
i=1 i=1 i=1 i=1
9



10 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

de modo que
N

0 < Al + A7yl +2 Z%Z/z
i=1
Escojamos A = ||y|| [|z||~' > 0. Evaluando en la desigualdad anterior
obtenemos

N
0 < 2flllyll +2) ziy:
=1

Reemplazando x por —z obtenemos también que
N

0 <2yl =2z

=1

Concluimos que
N
+> iy <z Iy
i=1

y por ende la validez de (4). Verifiquemos ahora la desigualdad trian-
gular (3). Tenemos, gracias a la definicién de la norma y la desigualdad

(4), que
lz+ylI* = [l2|* + 22y +[ly[I* < |2 +2l|=[lly |+ [yl = (] +[1y]])?
y por lo tanto

[z +yll < [lzll + [yl O

Naturalmente asociada a la norma Euclideana, la distancia entre
dos puntos z,y € RV se define entonces como

(1.2) d(z,y) = [lv —yll = (ZL’E —%\2)

2

2. Sucesiones y convergencia
Asociada a la nocién de distancia (1.2) esta la de limite. Introduci-
mos, para comenzar, el concepto de limite de una sucesién en RY.
Una sucesién en RV es una funcién z : N — RY n — x,,. Anotamos

usualmente

r = (Tp)nen O simplemente (x,: n €N).
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Por ejemplo,
1 2 _—n :
., = |(—,n%e ,neN, y,=(sinn,cosn), ne€ N,
n
. . 3 2
representan, respectivamente, sucesiones en R® y R~.
Sean (z,, n € N) una sucesién en R y z un punto en RY. Decimos
que x, converge a T Si
lim ||z, —z|| =0,
n— o0

esto es, si la sucesion de numeros reales dada por la distancia de z,, a
x, tiende a 0. Escribimos en tal caso,

lim z, =z o también =z, — x cuandon — oo .
n—oo

Observemos que, escribiendo la definicion del limite de la sucesion real
|z, — x|| a cero, obtenemos que z,, — x si, y sélo si,

(2.3) (Ve>0)(3ngeN)(Vn>ng) : ||z, —2z| < e,

que corresponde a la definicion de convergencia en R con la norma
Euclideana reemplazando al valor absoluto.

Un criterio practico para la convergencia de sucesiones es el siguien-
te:

PROPOSICION 2.1. Sean (z, : n € N) una sucesion en RY y x un
punto en RN . Escribamos

Tn = (Tp1, - Tun), = (21,...,2N).
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) &, — = cuando n — oo .
(b) Para todoi=1,...,N se tiene que x,; — x; cuando n — 00.

En otras palabras, la convergencia de una sucesién en RY es equi-
valente a la convergencia de todas sus coordenadas.

Demostracién. Demostremos que (a) = (b). Supongamos que
x, — x cuando n — oo. Consideremos ¢ € {1,..., N} y observemos
que

N
0 <|zp —a;] < Z |z — x| — 0.
k=1
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Por el Teorema del Sandwich, se sigue entonces que |z,; — z;| — 0
cuando n — 400, lo cual equivale a

(2.4) lim z,; = x;.
n—oo

Probemos ahora que (b)) = (a). Supongamos ahora la validez de (b),
esto es que (2.4) se cumple para todo i. Entonces |z,; —x;| — 0 cuando
n — +00, y por ende |z,; — ;> — 0. Se sigue que S| |2, — 24]> — 0
y por lo tanto

N
|z, — x| = Z |Tp — ]2 — 0,
i=1

esto es, x, — x y (a) por ende se cumple. La demostraciéon ha sido
concluida. O

A partir de la caracterizacion anterior puede facilmente calcularse
el limite de sucesiones concretas en RY.

EJEMPLO 2.1. Consideremos la sucesién en R3
— _ (1 % -n
Ty = (Tp1, Tna, Tnz) = (5, 2en? , cose ™).

Sabemos, a partir de lo conocido para sucesiones reales que:

, , .1
lim — =0, lim —=0, lim —=0.
n—oo N n—soo N2 n—oo e’

Como también sabemos, las funciones ¢ — 2¢’ y ¢ — cost son continuas
en t = 0. Por lo tanto, tenemos que

a , _
lim 2en? =2¢" =2, lim cose™ = cos0 = 1.
n—oo n— o0

Asi,

lim 21, =0, lim 29, =2, lim 23, =1,
n—oo n—oo n—oo

y por lo tanto,
lim z, = (0,2,1).

n—oo

A partir de la caracterizacion de la convergencia en la Proposicién
2.1, varias propiedades de la convergencia de sucesiones en RV se de-
ducen en modo relativamente simple a partir de las correspondientes
propiedades de sucesiones en R. Por ejemplo, tenemos la validez del
hecho siguiente.

PROPOSICION 2.2. Sean x,,, y, sucesiones en RY. Supongamos que
se tiene x, — x, Y, — y. Entonces, si a, f € R, la sucesion ax, + Ly,
es convergente y su limite es igqual a ax + Py.
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Demostracion. Supongamos que
xn:(xnlw“?xn]\f)a I':(I'l,...,ZEN),

yn:(ynlw“?ynN)u y:(ylv"'7yN)'
Sea z, = ax, + By,. Por definicién de las operaciones de suma y pon-
deracion por escalar, se tiene que

Zn = (aznl + Bynla -, AN + Byn]\f)
Por la proposicién anterior, se tiene que
Tpi = Tiy Yni — Y paratodoi=1,..., N.

Por la propiedad conocida para convergencia de sucesiones reales se
tiene que
AT + BYni — i + Py,

Esto es, cada coordenada de la sucesién z, converge a la correspon-
diente coordenada del punto az + fy. Nuevamente en virtud de la
Proposicién 2.1, se sigue que z, — ax + By, y hemos completado la
demostracion. O

3. Interior, adherencia, conjuntos abiertos y cerrados

Introduciremos a continuacién ciertas nociones bésicas asociadas a
la estructura de espacio vectorial normado de RY.

Consideremos un ntimero R > 0 y un punto zy € RY. La bola
abierta de centro xy y radio R > 0 es el conjunto

B(wo, R) = {x € RY / ||lz — x|l < R}.
Por ejemplo en R? se tiene que
B((0,1,-1),2) = {(z,y,2) [ 2® + (¢ = 1)’ + (z +1)* < 4}

que representa una esfera sélida centrada en el punto (0, 1, —1) de radio
2, que no incluye su periferia.

Sea A C RY. Definimos el interior de A como el conjunto Int (A)
dado por

Int (A) = {z€RY /35§>0 : B(x,0) CA}.

x € Int (A) se denomina punto interior de A. Definimos paralelamente
la nocién de adherencia de A, Adh (A) como

Adh(A) = {zeRY /32, > 2 : 2, € AVneN}.

Similarmente, x € Adh (A) se denomina punto de adherencia de A. Asi,
en palabras, Int(A) es el conjunto de aquellos puntos para los cuales
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existe alguna bola centrada en el punto completamente contenida en
A.

Por otra parte Adh (A) es el conjunto de todos aquellos puntos del
espacio que pueden aproximarse por una sucesion de puntos en A. Ob-
servemos que siempre se tiene la cadena de inclusiones

Int(A) C A C Adh(A4).

Para la primera inclusién, observemos que si « € Int (A), entonces para
algin 6 > 0, z € B(x,d) C A, por ende = € A.

Intutivamente, Int (A) es A sin el borde de A mientras que Adh (A)
estd constituido por A unido con estos puntos de borde.

Para la segunda inclusion, basta observar que si x € A entonces la
sucesion constante z, = x, n € N, esta contenida en A y converge a x.

Por lo tanto, x € Adh (A).

Los operadores interior y adherencia de subconjuntos de R estan
relacionados del modo siguiente:

(3.5) Adh (A) = RY \ Int (RY \ A).

En efecto, z € RN \ Int (RV\ A) si, y sélo si, z € Int (RV\ A), esto es,
Vé>0: B(x,0) ¢ RV\ A,

0 sea

(3.6) W50 Blz,0)NAL£D .

Afirmamos que la relacion (3.6) es equivalente a x € Adh (A). En efecto,
si = satisface la relacién (3.6), se sigue que para todo n € N la bola
B(z, +) contiene algin punto que z,, € A con ||z, —z| < +. Por lo tanto
existe una sucesion de puntos de A que converge a x. Reciprocamente,
si x € Adh (A) entonces existe z,, € A con ||z, —z|| — 0. Por definicién
de limite, dado cualquier 6 > 0, se tiene que existe ng tal que para todo
n > ny, |z, — x| < . Por lo tanto para todo n suficientemente grande,
x, € B(x,9) y entonces B(x,d) N A # (. Por lo tanto la relacién (3.6)
se satisface. Esto demuestra la afirmacién (3.5).

Notemos también que, cambiando A por RV \ A en (3.5), obtenemos
la relacién dual,

(3.7) Int (A) = RV \ Adh (RV \ A).

Un conjunto A en RY es abierto si Int (A) = Ay cerrado si
Adh (A) = A. Las relaciones (3.5) y (3.7) implican entonces que A
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es abierto si, y sélo si, su complemento RY \ A es cerrado. Se define
también la frontera de A, Fr(A), como el conjunto

Fr (A) = Adh (A) \ Int (A) .

Asi un conjunto es cerrado si y sélo si contiene a su frontera, y es
abierto si y solo si no intersecta a su frontera.

Por otra parte, notemos que de la definicién de adherencia se sigue
que un conjunto A es cerrado si, y sélo si, contiene a los limites de su-
cesiones convergentes de elementos de A. De la Proposicion 2.1 se sigue
inmediatamente que el producto cartesiano de cerrados es cerrado.

EJEMPLO 3.1. Consideremos el conjunto
A={(z,y) €eR* /2,y >0, y<e ).
Se tiene que
Int (A) = {(z,y) €ER* / 2,y >0, y < e},
Adh (A) = {(z,y) €R* / 2,y >0, y<e*}.
Este conjunto no es abierto ni cerrado.

EJEMPLO 3.2. Se tiene que
Adh (B(zo,R)) = {x € RY / ||z — || < R} := B(xo, R).

En efecto, si z € Adh (B(zo, R)), existe una sucesién x,, con ||z, —zo|| <
Ry ||z, — z|| — 0. Entonces

k
Z |xnz — inP < R2
i=1
Y Tni — x; para todo i, de donde |x,; — zo;| — |z; — zoi|, y por lo tanto
N
|l — zo||* = nlljgoz | — z0s” < R?.
i=1

Reciprocamente, si ||z — zy|| < R consideremos la sucesién

Ty =1 — —(r —x0) .
n
Entonces,
1
ln — ]| = — |z — ol = 0
n
y ademas

[z = 2ol = (1 = P)llz — 2ol < R
para todo n € N. Por lo tanto, =, € B(xg,R) y x, — xo, esto es,
x € Adh ( B(zo, R) ). Esto concluye la demostracion. O
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Se propone como ejercicio demostrar que la bola abierta B(zg, R)
es en efecto un conjunto abierto.

Un subconjunto de la adherencia de un conjunto A importante para
nuestros propositos posteriores es aquél de sus puntos de acumulacion;
los puntos = de Adh (A) que no estan aislados del conjunto A\ {z}.

Asi, decimos que x es un punto de acumulaciéon de A si existe una
sucesion x,, — x con z, € Ay x, # x para todo n € N. El conjunto
de los puntos de acumulacién de A se denota comtunmente Der (A) y
es llamado el derivado de A.

EJEMPLO 3.3. Si
A=[0,1]U {2} U[3,4]

entonces r = 2 no es punto de acumulacion de A pero si de adherencia.
Tenemos

Der (A) =1[0,1]U[3,4], Adh(A)=[0,1]U{2} U]3,4].
4. Subsucesiones y el Teorema de Bolzano-Weierstrass

Una propiedad muy importante de la convergencia en R" es el Teo-
rema de Bolzano-Weierstrass, que dice que toda sucesion acotada posee
una subsucesion convergente. Demostraremos este hecho, nuevamente
haciendo uso de la Proposicién 2.1 y suponiendo ya conocido este hecho
para sucesiones reales.

Recordemos que una subsucesion de una sucesiéon x, es una suce-
si6n de la forma zy(,) donde & : N — N es una funcién estrictamente
creciente.

EjempLo 4.1. Si z,, = (sin %, e™) entonces son subsucesiones de z,
las siguientes:

Yo = (sin27" €¥"), 2z, = (sinn2,¢ev).
En efecto, ¥, = Ton, 2, = T2, y las funciones k(n) = 2", k(n) = n? son

estrictamente crecientes.

Una propiedad inmediata es la siguiente: Si z,, — x, entonces para
toda subsucesion zy,) de x, se tiene que

Tpmn) — T cuando n — 00 .

Una sucesién z, en RN es acotada si existe una constante M > 0
tal que
]| < M .
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Esto quiere decir que todos los elementos de la sucesion estan conte-
nidos en una bola de radio suficientemente grande. En efecto, z, €

B(0, M) para todo n € N. Tenemos la validez del siguiente importante
resultado.

TEOREMA 4.1. (Bolzano-Weierstrass)
Sea x,, una sucesion acotada en RY. Entonces existe una subsucesion
T(n), Y un punto x € RY tales que Tpn) — T cuando n — 0.

Demostracion. Supongamos que la sucesién
Tp = (xnla s 7an)

es acotada. Entonces existe M > 0 tal que para cadai=1,..., N,

(4.8) |zn] <

N
Dl = el < M.
k=1

Asi, la sucesion de numeros reales x,,; es acotada. Se sigue, por el Teo-
rema de Bolzano-Weierstrass para sucesiones reales, que esta sucesion
posee una subsucesion convergente, digamos zj, (1 — 71 € R. En
modo similar se tiene, a partir de (4.8), que la sucesién @y, )2 posee
una subsucesién convergente, digamos T, (k,(n))2 — 2. Notemos que
la sucesion Ty, (k,(n))1 €S una subsucesion de ()1 — o1 y por lo tan-
to Tk (ko)1 — 1. Del mismo modo, (si N > 3), Zp, (ky(n))3 €5 una
sucesion real acotada, gracias a (4.8), y se sigue que posee una subsu-
cesion convergente, digamos, T, (ky(ks(n)))3 — T3, y se tiene tambien que
Thy (ka(ks(n)) — T1 para | = 1,2. Iterando este procedimiento /N veces
construimos una subsucesion de x,, de la forma xy, (r,(...(ky (n))...) tal que
para ciertos nimeros reales xq,...,ry se tiene que

Thy (ko (- (kn(n))..)l — Ty, cuandon — oo, Vi=1,...,N.
Gracias a la Proposicién 2.1 se sigue que
Ty — ¢ = (21,...,2y), cuando n — 00,

donde k(n) = kyokgo---oky (n), es una composicién sucesiva de fun-
ciones estrictamente crecientes N — N, siendo por tanto k(n) también
estrictamente creciente, constituyendo entonces xy(,) una subsucesion
de la sucesion original x,,. Esto concluye la demostracion. U
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5. Sucesiones de Cauchy y completitud

Una sucesion (,)neny en RY es de Cauchy si para cada € > 0 existe
no € N tal que ||z, — || <& sin,m > ny.

Intuitivamente, una sucesién de Cauchy es una sucesion cuyos ele-
mentos tienden a acumularse en una regién cuyo tamano puede tomarse
tan pequenio como se quiera. Como este es el caso de una sucesion con-
vergente, no es sorprendente la validez de la siguiente propiedad:

Toda sucesiéon convergente es de Cauchy. Para ver esto, supongamos
que x,, — x cuando n — co. Sabemos entonces que dado £ > 0 puede
encontrarse un indice ng(e) tal que si n,m > ng entonces

€ €
lzn =2l < 5 llom =2l < 5
Por otra parte, por la desigualdad triangular, tenemos también que
< € €
i = ll < lw =l + =2l < 5+ 5
Por lo tanto, se tiene que dado cualquier € > 0, existe un indice ng(e)
tal que para todo n,m > ngy(e), ||z, — zm|| < &, esto es, x, es de
Cauchy.

Una importante y profunda propiedad de RY es el hecho, mucho
menos obvio, de que toda sucesion de Cauchy es convergentes. Es-
ta propiedad se denomina completitud. Suponiendo la validez de esta
propiedad en R, discutida en el cdlculo de una variable, probaremos
entonces el siguiente resultado.

TEOREMA 5.1. (Completitud de RY)
Si z,, es una sucesion de Cauchy en RY, entonces existe x € RN con
Ty —> .

Demostracién. Supongamos z,, = (1, ..., Z,y). Sabemos que dado
e > 0, existe ng tal que si n,m > ny entonces ||z, — x,,|| < . Por otra
parte, para tales indices n, m y cada componente [ = 1,..., N se tiene
que

N

1
|xnl - xml| < (Z ‘zm - zmiP)E = ||$n - Ilm” <e.
i=1
Por lo tanto, para todo [ = 1,..., N, la sucesién en R (z,, n € N)
es de Cauchy. En consecuencia x,,; es convergente, esto es, existe un
nimero z; € R tal que z,; — x;. En virtud de la Proposiciéon 2.1, se
sigue entonces que la sucesién x,, es convergente en RV y
Jgrgoxn =2 :=(21,T2,...,2yN) .

Esto concluye la demostracion. 0
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6. Problemas Capitulo 1

Sea {(2n, Yn) }nen una sucesion en R? tal que lim z,, = 0. Se le
n—oo

pide decidir la veracidad de las siguientes afirmaciones, demos-
trando porqué es(son) verdaderas o exhibiendo un contraejem-
plo.

1) {(@n, yn)}n es convergente si, y sélo si, nhjEO yn = 0.

i) {(zn,yn)} es convergente si, y sblo si, {y,}, es convergente.

)
iii) Si {y,}n estd acotada, entonces {(z,, yn)}n €s convergente.
)

iv) {(xn, yn)}n posee un punto de acumulacion.

Sea {x} }ren una sucesién en RY y x5 € RY tales que xp # ¢
para todo k € N. Suponiendo que Vr > 0, Jk, € N tal que
xy, € B(xg,r), se le pide decidir la veracidad de las siguientes
afirmaciones, demostrando porqué es(son) verdaderas o exhi-
biendo un contraejemplo.

i) Si {xy}x es convergente, entonces converge a .
ii) {zx}r es convergente y lim zy = xo.
k—o0

)
iii) El conjunto {xy : k € N} U {zo} es compacto en RY.
iv) Vr > 0,3N € N tal que si k > N, entonces zy € B(zo, 7).

i) Encuentre (sin demostrar) la adherencia, interior, frontera
y puntos de acumulacién en R? de los siguientes conjuntos:

a) A= {(z,y) e R? : |y| < |z|, 2* +y* < 5}

b) B:{(i,i) cQ?: m,neN\{O}}

c) VAeR: C\={(z,y) e R* y= Az}
d) D={(z,y) eR?/ 2 €Q, y > 2?}
e) E={(z,y) eR*/ 0<x <1, y=sin(l/z)}

ii) Demuestre que el conjunto S¥~! = {y € RY : ||y|]| = 1} es
cerrado en RY.
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P4.- Pruebe las siguientes propiedades sobre la unién e interseccion
entre abiertos y cerrados (respect.) de RY.

(a) Si {Ap}ren € P(RY) es una familia de abiertos, entonces

U Ay es abierto en RY.
keN
b) Si {Bi}ren € P(RY) es una familia de cerrados , entonces

( B es cerrado en RY.
keN

P5.- Sean A, B dos subconjuntos de RY. Pruebe que

1) Si A C B entonces Int (A) CInt(B) y que
Si AC B entonces Adh(A) C Adh(B)

2) Int (AN B) =Int(A) NInt (B) y que
Adh (AN B) C Adh(A) N Adh(B)

3) Si A es abierto y AN Adh(B) = () entonces AN B = .

0.

P6.- Sea A un abierto de RY. Pruebe que Int (Fr (A))

P7.- Considere una familia de conjuntos de RV : Ay, Ay, ..., A los
cuales son todos cerrados y acotados. Pruebe que

es un conjunto cerrado y acotado de R,

P8.- Dados A, B C R". Se define el conjunto suma de A con B
como A+ B={z €RY /x=a+b con a€ Abe B}
Pruebe que:

1) Si A es abierto, entonces A + B es abierto en RY.
2) Si A es cerrado y ademds B es cerrado y acotado, entonces
A+ B es cerrado.

P9.- Sea
A= {(x,y)/a: € <—g, g) ;Y > tan(x)}

Encuentre, sin efecutar una demostracion, los conjuntos Int (A) , Adh (A)
,Der (A) ,Fr (A) y exprese estos conjuntos analiticamente.
A es acotado?, j A es abierto, cerrado?
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P10.- Definimos los siguientes subconjuntos de R?:
A = U B ((nQ,O),n) , Ay = {(z,y) € R* : 2°+y® < 4, 2ty = —1}
neN

i) Determine si los conjuntos A, Ay son cerrados o abiertos
en R2.
ii) Indique cudles son los puntos de acumulacién de A; y As.






Capitulo 2

Funciones de varias variables: limites y continuidad

1. Introduccién a las funciones de varias variables

A lo largo de este curso trabajaremos con funciones de varias varia-
bles; es decir, que a un punto z en un subconjunto  C RY le asocian
un punto f(z) € R™. En primer lugar, notemos que el grafo de una
funciéon f : © € RY — R™ es un conjunto en RY x R™ y se define
como

Gr(f) = { (2,y) eRV xR" [2€Q y fla)=y}.

Si N = m = 1 esta es la definicién que conocemos para funciones de
una variable.

EJEMPLO 1.1. Dado el conjunto Q = { (z,y) | 2> + 3> < 1}
definimos f : 2 — R mediante f(z,y) = 2*+ 3% Su grafo es la porcién
del paraboloide { (z,vy,2) | z = 2*+y* } encerrada dentro del cilindro

{(zy,2) |2 +y* =1}

Grafo de f(z,y) = 22 + 12 en Q.

Por diversas razones, que veremos mas adelante, nos interesaran
especialmente las funciones a valores reales; es decir, el caso m = 1.
Dados f: Q CRY - Ry a € R, definimos el conjunto de nivel o de
f como la preimagen de a por f. Mas precisamente, es el conjunto de
los puntos de €2 donde f toma el valor a:

Calf)=fHa)={zeQ| flz)=a}.

23
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Claramente este conjunto es vacio si & no pertenece al recorrido de f.
En el caso N = 2, y si f es suficientemente regular, los conjuntos de
nivel seran curvas en el plano, llamadas curvas de nivel.

EJjEMPLO 1.2. En el contexto del ejemplo anterior, el recorrido de
f es el intervalo [0, 1]. Por lo tanto C,(f) = 0 si o ¢ [0,1]. Si v € [0, 1]
entonces

Ca(f):{ (x,y)EQ‘f(x,y):xQ—i—yQ:a}.

En palabras, C,(f) es la circunferencia centrada en el origen y con

radio y/a.

Curvas de nivel para a =0, a = i ya=1.

2. Limites y continuidad

Sea € un subconjunto de RY. Queremos definir la nocién de conti-
nuidad de una funcion

f:QcRY - R™

en un punto xg € (). Para funciones de una variable definidas en un
intervalo I = [a, b], esta definicién se escribia para un punto interior de
I, xy €|a,b|, diciendo que para todo x cercano a x, el valor de f(x)
estd cercano a f(zp). Similarmente, se definieron continuidad por la
izquierda en b y continuidad por la derecha en a, como f(x) esté cercano
a f(b) si x lo estd de b, con x < b, similarmente en para a. Los términos
izquierda y derecha en el espacio RY carecen en principio de un sentido
claro, pero puede verse que una definicién de continuidad en general de
f en xg € [a,b] relativa a [a,b] podria haberse enunciado como “f(x)
estd cercano a f(xg) si & estd cercano a xp con x € [a,b]”. Esta es la
nocién general que utilizaremos, f : Q@ C RY — R™ como continuidad
relativa a €.
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Definicién. Consideremos 2 C R¥, una funcién f : Q — R™ y un
punto xg € 2. Decimos que f es continua en xq, relativamente a ) si
para toda sucesion x,, — o con x, € €2, Vn € N se tiene que

lim f(x,) = f(zo) -

n—o0

Cuando f esté definida a partir de una férmula cuyo dominio ma-
ximal de definicién es una regién 2, diremos simplemente que f es
continua en xy, omitiendo la particula relativamente a €.

Si f es continua en todo zy € () diremos simplemente que f es
continua en €.

EjeMPLO 2.1. Consideremos f : R? — R? dada por
Fly) = (22 + 26,5 cos(ay?)).

Afirmamos que esta funcién es continua en (1,0). En efecto, conside-
remos una sucesiéon cualquiera (x,,y,) — (1,0). Debemos probar que
f(zn,yn) = f(1,0) = (3,5). Como z,, — 1, y, — 0, se sigue, por las
propiedades de sucesiones en R, que

a:i -1, z,y, — 0, xnyi — 0.
Como las funciones ¢ +— €' y t — cost son continuas en R se sigue que
eV — e =1, cos(x,y’) —cos0=1.
Nuevamente por el dlgebra de limites de sucesiones se sigue que
22 42" 5 1+4+2-1=3, 5cos(x,y2) = Hcos0 =5,
y entonces de acuerdo a la Proposicion 2.1,
Flnyn) = (2242675 | 5cos(way?)) = (3,5) = f(1,0) |

y como la sucesiéon (x,,y,) — (1,0) es arbitraria, la continuidad de f
en (1,0) ha sido demostrada.

EJjeEMPLO 2.2. Consideremos la funcién f : R*> — R definida por

xy _

T,Yy) = ——, sl (x, 0,0), 0,0)=0.
f(z,y) T (z,y) # (0,0), v f(0,0)
Afirmamos que f es continua en (0,0). En efecto, consideremos una
sucesion (x,,, y,) — (0,0) cualquiera. Tenemos que,

‘f(xm yn)| =

|20, Yn |

Va2 2

s (2n, yn) # (0,0).
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Por otra parte, tenemos la validez de la desigualdad
2lal [ < (la] + 18])*,

para cualquier par de ntmeros a,b € R. Entonces,

1

por ende,

1

desigualdad, que es obviamente también valida si (x,,y,) = (0,0).
Deducimos entonces que

f(‘xmyn) — 0 :f(()?O)‘

Como la sucesién (z,,y,) — (0,0) es arbitraria, concluimos que f es
continua en (0,0). O

EJEMPLO 2.3. Consideremos la funcién f : R? — R definida por

xy )

f($7y):m7 S1 (xuy)#(ou()% f(070)20
Afirmamos que f no es continua en (0,0). En efecto, consideremos la
sucesion (&, y,) = (+, +). Entonces, Vn € N,

f(xmyn) = %7

Por ende f(x,,y,) # f(0,0) = 0, y ya existiendo una sola sucesién
con esta propiedad, se tiene que f no es continua en (0,0).

Observemos que para cualquier valor L € R que demos a f en (0, 0),
la funcién resultante,

xy _
f(may):mv S1 (xvy)%(()?(])v f(O,O)ZL,

resulta ser discontinua en (0, 0). En efecto, por ejemplo para la sucesién

(T Yn) = (%, 0) resulta que Vn € N,

f(xnayn) =0,

por ende para dos sucesiones tendiendo a (0, 0), (%, %) y (%, 0), tenemos
que f a lo largo de éstas aproxima a dos limites distintos. Uno de los
limites por cierto serd distinto de L, y por ende la funcién no es continua

en (0,0). O
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Ejemplos como los dos anteriores motivan a definir el limite de una
funcién. Sea Q C RY, f: Q — R™, 25 € RY un punto de acumulacion
de Q. Decimos que L € R™ es el limite de f(x) cuando x tiende a
T relativamente a (), si la siguiente propiedad se cumple: para toda
sucesion x,, — xg con x,, € () se tiene que

lim f(x,) = L.
n—oo
Escribimos en tal caso
i =L
:1:—>$1OI,I:IBGQ f(.T) ’

o, tipicamente, si el dominio de f(z) estd sobreentendido,
lim f(z) =1L.

T—xT0

De este modo, para la funcién f(x,y) del Ejemplo 2.2, se tiene que

lim x,y) =0,
(:v,y)—>(070)f( 2

mientras que para la funcién f(z,y) del Ejemplo 2.3 el limite

lim x,
(z,9)—(0,0) f@y)

no existe.

PROPOSICION 2.1. Sea Q C RN, f:Q — R™, 2y € Q un punto de
acumulacion de ). Las siquientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f es continua en xy relativamente a §.

() lim f(z) = f(xo)

La demostracion de este resultado la proponemos como un ejercicio.
También dejamos al lector la demostracién del siguiente resultado.

PROPOSICION 2.2. (Algebra de limites)
Sean Q C RY, f,g: Q — R™, 25 € RY un punto de acumulacion de
Q, a, 8 € R. Supongamos que f y g son tales que los limites

lim f(z), lim g(x)
T—T0 T—xT0

existen. Entonces, los siguientes limites existen y pueden calcularse co-
mo se erpresa:

(a)

lim (af + Bg)(z) = o Jim () + 4 Jim g(a).
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(b) Sim=1,
i f(o)-g(o) = (tiw ) - (Jim o))

EJEMPLO 2.4. La funcién

I_’ — x2+y2
o) { 0 s (ny)=(0.0)

es continua en virtud del Ejemplo 2.2 y las Proposiciones 2.1 y 2.2.

3. Algunas caracterizaciones de la continuidad

Una propiedad ttil para el analisis de continuidad de una funcion a
valores en R, es que su continuidad equivale a la de sus m funciones
coordenadas.

PROPOSICION 3.1. Sean Q CRY, f: Q = R™, 25 € Q,

f(.T) = (fl(x)a fQ(x)a ) fM(x))
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) f es continua en xqy relativamente a ).

(b) Para todo i =1,...,m, las funciones f; : Q@ — R son continuas
en xo relativamente a €.

Demostracién. (a) = (b). Sea z,, — x¢ con z,, € ). Entonces
f(zn) = f(xp). Gracias a la Proposicion 2.1 se sigue que fi(z,) —
fi(zo) para todo ¢ = 1,..., N. Como la sucesién x,, es arbitraria, se
sigue que f; es continua en xg relativamente a €2, esto es, (b) se cumple.

(b) = (a). Sea x, — xo con z,, € Q. Entonces f;(z,) — fi(zo).
para todo ¢ = 1,..., N. Nuevamente, por la Proposicién 2.1 tenemos
que f(z,) — f(xo). Como la sucesion x,, es arbitraria, se sigue que f es
continua en x relativamente a €2, y la demostracién queda concluida.

O

Con frecuencia, la definicién de continuidad se realiza, de manera
equivalente, en el lenguaje -0.

PROPOSICION 3.2. (Caracterizacién e-d de la continuidad)
Sean Q C RN, f: Q — R™, 2y € Q. Entonces [ es continua en
relativamente a ) si, y solo si,
(3.9)
(Ve>0)(F6>0)(Vz € Q) : |z —axo|| <d = |[|f(z) — f(zo)]| < ¢
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Demostracion. Procedemos por contradiccion. Supongamos que f es
continua en x, relativamente a Q0 y que (3.9) no se cumple. Entonces,
(3.10)

(Jeo >0) (V6 >0) (Fzs €Q) = |lx—x0l| <0 v |[f(zs) — f(x0)] > €0 -

Escojamos en (3.10) § = +. Existe entonces &, 1= z1 € Q2 tal que

I = z0ll < = 3 17~ Flao)ll > eo

Asi, la sucesién z,, satisface que Z,, — x¢ pero ||f(z,) — f(x)|| >
€0, de modo que f(z,) 4 f(xp). Por lo tanto f no es continua en
xo relativamente a (2, una contradiccion que prueba entonces que la
condicién (3.9) se cumple.

Supongamos ahora que (3.9) se cumple. Queremos probar que f es
continua en x relativamente a 2. Consideremos entonces una sucesion
x, € Q con x, — x9. Debemos probar que f(z,) — f(xy). Seae >0y
escojamos 6 = §(e) de modo que

(3.11) zeQy |z -l <dle) = [If(z) = flzo)l <e.
Como x,, — xg, se tiene que, gracias a la caracterizacién de la conver-
gencia (2.3), existe ngy tal que Vn > ng se tiene que ||z, — zo|| < d(e).

Asi, en virtud de (3.11), se concluye que || f(x,) — f(zo)|| < €. Hemos
probado que

(Ve > 0) (Ing € N) (Vn >ng) = ||f(zn) — flzo)| < e,

lo que significa precisamente que f(z,) — f(zo), gracias a (2.3). Como
la sucesién x,, escogida es arbitaria, tenemos entonces que f es continua
en xg relativamente a (). Esto concluye la demostracion. 0

4. Operaciones con funciones continuas

Las propiedades habituales del algebra de funciones continuas se
cumplen, en modo similar a funciones de una variable. Resumimos éstas
en el siguiente resultado.

PROPOSICION 4.1. Sean Q CRY, f.g: Q = R™, 20 € Q, o, B € R.
Supongamos que f y g son continuas en xq relativamente a (). Entonces

(a) La funcion af + Bg: Q — R™ es continua en xq relativamente

a .

(b) Sim =1, la funcion f-g:Q — R es continua en o relativa-
mente a ).
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Demostracién. Si z, — z, en RY, con z, € Q para todo n € N,
entonces, por hipétesis, se tiene que f(x,) — f(zo) y g(z,) — g(zo).
Asi, en virtud de la Proposicion 2.2 se sigue que

af(zn) + Bg(rn) = af(xo) + Bg(xo) -

Como la sucesién x,, — z( es arbitraria, esto nos dice que af + g es
continua en x, relativamente a 2. La demostracion de (b) la propone-
mos como ejercicio. 0

EJEMPLO 4.1. Las funciones
N
WiIR —)R, ’/Tl'(xl,...,.fEN):[Bi

denominadas proyecciones, son continuas sobre todo RY, pues si z,, —
1o en RY se sigue de la Proposicién 2.1 que m;(z,) — m(z0). Un
polinomio en RY es una funcién que puede expresarse en la forma

N N N
_ E E E Miy Mg mi,
P(x) - e a"ily i27~~~7i5 xil xig e xis ’ °

i=lip=1  is=1
Deducimos entonces de la proposicién anterior que los polinomios son
funciones continuas en RY pues pueden ser escritos como productos
sucesivos y combinaciones lineales de las proyecciones m;, 1 = 1,..., N,
las cuales ya sabemos que son funciones continuas. 0

Tal como en funciones de una variable, se tiene que la composicién
de funciones continuas es continua, como enuncia el siguiente resultado.

PROPOSICION 4.2. (Regla de la composicién)
Sean Q CRY, ACR™, f:Q —=R™ g: A — RF. Supongamos que f
es continua en xo relativamente a §, que f(x) € A Vr € Q, y que g es
continua en f(xg) relativamente a A. Entonces la composicion

gof:QCcRY - RF
es continua en xgy relativamente a €.

Demostracion. Supongamos que x, — xg, con x, € 2 Vn € N. La
continuidad de f en xy implica entonces que

Yn = f(xn) — Yo = f(xo)

Pero y, € A Vn € N, por ende la continuidad de g en y, relativa a A
implica que ¢(y,) — ¢(yo). En otras palabras, hemos demostrado que
para una sucesion x,, arbitraria en {2 con z,, — xg, se tiene que

(9o f)@n) = g(f(zn)) = g(f(z0)) = (g0 f)(z0),
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esto es, que g o f es continua en z( relativamente a 2. 4

EJEMPLO 4.2. Las reglas operacionales de la continuidad ya esta-
blecidas, nos permiten verificar que las funciones construidas a través de
férmulas algebraicas basadas en las funciones habituales del calculo: po-
linomios, funciones trigonométricas, exponencial, etc., son tipicamente
continuas relativamente a sus dominios de definicién. Consideremos por
ejemplo la funcién f : R? — R3 dada por

f(z,y) = (2% cos y, 2ye™ + xy®e™, 2xy) .

Afirmamos que esta funcién es continua en todo punto (z,y) € R% En
efecto, sabemos que la funcién (z,y) — y es continua, y que ¢ — cost
también lo es, por ende la composicién (z,y) — cosy también lo es.
Como también (x,y) — 2%y lo es, al ser un polinomio, deducimos que
la funcién (z,y) — z?ycosy es continua, por ser producto de funcio-
nes continuas. Las otras dos funciones coordenadas de f son también
continuas por argumentos similares. Concluimos de la Proposicién 3.1
que f es continua en R2. O

5. Funciones Lipschitz

Un tipo particular de funciones continuas son las llamadas funciones
Lipschitz. Decimos que una funcién f : Q C RY — R™ es Lipschitz en
Q de constante K > 0, si

(5.12) (V20 € Q) 2 [[f(21) = flao)]| < K2y — o]

Tal funcién es automaticamente continua relativamente a ). En efecto,
Si z, = xo €  con x,, € Q Vn, entonces se tiene que ||z, — zo| — 0.
Se sigue que

0 < [[f(zn) = flxo)ll < K|lzn — ol — 0,

de modo que || f(xz,) — f(zo)|| — 0, lo que significa f(z,) — f(zo).
Como la sucesién x,, — xg escogida es arbitraria, concluimos que f es
continua en cada xg € ().

EJjEMPLO 5.1. Consideremos la funcién f : R? — R? dada por
1

1
flz,y)=(1+ g + §siny, 3+ §€_$2) )

Afirmamos que f es Lipschitz en R? para cierto K > 0. En efecto,

1 : : L - -
I @1 0) = 2, )P = 7] (@r—)+(sin g —sin o) P+ e~ e,
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Tenemos que |a + b]* < 2(a® + b?), por lo tanto

|(z1 — 22) + (siny; —sinyy)|* < 2|z — 22]* + 2| siny; — sin yo|?

)

de modo que
(5.13)

1 1 . ) 1, -
Hf(xhyl)_f(372>y2)H2 < §\x1—x2\2+§] smyl—smy2]2+1\6

2 2
x1_6712’2'

Ahora, por el Teorema del Valor Medio, tenemos que existe £ entre
Y1 € Y2 con

(siny; —sinys) = (cos§) (y1 — ya) -
Entonces, como |cos¢| < 1, se sigue que
(5.14) | siny —sinys| < |y1 — yol -
Por otra parte, para cierto £ entre x; y x5 tenemos

(e =) = (=26e7%) (a1 — 22) |

y por lo tanto

e —e=%| < 2¢ e |2y — 2]
t

La funcion t — 2te™
facilmente. Asi,

2 .. 1 .
se maximiza en [0, 00) en ¢ = —, como se verifica

max 2te " = \/56’%,

t>0

de lo cual obtenemos
(5.15) et — | < V277 |2y — 1o .

Sustituyendo las desigualdades (5.14), (5.15) en (5.13), obtenemos
que

1f(z1, 1) — f(22,p0) I <

de donde

1 1 _
|z — $2‘2 + 5‘3/1 — Z/2’2 + 56 1’$1 — 552‘27

DN | —

—_

Hf(xbyl) - f(x%y?)HZ < _(1 + 671) (’xl - x2‘2 + ‘yl - y2‘2) )

[\

y por lo tanto,

1 (21 91) = f@2, g)ll < K (21,51) = (22,92) [, K =4/ %(1 +e71).
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6. Maximo y minimo de una funcién continua

La continuidad de una funcién conlleva otras propiedades globales
de extraordinaria importancia, como lo es la existencia de maximos y
minimos en una region cerrada y acotada.

TEOREMA 6.1. (Maximo y Minimo de funciones continuas)
Sea KK C RN wun conjunto cerrado y acotado, y f : K — R una funcién
continua en IC. Ezisten entonces x,, v* € K tales que

f(z.) < f(@) < f2*) Vo eK.
En otras palabras, f alcanza sus valores mdximo y minimo en KC:

flw.) = min f(z),  f(z") = mix f(z).

Demostracion. Demostraremos la existencia de un punto x* donde
f alcanza su maximo en K. Recordemos que dado cualquier conjunto
A C R, no-vacio y acotado superiormente, existe el supremo de A,
sup A € R, que es la menor de sus cotas superiores. Ademds puede
encontrarse una sucesion a,,, con

a, € AvneN 'y a, —supA.
Si A no es acotado superiormente, existe una sucesion
a, € AVneN y a,— 4oo.
En este ultimo caso, escribimos, de todos modos, sup A = +o00.
Apliquemos esto al conjunto de ntimeros reales
A={f(z)/zek}.
De acuerdo a lo anterior, existe una sucesién
a, = f(z,) € A con f(x,) — sup A.

Luego, z, € K Vn € N. Notar que como K es cerrado y acotado, de
acuerdo al Teorema de Bolzano-Weierstrass, x,, posee una subsucesion
convergente, con limite en I, digamos

Ty — 27 € K cuando n — oo.

Como f es continua en x* relativamente a K, se sigue entonces que
f(@km)) = f(z*). Pero se tiene también que f(z,) — sup A. De este
modo, necesariamente sup A < +oo y f(z*) = sup A. Como sup A es
cota superior de A, se tiene entonces que

flz) < f(z") Vzelk,
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y por ende f se maximiza en x* sobre K. La existencia de un pun-

to de minimo x, en K se prueba en modo similar roponemos la
)

demostraciéon como un ejercicio. O

EJjeEmMPLO 6.1. Consideremos el elipsoide
E={(z,y.2) | %+ +5 <1},

que es un conjunto cerrado y acotado. La funcién f : F — R definida
por f(x,y,2z) = /2 + y? alcanza su méximo y su minimo pues es
continua. Observemos que f(x,y, z) representa la distancia del punto
(x,y, z) al eje OZ. Vemos entonces que el minimo de f es 0 y se alcanza
en todos los puntos del elipsoide que se encuentran en el eje OZ. Es
decir, en los puntos de la forma (0,0, z), donde 2? < ¢2. Por otra parte,
el maximo de f(z,y, z) es méax{|a|, |b|} y alcanza en los puntos:

» (+a,0,0), si |a| > |b];

w (0,£b,0), si |a|] < |b]; y

» (2,y,0) con 2% + y* = a?, si |a| = |b].
Mas adelante veremos un método practico para determinar dénde se
encuentran el maximo y el minimo de funciones continuas en dominios
cerrados y acotados mas generales.

El Teorema 6.1 puede aplicarse para probar la existencia de maxi-
mos o minimos de funciones continuas sobre conjuntos que no son ne-
cesariamente cerrados y acotados. Una funcién f : RY — R es coerciva
si

Iim f(z) = +o0.
llz[| o0

Es decir, si para cualquier sucesién z,, € RY con ||z,| — +oo se tiene
que f(z,) — +oo.

El siguiente resultado es una aplicacién clasica del Teorema 6.1.

TEOREMA 6.2. (Minimo de funciones continuas coercivas)
Sea f : RV — R wuna funcidn continua en RN y coerciva. Entonces
eziste un punto x, € RN tal que

f(z.) < f(z) Vo eRY
Esto es, f alcanza su minimo en RY.
Demostracién. Consideremos el conjunto
K={zeR"/ f(z) < f(0)}.

Afirmamos que K es cerrado y acotado en RY.
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Probemos primero que K es acotado. Por contradiccién, si K no
fuese acotado, existiria una sucesién z,, € K tal que ||z,| — +oc.
Debe tenerse entonces, por hipdtesis, que f(x,) — +00. Pero esto es
imposible, pues f(x,) < f(0) para todo n € N. Por lo tanto, K es
acotado.

Para ver que K es cerrado, consideremos un punto cualquiera xg €
Adh (K). Por definicién de adherencia, existe una sucesién z,, € KC con
x, — xo. Como f es continua en xy, tenemos entonces que f(z,) —
f(z0). Pero como z,, € K se tiene que f(x,) < f(0) Vn € N, y por lo
tanto también f(zo) < f(0). Esto significa precisamente que xy € K.
Hemos probado que todo punto de Adh (K) estd en realidad en K,
lo que quiere decir Adh (K) C K. Como siempre se tiene la inclusién
opuesta, concluimos que Adh (K) = K, esto es que K es cerrado.

Asi, I es cerrado y acotado, y por lo tanto, en virtud del Teorema6.1,

existe z, € K con
flz,) < f(z) Vzek.
En particular, f(z.) < f(0). Como, por definicién de K, tenemos
f(0) < f(z) Vo € RV \ K, se sigue que, también,
flz,) < f(z) VzeRV\K,

y porende f(z,) < f(x) Vo € RY. Esto concluye la demostracién. [J

EJEMPLO 6.2. Es facil ver que la funcién

f(z,y,2) = sinh®(z) + cosh(y) + 2*

es continua y coerciva. Por lo tanto alcanza su minimo en R?. Se deja

como ejercicio al lector que el minimo es 1 y se alcanza en el origen.

EJEMPLO 6.3. Consideremos la funcién f : R? — R

2
T
f(z,y) = 2?4y — log(1 4+ 2+ y2) + > cos(zy).

Afirmamos que f alcanza su minimo en R?. En efecto, observemos que

flzy) L log(1 4 2% + y?) x?

$2+y2_ x2 4 12 22 4 2
Por la regla de I'Hopital, tenemos que

cos(zy).

de modo que, en particular, existe Ry > 0 tal que

log(1 + r? + 92) | 2 2 2
R < 7 S |(z,y)||* = 2* 4+ y* > Ro.
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Por otra parte,
1 22 1 22 1
sy @) 2 5 s 2 73
y entonces, si ||(z,y)|* = 2* + y* > Ry, tenemos que
f(z,y) > 1 11 1

2 4+y? T 4 2 4
de modo que, para todo punto (x,y) con ||(z,y)|| > v/ Ro, tenemos
1
f(x,y) > ZH(I?y)HQ )
de lo que se deduce, en particular,

Iim  f(z,y) = +o0.

Il ()] =+o0

Por 1ultimo, se puede probar facilmente que f es continua. De modo

que usando el Teorema 6.2 se concluye que f alcanza su minimo en
R2. O
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7. Problemas Capitulo 2

P1.- Estudie la existencia de los siguientes limites:

. sin(2x) — 2z + . 2 g2 2

i) lim in(2r) = 2w +y i1)  lim ny-x2 y2 i) lim %
()= (0,0) 3 +y (2.4)—(0,0) 2ty (@y)=(00) 2 +y

P2.- Considere la funcién f : R? — R dada por
_Jx+y siz+y <0
f(x’y)_{\/x—i—yjtxy siz4+y>0

Determine los puntos de R? donde f es continua. Justifique su
respuesta.

P3.- Considere el conjunto A C R? dado por
A={(z,y) /x>0, 0<y <z}
Determine para qué valores de a@ € R la funcién f : R? — R
definida por
(z —y)y
fla,y) = e
0 si (z,y) ¢ A

si (z,y) € A

es continua en R?.
P4.- Sea la funcién f : R*> — R definida por
222
si (x,y) # (0,0
Fa = T @ogp 700
1 st (z,y) = (0,0)
i) Estudie la continuidad de f en R
ii) Pruebe que el conjunto de puntos del plano donde f es
continua, es un abierto.

iii) Pruebe que f alcanza un maximo sobre la circunferencia
2?2 +y? =1, y su valor es 1.

P5.- Sea ¢ : RV \ {0} — R una funcién continua relativamente a su
dominio, y defina f: RV \ {0} — R como

flx)=¢ (Hi—n)
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1) Demuestre que f alcanza sus valores méximo y minimo en

RY\ {0}.
Ind. Considere la parte P1.- ii), del Capitulo 1.(pédg.19)
2) Demuestre que si f no es una funcién constante, entonces

el limite HH(I) f(z) no existe.
T—
3) Determine si los siguientes limites existen

2?yz , 22yz

lim lim
(#,9,2)—=(0,0,0) T + Y222 + 2 (2,9,2)—(0,0,0) /212 + Y0 + 24
P6.- Considere la funcién

[, y) =

definida en el conjunto D = {(z,y) € R*: 2? +y* < 1}.
Demuestre que existe (g, o) € D tal que

f(xo,y0) < f(w,y) V(z,y) €D

1 — xy cos(z3e?)

1—a2—y2

P7.- Sea f : RY — R una funcién continua tal que f(0) > 0y
Vz € RY con [|z|| >1: f(x) < 0. Demuestre que 37 € R tal
que

f(z) < f(z) Vo eRN,

P8.- Sea K C R un conjunto cerrado y acotado, y sea zo € RV \ K
un punto fijo. Se define f : K — R mediante

f(@) = ||z = o]
1) Demuestre que f es una funcién continua.
2) Pruebe que f alcanza un méximo y un minimo sobre K.
3) Muestre que ml}I{l f(z) > 0.
re
4) Dada una constante ¢ > 0 tal que min f(z) < ¢ < max f(x),
zeK zeK

consideremos el conjunto
Kl)={re K: f(z) <c}

i Es K(c) un conjunto abierto?
5) Sea ¢ como en la parte anterior. Encuentre los conjuntos

Adh (K(c)), Int (K(c)) y Fr(K(c))
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P9.- Se define Z* = Z \ {0}. Considere los siguientes subconjuntos
de R?

A={(a,y) /2 £0 A y#0}y
B :={(0,0)} u{(1/nm,0) /neZ*'} U{(0,1/nm) / n € Z"}
Demuestre que la funcién f : AU B — R definida por

Fly) = { éx+y) sin(1/z) sin(1/y) :11 ((5:;/)) :gl

es continua en A U B.






Capitulo 3

Diferenciabilidad de funciones de varias variables

En las secciones anteriores hemos analizado las nociones de limi-
te y continuidad de funciones. En modo analogo a la secuencia logica
utilizada en el calculo de una variable, introducimos a continuacién
la nocién de diferenciabilidad. El élgebra lineal nos sera de gran uti-
lidad en este andlisis. En efecto, tal como en el caso de una variable,
diferenciabilidad en un punto correspondera al hecho que la funcién
podra aprorimarse bien por una funcion lineal cerca de este punto.

Recordemos que toda funcién lineal L : RY — R™ puede represen-
tarse en modo matricial como

L(z) = Az
donde A = (aj;),; es una matriz m x N,y @ = (z1,...,2n) se escribe
como un vector columna. Asi,
. -
> a1,
_ - .. j=1
an a2 -+ AN T N
21 : s Q9N X2 Z Q95T 5
Jj=1
A= r = Ax =
| Gm1 Q22 - QN | TN N
D U
L7=1 i

Una funcién lineal afin es una f : RY — R™ de la forma
f(z) =Ax+0b
donde b € R™. Notemos que si o € R, entonces puede calcularse
b= f(xo) — Azy, y por lo tanto vale la igualdad
(0.1) f(x) = f(xo) + Az — 20).

Para una funcién f cualquiera, diremos que f es diferenciable en el
punto xg si existe una matriz A tal que para todo x cercano a xq vale
que f(z) ~ f(xg) + A(x — x0), esto es, si f es aprozimadamente una

41
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funcion afin cerca de x(. Precisaremos este concepto a continuacién,
primero recordando que para f : R — R decimos que f es diferenciable

en xy si el limite
h) —
0 = lim f(xo +h) — f(x0)
h—0 h
existe. En tal caso, por cierto, llamamos a = f'(z). Esta relacién puede
reescribirse en el modo siguiente:
| f(xo +h) — f(wo) —ah|

Hm 7] =0

Asi, f es diferenciable en xq si, y solo si, existe a € R tal que
f(xo+h) = f(xo) + ah + 0(h)
donde la funcién 6(h) = f(zo + h) — f(x¢) — ah satisface

lim M =0.

h—0 ’h’
Expresada en esta forma, la nocién de diferenciabilidad puede ser ex-
tendida a funciones de varias variables. Para evitar complicaciones que
surgen en intentar extender nociones andlogas a derivadas laterales, co-
mo fue hecho en el caso de una variable, es conveniente suponer que f
esta definida en un conjunto abierto que contiene al punto xg de nuestro
interés.

1. Definicién de diferenciabilidad y derivada

Consideremos entonces una funcién f : Q@ C RY — R™, donde  es
un abierto en RY, y zy € Q. Decimos que f es diferenciable en x si
existe una matriz A de tamano m x N, tal que

(1.2) f(zo+h) = f(zo) + Ah + 0(h)
donde la funcién 0(h) satisface

10|
1. lim ——— = 0.
) O TR
Esta ultima condicién expresa que f(zo+ h) difiere de una funcién afin
en un término que va a cero mas rapido que el orden lineal cuando A

va a 0.

Afirmamos que si existe una matriz A tal que las relaciones (1.2),
(1.3) se satisfacen, entonces ésta es unica. En efecto, supongamos que
Ay y A, son dos matrices tales que
(W)

I 7Y I
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donde
0i(h) = f(xo+ h) — f(xo) — Aih .
Notemos que

160(R) = B2(R)I| _ 162 ()] [182(R)]

0< < 0
7] 7] 7]
cuando h — 0 y entonces
1B =0 (A — Ah|
h—0 Hh” h—0 HhH
Fijemos cualquier vector g € RY con ||g|| = 1 y consideremos la su-

cesion h,, = % g. Entonces, por definicion de limite h — 0 tenemos en
particular que

i A — As)h,
0= lim €Ay 2)hn| = ||(A; — Aa)g]l,

neo 17

esto es, (A} — Az)g = 0. Esto de inmediato implica que A; = Aj, pues
escogiendo g = ¢;, el i-ésimo elemento de la base candnica, obtenemos
que la i-ésima columna de A es igual a 0, esto para todoz=1,..., N.

En caso de existir esta matriz A le llamamos, sin ambigiiedad en
virtud de su unicidad, la derivada de f en xg, y denotamos

/
A se denomina también a veces la matriz Jacobiana de f en xy.

La funcién
T(zx) = f(wo) + f'(z0)(x — 20)

se denomina, naturalmente, aprorimacion afin de f en torno a xg.

Como en el caso de funciones de una variable, la diferenciabilidad
de f en xy implica su continuidad. En efecto, tenemos que

lim I/ (zo + h) = f(xo) — f'(xo)hl| _
h—0 7]

lo que implica que existe 6 > 0 tal que si ||h|| < 0 entonces

17 o +B) = [(o) = Fao)hl] _
7] =

Ahora, por desigualdad triangular,
(1.5) [If(mo+h)— f(zo)ll < [[f(zo+h)— f(zo) = f'(wo) hl[ +|f (zo) B]l.

0,

(1.4)
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Escribamos f'(zo) = (a;;). Entonces

1 (o) ||* = Z(Zam >2§§<§azjhﬂ.>2.

Como para todo j tenemos |h;| < |||/, entonces

(1.6) 1/ (o)hll < Z (Z %) 17]]-

Usando las desigualdades (1.4) y (1.6) para estimar el lado derecho en
(1.5), obtenemos que

(1.7) (Vh e B(0,0)) = |[f(zo+h) = flzo)|l < CllA],
donde
N 2\ 3
i=1 \j=1
De (1.7) concluimos, en particular, que ]llirr(l) f(zo + h) = f(xo), lo que
—

significa que f es continua en xg.

EJEMPLO 1.1. Consideremos la funcién f : R? — R dada por
f(z,y) = 22* + 3wy + 5y* + 3z + 2y + 10.
Probaremos que f es diferenciable en un punto (zo,yy) cualquiera y
encontraremos su derivada. Tenemos
flzo+ h,yo + k)
= 2(wo+h)? +3(xo+ 1) (yo + k) +5(yo + k) +3(x0 + h) +2(yo + k) 4 10.
Expandiendo los cuadrados y reagrupando términos, vemos que
f(zo+ hyyo + k) = (223 + 5yd + 3woyo + 320 + 2yo + 10)
+(420 + 3yo + 3)h + (320 + 10y + 2)k + (2h% + 3hk + 5k?).
Asi, vemos que
f(xo+ h,yo + k) = f(x0,v0) + L(h, k) + 0(h, k)

donde ¢(h, k) es lineal en (h, k) y 6(h, k) lleva solo términos cuadraticos.
Tenemos

((h k) = [dzo + 3yo + 3, 3o + 10yo + 2] [Z] y 0(h.k) = [, k] {332 Bﬂ m

Ahora,
0(h, k)| = |2h* + 3hk + 5K*| < 2h* + 5k% + 3|h||k| < 7(h* + k?)
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y entonces
, ]9(h, k)] )
< Iim =21 <7 1im bk =0,
(k=00 ||(h, K| T (hk)=(0,0) 1(h, k)l

Concluimos entonces que f es diferenciable en (g, yo) y que su derivada
esta dada por la matriz fila 1 x 2,

[ (zo,y0) = [4wo + 3yo + 3, 3o+ 10y + 2] .
EJEMPLO 1.2. Sea f : RY — R dada por la forma cuadrética
f(z) = 27 Az
donde A es una matriz de N x N. Dado z, € RY, observemos que
flzo+h) = (w0 +h)TA(xo +h) = 2} Azg + 28 Ah 4 b Az + T Ah .

Como en el ejemplo anterior, reconocemos en esta expansién inmedia-
tamente términos lineales y cuadraticos en h. Notando que si a € R
entonces a = a’, entonces con a = h’ Az se tiene la siguiente igualdad

hT Azy = (BT Azo)" = 2l ATh
y entonces, para el término lineal tenemos
((h) == at Ah + hT Az = [2 (A + AT)]h.

Por otra parte, tenemos que

N N
O(h) == h"Ah =" " a;hih;.

i=1 j=1

Notemos que, para todo 1, 7,

N
[Ballhg] < [l + Ry * < 2 [hf* = 2[|])?
=1
Por lo tanto,

N N
O < 20R) YD lal,

i=1 j=1
de modo que
. [0(h) ,
< — < =0
’J
Concluimos entonces que [ es diferenciable en zy y que su derivada
estd dada por la matriz (fila) 1 x N,

f'(x0) = zg (A+ AT) .
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2. Operaciones con funciones diferenciables

La sola definicién, como la utilizamos en los ejemplos anteriores,
no es una herramienta suficientemente poderosa en la identificacién de
la derivada en caso de que una funcién sea diferenciable. Desarrollare-
mos a continuacién una serie de reglas operacionales que nos permitan
probar la diferenciabilidad de una funcién dada, y encontrar la matriz
derivada si es que ésta existe.

Para comenzar, una propiedad basica de la diferenciabilidad es su
respeto al dlgebra de R™, tal como en una variable. Tenemos el siguiente
resultado.

PROPOSICION 2.1. (Algebra de la diferenciabilidad)
Sean Q C RN abierto, f,g: Q2 — R™, 2y € Q, o, B € R. Supongamos
que [ y g son diferenciables en xy. Entonces

(a) La funcion af + Bg: Q — R™ es diferenciable en xqy y
(af + Bg) (z0) = af'(z0) + By’ (x0) -

(b) Sim =1, la funcion f-g:Q — R es diferenciable en xqy y se
tiene la validez de la regla del producto,

(f - 9)'(zo) = g(x0) f'(z0) + f(w0)g' (o)

Demostracion. Realizaremos solo la demostracién de la propiedad del
producto (b), dejando la parte (a) como un ejercicio al lector. Denote-
mos

01(h) = f(zo+h)—f(xzo)—f'(xo)h, 02(h) = g(xo+h)—g(x0)—g'(x0)h.

Observemos que

0(h) = (fg)(zo+h) = (fg)(wo) — [9(x0) ' (x0) + f(x0)g'(0)]h
= [g9(xo) + g'(w0)h] 61(h) + f(zo + h) O2(h) + (f'(xo) ) - (¢'(x0)R) -

Tenemos que

, / Ql(h) - _
}ng%)[g(ﬂ?o) + g'(20)h] - g(wo) -0 = 0.
Por otra parte,
, 02(h)
| h = -0=0.

Finalmente, gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwartz,

| (f'(zo)R) (g'(xo)h) | = II.f (o) hll lg' (o) hll < IIf'(xo) 19 (o) Il 117,
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y se sigue que

(f"(zo)h) - (¢'(xo) )

1i =0.
N T !
La conclusion es entonces que
O(h
lim —( ) =0,
h—0 Hh“
y la afirmacién (b) se cumple. O

Si bien la introduccién de varias variables es una variante poco tri-
vial de la diferenciabilidad de funciones de variable real , no es el caso
en lo que concierne a funciones con varias coordenadas: la diferenciabi-
lidad de una funcién f : RY — R™ se reduce a la diferenciabilidad de
cada una de sus m funciones coordenadas, como enuncia el siguiente
resultado, andlogo a la Proposicién 3.1 en cuanto a continuidad.

PROPOSICION 2.2. Sean Q2 C RN un abierto, f : Q — R™, xy € 0,
f(@) = (fi(@), fal2), .-, fin(2).
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(a) f es diferenciable en xy.

(b) Para todo i = 1,...,m, las funciones f; : Q@ — R son diferen-
ciables en xqy relativamente a €.

En tal caso se tiene la igualdad

/
f m(l‘o)
Demostracion. Notemos que para una matriz A de tamano m x N,
que expresamos

F AL
As,
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donde los A; son vectores fila 1 x IV, se tiene la igualdad

[ fi(zo+h) = fixo) = ALh ] [01(R)]
f2(wo + h) — fa(xo) — A2h O (h)

f(zot+h)—f(2o)—Ah = . = | =

_fm(xO + h) - fm(xo) - Amh_ _em(h)_
De este modo,

o)l 10:(h)]
lim ——— =0
=0 ||A] h=0 |7l

=0 Vi=1,....,m.

Asi, A = f'(xg) siy sélo si A; = fl/(zo) para todo i. Esto concluye la
demostracion. O

EjempLO 2.1. Consideremos una funcién ¢ :Ja, bj— R™. Asi, ¢ es
diferenciable en t si, y sélo si, sus coordenadas lo son y se tiene la
relacién natural

[ (1)

¢5(t)

¢'(t) =

O, ().
Observemos en particular que la derivada puede calcularse a partir de
la férmula habitual,

#(6) = Jim = (9(t +h) — 9(0))

—0

3. Derivadas direccionales, parciales y diferenciabilidad

Una propiedad sencilla, al mismo tiempo poderosa para el célculo
de la derivada de una funcion de varias variables, es su vinculo con deri-
vadas de funciones de una variable, en el modo que enuncia el siguiente
resultado.

PROPOSICION 3.1. Sean Q C RN un abierto, f : 0 — R™, xy € Q.
Supongamos que f es diferenciable en zy. Entonces Ve € RN \ {0} la
funcion t — f(xo + te) es diferenciable ent =0, y se cumple que

d
Ef(xo + te)’tzo = f'(xo)e .
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Demostraciéon. A lo largo de cualquier sucesion h,, — 0 tenemos que

lm |f(zo + hn) — f(x0) — f'(20) D] _

n—o0 1P

0.

Dado e € R™\ {0} escojamos h,, = t,e, con t, — 0. Entonces

, Hf(l’o + tne) - f(xO) B tnf’(%)eH

lim =0,
n—00 [l lle]]
lo que implica
) 1
nh_{f)lo t_(f(xo +tne) — f(20)) — f'(wo)e|| = 0,

es decir

lim —(f(zo + tne) — () = f'(x0)e.

n—oo n

Como la sucesion t, — 0 es arbitraria, se sigue que

lim (/o + t€) — F(w0)) = F'(wo)e.

t—

y la demostracién ha sido concluida. U

El resultado anterior nos permite entregar una interpretacion geométri-
ca de la derivada de una funcién de varias variables en el caso m = 1.
Supongamos que |le|| = 1. Entonces t — x4+ te define la recta que pasa
por xy y tiene a e como vector director. Asi, la funcién ¢t — f(xg + te)
corresponde a la restriccion de la funcion f a esta recta, y su derivada
en t = 0, el nimero f'(zg)e, corresponde entonces a la pendiente del
grafico de f en el punto xy, medida en la direccién del vector unitario
e. Es decir, la tasa de crecimiento de la funcién f en este punto y en
esta direccion.

Lo anterior motiva la siguiente definicién general: Sean 2 C RV un
abierto, f: Q — R™ x5 € Q, e € RN con ||e|| = 1. En caso de existir,
el limite

d 1
W o o) —
f'(wos €) == = f(wo + te)|,_, = 1im =(f(zo + te) — f(wo))
se denomina derivada direccional en xg, en la direccién e.

En virtud de la proposicién anterior, se tiene entonces que la dife-
renciabilidad de f en xy implica la existencia de derivadas direccionales
en xy en toda direccion unitaria e, y ademas en tal caso se satisface la
relacion

f(@o; e) = f(xo)e
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De especial relevancia son las derivadas direccionales de f en la
direccién de los elementos de la base candnica,

e; = (0,0,...,0,1,0...0),

en el cual todas las componentes excepto la j-ésima son iguales a cero.
Las derivadas direccionales en xy en las direcciones e; se denominan
derivadas parciales de f en xy. Asi, la j-ésima derivada parcial de f,
en caso de existir, se define como

of

Foan) = 52 (w0) = lim 3 (F o+ ) — F(x0)

Analicemos mas precisamente esta cantidad. Tenemos que

of d d
a—x](l‘o) = %f(l'o +tej)’t:0 = Ef(.flf()l, <oy Loj —|—t, c. ,.CEON)’t:O

d
= %jf(l‘(n, R TR ’xON)}:Bj::Boj'

Asi, derivar parcialmente corresponde a derivar en la j-ésima varia-
ble (como funcién de una sola variable), considerando a las restantes
variables como constantes.

EJEMPLO 3.1. Sea f(z,y) = e cos(x®+y?). Las derivadas parciales
respecto a las variables = e y calculadas en un punto arbitrario (z,y)
estan dadas por

of

a—(x, y) = ye™ cos(z® + y°) — 2ze™ sin(2® + ¢°) ,
x

0
a—f(ac, y) = ze™ cos(2® + y°) — 3y®e™ sin(2® + ¢°) .
Y
Con este ejemplo vemos que en el caso de funciones dadas por
férmulas explicitas, el calculo de derivadas parciales se realiza simple-
mente de acuerdo a las reglas de la derivacién de una variable. En caso
de una funcién diferenciable, estas cantidades de hecho determinan a

la matriz derivada. En efecto, si f es diferenciable en xy tenemos que
of ) /
——(x9) = f'(x0; €;) = f'(x0)e;
o (1) = (a0 ) = f(xo)e
que corresponde exactamente a la j-ésima columna de la matriz f'(zo).
Por otra parte, sabemos también, en virtud de la Proposicién 2.2 que la

i-ésima fila de la matriz f’(xq) corresponde precisamente a la derivada
fl(xg) de la funcién coordenada f;. La férmula anterior nos dice que

of; ,
T a0) = fiankes.
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Asi, este tltimo numero es exactamente la j-ésima coordenada de la
fila ¢ de la matriz f'(zg), esto es, la entrada ij de esta matriz. Tenemos
entonces la validez del siguiente importante resultado para el cédlculo
de la matriz derivada.

PROPOSICION 3.2. Sean Q C RY abierto, f : Q@ — R™, 2y €

Q. Supongamos que f = (f1,... fm) es diferenciable en xo. Tenemos
entonces que la matriz f'(xq) puede calcularse como
/ a % . .
(f (xo))ij = 89{»(%)’ Vie{l,....m},Vje{l,...,N}
j
es decir
B 8f1 afl afl i
3x1 (-To) 3x2 (1'0) aI'N (1'0)
8]‘2 8f2 afZ
~—(x0)  7—(70) = (@)
() = 8:51. 8:52‘ 01’]\/.
| 01y (o) 0o (o) oxn (o)
Ademds _ _
0% (40)
a.ij 0
Of2
ﬁ( | a—%(ﬂﬁo)
o Lo) = .
Ofm
o,

Es importante destacar que la sola existencia de las derivadas par-
ciales, o incluso la de todas las derivadas direccionales, no implica por
st sola la diferenciabilidad de f. Veamos dos ejemplos de este hecho.

EJEMPLO 3.2. Consideremos la funcién

Sl (2,y) £ (0,0,
ry) = { Vo
f@.y) { 0" s () = (0,0)

Afirmamos que esta funcién es continua en (0, 0), que todas sus deriva-
das direccionales existen en este punto, pero que f no es diferenciable.
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Para la continuidad, observemos que si (x,,, y,) — (0,0) con (x,, y,) #
(0,0), se tiene que

nl|Yn 1
F(myn) — 10,00 = LZallml 1 mmmmm

Vi +y2 T2

Como la sucesion escogida es arbitraria,
lim )f(a?,y) = £(0,0)

(z,y)—(0,0

Asi, tenemos que

y f es continua en (0,0).

Sea ahora e = (ej,ey) con |le|| = 1. Tenemos entonces que para

t4£0,

61‘62’

1
F(0.0) +tlere) = (0.0 =~

y por lo tanto
61‘62‘

f((0,0); e) = \/ﬁ'

En particular, notemos que evaluando en e = (1,0) y en e = (0,1)
obtenemos
of of

5-(0.0)=0= a—y(o,o).

Si f fuese diferenciable en (0,0), debiésemos entonces tener f'(0,0) =
[0 0], y por lo tanto para cualquier e,

1'((0,0); €)= f(0,0)e=0.
Pero la férmula obtenida nos dice por ejemplo que para e = (\/5) - (1,1),
1
f((0,0); ¢e) = 5 una contradiccién que nos muestra que f no es dife-
renciable en (0, 0).

EJjempPLO 3.3. Consideremos ahora la funcion
1 si 0<y<a?
Ha.y) = {O si no .
Esta funcién no es continua en (0, 0), pues, escogiendo la sucesién
1 1
nUn) = —=— ] — (0,0
(o) = (5507 ) = (0.0

obtenemos que

f(@n,yn) =17 f(0,0)=0.
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Por otra parte, fijemos cualquier vector e = (e, e3) con e # 0. Sie; =0
0 e; = 0, obviamente f(te) = 0 para todo t. En el caso ej, ey # 0, la
desigualdad 0 < tey < t%e? es vélida solo cuando [t| > e;?|es|. Asi,
independientemente de e, tenemos que f(te) = 0 para todo ¢ suficien-

temente pequeno. Entonces
fte) ~0 _

7/((0,0)5¢) = lim 122

por lo tanto todas las derivadas direccionales en (0,0) existen y son
iguales a 0. Finalmente como f es discontinua en el origen, no puede
ser diferenciable, sin embargo todas las derivadas direccionales de f
existen.

0,

4. Continuidad de derivadas parciales y diferenciabilidad

Los ejemplos anteriores nos dicen que la existencia de derivadas par-
ciales no implica diferenciabilidad, ni siquiera continuidad de la funcién
en cuestion. Como veremos en esta seccion, por fortuna si es cierto que
la existencia de derivadas parciales en un entorno del punto, méas su
continuidad como funcién de su argumento garantizan diferenciabili-
dad. Esta condicion suficiente es la principal herramienta para decidir
cuando una funcién concreta es diferenciable.

TEOREMA 4.1. Sea Q C RY un abierto, f : Q — R™, x5 € Q.
Supongamos que la derivadas parciales

0
—f(x) existen Vr e, Vj=1,...,N,
@xj
y que ademdas las funciones
0 0
—f:Q—>Rm, xr—>—f(x)
@xj a.ij

son continuas en xy. Entonces f es diferenciable en xy.

Demostracion. Basta probar el teorema para cada una de las fun-
ciones coordenadas de f en virtud de la Proposicion 2.2. Suponemos
entonces que m = 1. Llamemos A la matriz 1 x N que tiene a las
derivadas parciales de f en xy como sus entradas, esto es
0 0
a2 /

= axl (1’0) g ey %(iﬂo)

Sea
0(h) = f(xo + h) — f(xo) — Ah.
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Debemos probar que

lim _H(h) = 0.
h—0 HhH

Para ello, escribamos

aj(h) = f($01,-~a950j—1,$0j +hj,~-,$0N +hN), J=1...,N,
de modo que, en particular a;(h) = f(z¢ + h). Definimos también,
any1(h) = f(z0). Notemos que

N

f(xo+h) = f(zo) = ar(h) — ant1(h) = Z[%’(h) — aj+1(h)].

i=1

Por otra parte,

aj(h) —aj1(h) = f(xor, ..., Toj—1, Toj + hj, Zoj41 + 1. .., Zon + hn)
—f(@o1, ..., Toj—1, Toj, Toj+1 + Pjq1 ..., Ton + hy)

que es un incremento de f en la j-ésima variable. Aplicando entonces el

Teorema del Valor Medio para esta funcién de una variable (y a valores
reales!), encontramos que existe &; = §;(h) €]0, h;[ tal que

0
aj(h)—a;1(h) = 8—:1{-(9601’ ooy Toj—1, Toj+EG, Tojr1H .. Zon+h) by
J

Escribamos por conveniencia
J —
h) =(0,...,0,&, hjr1-.., hy) .

Como || < |hy| se tiene que h/ — 0 si h — 0. Notemos también que
N
of
Ah=% ——(z0)h;
Z al'j ($O) 7
j=1
y por lo tanto

6 = 3 a0~ gt~ (o) ]




4. CONTINUIDAD DE DERIVADAS PARCIALES Y DIFERENCIABILIDAD 55

y por Cauchy-Swchartz,

N of of Nz /N 3
o(h)| < — h') — — hl .
jo(n)| < (Z o (10 19) = 5 (x0) ) (Z )
Asi,
1
N 2\ 2
0(h)] _ . of \_ Of
< — K _ N 2L _
< m e < i z:: axj(°+h) axj(‘”“) 0
pues para todo j se tiene
of i Of
lim a—x](xo +h') = 8—@(%)
por la continuidad de la funcién ngj(x) en © = x. Esto concluye la
demostracion. O

Decimos que una funcién f es continuamente diferenciable en €) si
todas sus derivadas parciales existen en todo €2 y definen funciones con-
tinuas en €. En tal caso, se dice que f es de clase C' en €. Ademds se
denota por C''(Q) el espacio vectorial de las funciones de clase C' en Q.

EJEMPLO 4.1. Las derivadas parciales de una funcién diferenciable

no necesariamente definen funciones continuas. Consideremos la fun-
cién f: R? — R definida por

1

flx,y) = (22 4 y?) sin (W) si (x,y) # (0,0)
0 st (z,y) = (0,0).

Resulta que f es diferenciable en el origen y su derivada es (0,0)7. Sin
embargo, las derivadas parciales de f no son continuas en ese punto.

EJEMPLO 4.2. Las funciones construidas a través de féormulas al-
gebraicas basadas en las funciones habituales del calculo: polinomios,
trigonométricas, exponencial, etc., son diferenciables dentro de sus do-
minios de definicién. Consideremos por ejemplo f : R? — R? dada
por

f(z,y) = (2% siny, y*e™, 2%y).
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Notemos que

0

a—i(w,y) = (2xsiny,y36xy,2xy)

?(%y) = (2% cosy, 2ye™ + xy’e™, a?).
Yy

Estas funciones estan definidas en todo R2, y son evidentemente con-
tinuas en todo punto (x,y), al ser constituidas por sumas, producto y
composicién de funciones continuas. Por ejemplo, g—i(x,y) es precisa-
mente la funcion del Ejemplo 4.2. Concluimos entonces, del Ejemplo
4.1, que f es diferenciable en todo punto (z,y). De acuerdo a la Pro-
posicién 3.2, tenemos ademas que

2z sin y 2% cosy
fly) = | y’e™  2ye™ + zy’e™
2y x?

Encontremos la aproximacién afin de f(z,y) cerca del punto (0,).
Esta esta dada por

7o) = 50,1 + 07 |77

Yy—T
esto es,

0 0 0

T(z,y)= |7 + o |7 +y |27

0 0 0

5. Gradiente de una funcion

Consideremos el caso de f a valores reales: O C R™ un abierto,
f:Q =R, xg € f diferenciable en xy. En este caso, como sabemos,
la derivada de f en z( es una matriz fila de tamano 1 x N, y por ello
puede identificarse con un vector de RY. Llamamos a este vector el
gradiente de f en xq y le denotamos V f (). Identificando los vectores
de RY con las matrices columna, tenemos

V f(xo) = f'(z0)",

aunque en realidad no haremos diferencia entre uno y otro si no con-
lleva ambigiiedad. Las coordenadas de este vector son precisamente las
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derivadas parciales de f en zq. Asi,

Y
L (a0)

of

Oy

(20)
(5.8) Vf(xo) =

ﬁ(5170)

_aIN .

El vector gradiente tiene a su vez una interesante interpretacion geométri-
ca. Si e es tal que ||e]| = 1 entonces

f(zose) = f(zo)e = Vf(CUo)Te = Vf(xo)-e,
donde - denota el producto interno canénico. Supongamos que V f(xq) #
0. Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz tenemos entonces que

V(o) -e < [Vf(wo) el < [V f(zo)llllell = IV f(xo)ll-

. Vf(zo
Escojamos e, = ||Vfgxo§||' Entonces
IV f (o) |I?
Vi(xg) e = ———— = |V f(xo)l.

La conclusion es entonces que

fl(xose) < flxo; ex)
para toda direccién e. Asi e,, la direccién del gradiente V f(zg), es
aquella de mazximo crecimiento de f.

6. Plano tangente

Para una funcién diferenciable de dos variables, consideremos su
grafico definido del modo siguiente:

f:QCR* =R
Consideremos su grafo, el subconjunto de R? dado por
Gr(f) ={(z,y,2) / 2= f(z,y), (z,y) €Q}.
Como tenemos que

f(x,y) ~ f(wo,90) + Vf(w0,90) - ( — 20,y — Y0),

cerca de (zo,yo), es entonces también el caso que su grafo se asemeja a
aquél de la funcién afin al lado derecho de la expresién anterior. Este
ultimo grafo es el conjunto
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{(,y,2) / 2= f(zo,90) + Vf(x0,%0) - (v — 20,y —¥0)} ,
{(,y,2) / 0= (Vf(20,90), —1) - (x — 0,y — Yo, 2 — f(T0, %)) -},

fa:(anyO)(x - I'O) + fy(xov yo)(y - yO) + (_1)(2 - f(x07y0)) = 0.

Este conjunto es un plano en R? que pasa por el punto (zg, yo, f (70, %0)),
que yace en la superficie definida por el grafo. Este plano aproximan-
te de la superficie se denomina plano tangente al grafo en el punto
(20, Yo, f(x0,yo)). Notemos que su vector normal estd dado por

n= (Vf(-TanO)a _1) = (fx(any0)7 fy(x0>y0)> _1)7

lo cual nos entrega otra interpretacion geométrica del gradiente: deter-
mina el vector normal a la superficie dada por el grafo. Mas general-
mente, para una funcién de N variables f : Q C RY — R, su grafo se
define como el conjunto de los puntos

(7, 2n41) € X x RC RV tales que xyy1 = f(2).

El hiperplano tangente al grafo en el punto (xg, f(x)) estd dado enton-
ces como el conjunto de puntos (z, xy11) que satisfacen

TN+l = f([[’o) + Vf(l'o) . (ZL‘ - I‘O).

EJEMPLO 6.1. Consideremos la esfera en R3 dada por el conjunto
de puntos (z,y, z) que satisfacen

2’ +yP 422 =2,
esto es, la esfera con centro en el origen y radio v/2. Encontremos la

ecuacion del plano tangente a esta esfera, respectivamente en los puntos
(0,1,—1) y (1,1,0). Notemos que los puntos (z,y, 2) de la esfera con

z < 0 satisfacen
t= 2o = f(ay)

Asi, la esfera corresponde, cerca del punto (0,1, —1), precisamente al
grafo de la funcién f(z,y). Calculamos

fx(xay> = - Y

T X, -
2 =52 — 42 To(,y) /2 — 2% — 2

de modo que el plano tangente en este punto esta dado por la ecuacion
f2(0, D)z + f,(0,1)(y — 1) + (=1)(2 +1) = 0,

esto es, el plano en R3, y — 2z = 2.
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Si bien el punto (1,1,0) estd también en el grafo de la funcién f
anterior, sus derivadas se hacen infinitas. Podemos sin embargo visua-
lizar la esfera en torno a este punto también como un grafo, pues ésta
puede expresarse por la ecuacién

y=v2—a2—-22=g(x,z) .

En este caso tenemos

fx(l',Z) = - -

T 2\, %) = ——F/———,

viso = = aee—s

y el plano tangente esta entonces dado por la ecuacion
fe(L0)(z = 1) + f:(1,0)2+ (=1)(y = 1) = 0,

esto es, el plano x +y = 2.

7. Teorema del Valor Medio

El Teorema del Valor Medio para funciones de una variable admite
una generalizacion a funciones de varias variables en el modo siguiente.

TEOREMA 7.1. (Teorema del Valor Medio)
Sea Q C RN abierto, f : Q — R diferenciable sobre todo Q. Sean
x,y € Q) puntos tales que el segmento entre x ey estd contenido en €,
esto es
[z, y] ={x+tly—=x) /te]0,1]} CQ.
Existe entonces & €]0, 1] tal que
fy) = fl@)=Vflz+{y—2) - (y—2) .

Demostracién. Consideremos la funciéon ¢ : [0,1] — R definida por
o(t) = f(z+t(y — z)). Por el Teorema del Valor Medio en R, sabemos
que

(7.9) e(1) = ¢(0) = ¢'(£)(1 - 0).
para cierto £ €0, 1[. Por otra parte,

d
P(6) = TR +1)]
de modo que
d
#(&) =T fla+ely —2) +ty — )],

De acuerdo a la Proposicion 3.1, tenemos entonces que

&) =fle+&y—2)(y—2)=Vflr+&y—1z)- (y— ).
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Usando esto y el hecho que ¢(1) = f(y), ¢(0) = f(z), obtenemos de la
igualdad (7.9) la validez del resultado deseado. U

EJEMPLO 7.1. La funcién f : R* — R definida mediante
f(z,y) = sin(x) cos(y) es Lipschitz, con constante K = 1. Para ver esto,
notemos primero que ||V f(z)|] <1 para todo z € R?. Si z = (z1,79) €
y = (y1,%2) son puntos arbitrarios en R?, el Teorema del Valor Medio

nos dice que |f(z) — f(y)| < [z = yl|

8. Regla de la cadena

Como en el caso de una variable, la composicién de funciones dife-
renciables es diferenciable.

TEOREMA 8.1. (Regla de la cadena)
Sean Q@ C RN, A C R™, abiertos, f : @ — R™, g : A — RF. Supon-
gamos que [ es diferenciable en xq, que f(x) € AV € Q, y que g es
diferenciable en f(xq). Entonces la composicion

gof:QCcRY = R*
es diferenciable en xy y ademds

(go f)(xo) = g'(f(z0)) f'(x0).

Demostracién. Consideremos

0(h) = (go f)(xo+h) = (g0 f)(xe) — g'(f(x0)) ['(xo) o -

Denotemos

q(h) = [f(xo + ) = f(x0)], Yo = f(0).

Ciertamente tenemos ¢(h) — 0 cuando h — 0. En realidad, recordemos
que, de la relacién (1.7) existen § > 0 y C > 0 tales que para todo h
con ||h]| < 0,

(8.10) la(R)II < CIR]l.

Por otra parte, definimos la funcién g : R® — R mediante

19(yo + k) — g(yo) — g'(vo) k|
B(k) = 1%l
0 si k=0,

si k # 0,
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y resulta ser continua en k£ = 0 gracias a la diferenciabilidad de g en
1o Podemos escribir entonces

ol . (fleo+h) = flwo) = f'(@o)h)  lla(r)ll

El primer término del lado derecho de la expresiéon anterior va a cero
si h — 0 por la diferenciabilidad de f en zg. Como ¢(h) — 0 cuando
h — 0y [ es continua, tenemos que ((q(h)) — 0. Por otra parte,
la(h)|
17|

de (8.10), sabemos que < C para h suficientemente pequeno.

Deducimos que

||Q(h)H ﬁ(Q(h)) — 0 cuando h — 0,

il
y por lo tanto
O(h
| H(hH)H — 0 cuando h — 0,
lo que termina la demostracion. [l

El resultado anterior permite describir el cdlculo de derivadas par-
ciales de una composicion de funciones, como sigue a continuacién.

COROLARIO 8.1. Sean f,g como en el Teorema 8.1, en donde f(x) =

(fi(x),..., fm(x)). Entonces si
h(z) = g(fi(x),. .., fm(z))

se tiene que

oh B . Og af;
(8.11) a—xj(l’o) = Z Em (f (o)) Oz, (o) -
Demostracion. Sabemos que
oh ,
a—xj(fo) = N(zo)e;

De acuerdo con el Teorema 8.1, escribiendo yy = f(z¢), tenemos en-
tonces que

Ooh

3—%(%) = 9'(%0) f'(x0) ¢; = ¢ (o) g—;j(%)'
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Esto es,
(991 g g1 1794, 4]
992 99 992 Of2
J
G G G O fm
_8—3/1(y0) 8—3/2(?/0) ay—m(%) | _a—%(%)_
F0g, -
0
g? (%o)

g
ﬁyi( 0)_
o~ Ofi, g

Esto concluye la demostracion.

EJEMPLO 8.1. Sean f:R? - R?y g : R® — R? dadas por
flx,y) = (2%, 2y*, 2 —y) , g(u,v,w) = (w? u+ 1). Tenemos que

2. 0 00 2w
fzy) = |v* 2xy y o g (uv,w) = :
L 10 0
Luego
(22 0
00 2x—
(gof)(z.y) = L 0 (0 y)} y? Qxy]
1 -1

2x 0

Para comprobar este resultado, reemplacemos

(go Nz.y)=g(f(z,y) = ((x—y)* 2* +1).

B {2:)& — 2y 2y — 2]
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Tenemos que

/ |22 -2y 2y -2
(gof) (l’,y)— 21 0

EJEMPLO 8.2. En aplicaciones de la regla de la cadena, la situacién
mas frecuente que se encuentra es que una de las funciones es explicita
en términos de sus variables y la otra no lo es.

Consideremos por ejemplo una funcién T : R? — R, (x,y) —
T(x,y). T puede representar una cantidad fisica medida en el plano,
digamos temperatura de cada punto, que no conocemos en principio
en modo explicito, aunque eventualmente satisface una ecuaciéon que
relaciona sus derivadas parciales, esto es una ecuacion diferencial en
derivadas parciales, o EDP. Por alguna razén asociada al problema es-
pecifico que se trate, puede ser mas conveniente expresar la cantidad
representada por T en términos de un sistema de coordenadas que no
sea el Cartesiano (x,y). Por ejemplo, un sistema alternativo estd cons-
tituido por las coordenadas polares (r,0) de modo que z = rcos#,
y = rsinf. La cantidad representada por 7" expresada en coordenadas
(r,0) se define mediante la funcién

h(r,0) = T(rcosf,rsinf)

y nos interesa conocer las derivadas parciales de h en términos de las
de T'. Asi h tiene la forma

h(r,0) = T(fi(r,0), f2(r,0)).

De este modo, aplicamos la férmula (8.11) y encontramos, bajo las
hipétesis de diferenciabilidad requeridas,

dh T oh T Ofs

E(n 0) = a(fl(’l“, ‘9)7f2(T7 ‘9)) or (T7 0)+a_y(f1(ra 0),f2(7“, 0))?(“ 0)7

de modo que, haciendo uso de

ofi 0 B Ofs 0, . = .
o aT(rcos@) = cos¥), o ar(rsmﬁ) =sinéf ,
encontramos
h T T
g—r(r, 0) = Z—z(rcose,rsin@ cosf + g—y(rcosﬁ,rsin@ sinf .
Con un argumento similar, obtenemos que
oh

%(r, ) = —%(Tcose,rsin@r sin 6 + g—Z(TCOSO,TSmH)TCOSG :
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Despejando, esto conduce también a las formulas

oT . oh Oh sin 6
(8.12) %(rcose,rsme)—acose—% .

or , oh . Oh cos 0
(8.13) a—y(r cosf,rsinf) = o sin @ + 0

EJjemMpPLO 8.3. Consideremos para una funcion 7'(z,y) la siguiente
ecuacion diferencial

()« (5)

Se pide encontrar una solucién T'(z,y) tal que

(8.15) lim  T(z,y) =0.

Il (@) |00

(8.14) V (7, y) € R?.

(2.9) 1
€T = -
0 22 1 )

En lugar de resolver esta ecuacion directamente para T', considera-
mos el cambio de variables h(r, ) = T'(r cos 6, rsin6). Notemos que T’
satisface la ecuacién (8.14) si, y sélo si,,

o1\’ L (or ?
ox Jy
para todo (r,0) € [0,00) x [0,27) . Asi, sustituyendo las expresiones

(8.12) y (8.13) en (8.16), obtenemos, luego de algunas operaciones,

(8.17) (%)2 (r,6) + Ti? (%)2 (r,60) = ﬁ

Esta expresion sugiere que el modo mas simple de encontar una solu-
cién, es buscar h independiente de 6, h(r,0) = g(r). Sustituyendo en
(8.17) obtenemos la siguiente EDO para g,

! 2 _ 1
g (T) - (1 +7"2)2

Asi, encontramos una solucién si resolvemos la ecuacién
/

gr) =77

(r) 142

Las soluciones de esta tltima ecuacién diferencial son las primitivas de

1

(8.16) T

(rcosf,rsinf) =

Vrel0,00) .

Vrel0,00) .

15,2 De este modo, obtenemos la familia de soluciones
,

g(r) = arctan(r) + C.
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En términos de la funcion original, tenemos entonces
T(rcos@,rsinf) = arctan(r) + C.
de modo que,
T(z,y) = arctan(y/22 + y2) + C.
La condicién de anulamiento en oo (8.15) nos fuerza a escoger C' = —g

y una solucién de (8.14) como se requiere es

T(x,y) = arctan(y/22 + y2) — g :



66 3. DIFERENCIABILIDAD DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

9. Problemas Capitulo 3

P1.- Para la siguiente funcién estudie derivadas direccionales, deri-
vadas parciales y diferenciabilidad en el origen.

flz,y) = (2®y)"?

P2- a)SeaQ={(z,y) eR?*/ >0, y>0}Seaf:Q—>R
definida por

fl,y) = Va2 + 92 (2 — )

Demuestre que f es diferenciable en €2 y encuentre la ecua-
cién del plano tangente al grafo de f, para todos los puntos
(z,y) € Q tal que z = y.

b) Estudie la diferenciabilidad de f(z,y) = |x + y| en el con-
junto Q@ = (—1,1) x (=1,1). En particular determine los
puntos donde f es diferenciable.

P3.- a) Considere la funcién

o= ()

e” cos(2z%y)
Demuestre que f es diferenciable en todo punto de R2.
b) Calcule la aproximacion lineal afin T'(x,y

)
(0,0), y la ecuacién del plano tangente en (0,
de la funcién

9(z,y) = f(z,y)- (é)

de f cerca de
0,7) al gréfico

P4.- 1) Sea z: D C R?* = R una funcién definida por

z(z,y) = zytan (g)
x
Determine (en términos de z) el valor de la siguiente expre-
sién para (z,y) # (0,0)
0z 0z
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Explique ademéds qué sucede en (0,0).

2) Se define la funcién f(z,y,z) = (%W) )
T+y—=z

Determine el valor de

xa—£+yg+ or

ar Yoy " 82
si (7,y,2) # (0,0,0).

P5.- Hallar la ecuacién del plano tangente a cada superficie
z = f(z,y) en el punto indicado.

a) z=a%+y> —6ryen (1,2, —3)
b) z = cos(x) - sin(y) en (0,7/2,1)

P6.- Sea f : R? — R definida por

_J sin(zy)/z six#0
f(x,y)_{y siz=0

1) Estudie la continuidad de f en R2

2) Encuentre las derivadas parciales de f y estudie la conti-
nuidad de éstas en R2.

3) Estudie la diferenciabilidad de f en RZ.

4) Encuentre la matriz derivada de f en (m, 1) y calcule la
ecuacién del plano tangente al grafico de f en (7, 1,0).

P7.- i) Sean f:R?> - R'y ¢g: R* — R3 funciones diferenciables y
sea h = f o g. Suponiendo que

Lo10 b3
Df(g(O)): 0023 yDg(O): -1 2 —1
23 00 1 3 9
oh
Encuentre —- (0)
Zs3

ii) Definimos la funciones g : R? — R

(22 — y)*y?

: 2
2 siz>0,0<y<zx

g(z,y) =
0 sino



68 3. DIFERENCIABILIDAD DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

y ademds v : R — R? dada por v(t) = (£,t?/2).

i Es g o~(t) diferenciable en t = 07 A partir de la regla de
la cadena ;Qué puede concluir sobre la diferenciabilidad de
gen (0,0)7

P8.- Sea f: R?® — R una funcién diferenciable tal que f(0,4,—1) =
25 y ademas

of of of
o4 -1=1, Y4 -1=2 0,4 -1)=-1
ax (07 b ) ) ay (07 ) ) ) az (07 ) )

i) Calcule la derivada direccional de f en (0,4, —1), en la di-
reccién del vector (1,—3,4).
ii) Calcule la derivada direccional maxima y establezca la di-
recciéon en la que se encuentra.
iii) Encuentre la derivada direccional de f en el punto (0,4, —1)
en la direccion de la normal exterior a la superficie

42° + y* + 922 = 25
iv) Encuentre el plano tangente a la superficie f(x,y,z) = 25
en el punto (0,4, —1).
P9.- Sea f: R? — R la funcién definida por
f(z,y) = 2" + In(z* + 1) - arctan(sinh(cos(zy)))
Calcule

af af
%(177‘-/2) y a_y(177r/2)

P10.- Considere la funcién f : R? — R dada por

xrsin(zy) .
——= € (z, 0,0
fla,y)=q 22+’ i (,0) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)

1) Muestre que f es diferenciable en R? \ {(0,0)}.
2) Pruebe que f es continua en (0,0).
3) Calculen (cuando existan) las derivadas direccionales

1'((0,0); (e1, e2)) donde (eq,es) # (0,0)

4) Determine si f es diferenciable en (0, 0).
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P12.-
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Una funcién f : RY — R se dice homogénea de grado m si se
satisface que

vVt >0, Vo e RY . f(tx) =t™- f(z)

Demuestre que si f es diferenciable en RY y homogénea de
grado m, entonces se tiene la identidad

mf(z) =Vf(r) -z VoeRY
Ind.- Derive de dos formas la funcién ¢(t) = f(t - x).

Un abierto 2 C RY se dice poligonalmente conexo por cami-
nos si para todo par de puntos z,y € ) existe una secuen-
cia de puntos zg, ...,z € Q con rg = x, x, = y, tales que
Vi=0,...,k—1 se tiene [x;, z;,1] C Q.

Es decir, todo par de puntos se conectan a través un camino
de k—trazos continuos incluidos en ).

Muestre que si €2 es poligonalmente conexo por caminos, y
si f:Q CRY = R es una funcién diferenciable en € tal que
Ve e Q: Vf(z) =0, entonces f es constante en (.

Dé un contraejemplo a esta afirmacion, si €2 no es poligo-
nalmente conexo por caminos.

Ind.- Defina las funciones ¢; : [0,1] — Q, Vi =0,...,k
dadas por ¢;(t) = t-x; + (1 —t) - ;41 y considere V,(t) =
fo¢z(t) ) VZZO,,k






Capitulo 4

Teoremas de la Funcion Inversa e Implicita

En esta seccién estudiaremos varias herramientas ttiles para la re-
solucion de sistemas de ecuaciones no-lineales. Culminaremos con el
Teorema de la Funcién Implicita, un resultado notable y de gran gene-
ralidad que permite expresar las soluciones de sistemas de ecuaciones
en una vecindad de una solucién conocida como “curvas”’donde una
variable aparece “parametrizada”’en términos de las otras.

1. El Teorema del Punto Fijo de Banach

Un teorema fundamental para determinar la existencia de solucio-
nes de ecuaciones no-lineales en RY es el Teorema de Punto Fijo de
Banach. Ademas de la importancia que tiene en si mismo, este resul-
tado tedrico tiene aplicaciones en distintas areas de la matematica.

Consideremos una funcién f : Q ¢ RY — RY. Escribamos

fz)=(fi(z),..., fn(x), x=(x1,...,2,).
El Teorema de Punto Fijo de Banach trata de la resolucién del sistema
de N ecuaciones y N incégnitas,

xj—fj(xl,...,xN):O, jzl,...,N,

esto es, la ecuacién en RN z = f(z). Si x satisface esta igualdad,
decimos que x es un punto fijo de f.

Recordemos que una funcién f : @ C RY — R™ es Lipschitz en €2,
con constante K > 0, si

(Voo € Q) ¢ |If(z1) = f(@2)]| < K|z — 22|

Diremos que f es contractante en €2, si es una funcién Lipschitz en €2,
con constante 0 < K < 1.

71



72 4. TEOREMAS DE LA FUNCION INVERSA E IMPLICITA

TEOREMA 1.1. (Teorema de Punto Fijo de Banach)
Sea f:Q C RN — RY una funcién contractante. Supongamos ademds
que Q es cerrado, y que f(x) € Q para todo x € Q. Entonces existe un
inico T € Q) tal que T = f(Z). Es decir, f posee un unico punto fijo en
Q, y la ecuacion x = f(x) tiene solucidn unica en Q.

Demostracion. Para probar este resultado consideramos la sucesiéon
de puntos de 2, definida recursivamente como sigue: Dado zy € (2
cualquiera,
Tor1 = flz,) n=0,1,2,....
Para probar la existencia de un punto fijo, demostraremos que esta
sucesion es convergente, vy que su limite es el punto fijo buscado. Ob-
servemos que, como f es Lipschitz de constante K en €2, entonces para
todo 7 > 1,
01 — a5l = [ f(z5) = fj-0)l| < Kllzj — 254 -

Asi, iterando esta relacion obtenemos

(1.1)

@541 — || < Koy — x| < K?|lzjoy — 2ol < -+ < K |2y — 2o

Demostraremos que (x,)nen €s una sucesiéon de Cauchy. Suponga-
mos que 1 < n < m. Por la propiedad telescépica de la suma, tenemos

m—1

Ty — Ty, = Z(xj+1 —zj) .

j=n

Por la desigualdad triangular, tenemos entonces que
m—1 m—1
|2m = 2nll = 1 (@1 — ) <Y lljen — 24| -
j=n j=n

Asi, de la relacién (1.1), y del hecho que K < 1, obtenemos

m—1 00
lm = @all <Y Koy —xoll <> K |lay — o]

J=n Jj=n

00 ' 0o ' K"
=Y KTy — | = K" (;K]> lzr = @oll = == ller — 2ol -

J=0

Ahora, como K < 1 tenemos que 2r||z1 — zol| — 0. Asi, dado £ > 0,
existe ng > 1 tal que Vn > nyg

K"
- K -Hxl——xOH < €.
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De este modo, tenemos que para n, m > ng, m > n,
|Tm — xn|| <€ .
Hemos probado que la sucesién z,, es de Cauchy. Por el Teorema 5.1,

deducimos que z,, es convergente en R, digamos

lim z, =7 .
n—oo

Por otra parte, como z,, € € para todo n, se tiene que z € Adh ().
Pero 2 es cerrado, por lo tanto € 2. Ademas, como f es Lipschitz
en (), en particular f es continua relativamente a €2, y entonces

lim f(z,) = f(Z) .
n— o0
Pero x,1 es una subsucesiéon de z,, y como x,, — Z, se deduce que
(p+1)n posee el mismo limite Z. Concluimos que
f(z) = lm f(z,) = lm 2,41 =7,
n— o0 n— oo
y entonces Z es un punto fijo de f en 2. Hemos demostrado la existencia

del punto fijo. Para probar unicidad, supongamos que existen 1, Zo € €2
con T = f(z1), Ty = f(Z2). Entonces

171 = Zol| = [[f(21) = f(Z)|| < K71 — 2o,
y se sigue que (1 — K)||z; — Z2| < 0. Como K < 1, deducimos que
|Z1 — Z2|| = 0, es decir Z; = Z3. Hemos probado que sélo un punto fijo
de f existe. 0

EjEmMpPLO 1.1. Consideremos la funciéon f del Ejemplo 5.1. Segin
vimos, f es Lipschitz en R? con constante

1
K = 5(1"‘6_1) < 1.

De acuerdo con el teorema anterior, f posee un tinico punto fijo en R?
(jR? es obviamente un conjunto cerrado!). Esto significa que el sistema
no-lineal de ecuaciones

2—x+siny = 0,
6+e " -2y =0.
posee una tnica solucién (z,y) € R%
EJEMPLO 1.2. El Teorema 1.1 deja de ser cierto si suponemos solo
que K < 1. En efecto, la funcién f : R? — R? definida por f(z,y) =
(x +a,y+0b) con a,b € R\ {0} es Lipschitz con constante K =1y su

dominio R? es un conjunto cerrado. Sin embargo, es evidente que f no
tiene ningin punto fijo.
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El Teorema del Punto Fijo de Banach tiene una importante con-
secuencia que sera 1util mas adelante para demostrar el Teorema de la
Funcioén Inversa.

PROPOSICION 1.1. Sea v : B(0, R) C RY — RN con(0) =0, una
funcion contractante, con constante 0 < o < 1, esto es

(1) = (@)l < aflzs — 2af| V1,22 € B(O, R).
La funcion g, definida como g(x) = x —(x), es inyectiva en B(0, R).
Mds precisamente, se tiene que

1
lz1 = @oll = = llg(21) = g(22) | V1,22 € B(O, R) .

Por otra parte, para todo y € B(0, (1 — «)R), la ecuacion

g(x) =y
posee una unica solucion x € B(0, R). Mds ain, V = g(B(0, R)) es un
conjunto abierto.

Demostracién. Sea y € B(0, (1 — a)R), y consideremos la ecuacién
g(x) =y, que se escribe

Py(x) =) +y=2x

La funcién 9, es claramente contractante en B(0, R). Ademds, si z €

B(0, R) entonces

[y ()l = l[v(z) = 4(0) +
< () =) + llyll
< ozl + lyll
< aR+(1—-a)R=R

= [y ()] < R

de modo que 9,(z) € B(0, R). Tenemos en particular que v, aplica
el cerrado B(0, R) en si mismo. Por el Teorema 1.1, tenemos que la
ecuacién z = 1, () posee una tnica solucién x en B(0, R), que gracias
a la tdltima desigualdad estd en realidad en B(0, R). Asi, la ecuacién
g(z) = y tiene una tnica solucién en B(0, R). Sean z; = g (1),
Ty = g '(y2). Entonces

ry — 2 = P(x1) — Y(T2) + Y1 — Y2

y por lo tanto

[y = zal| < (¢ (1) = (@) + llyr — w2ll < aller — zafl + llyr — w2l
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Deducimos que

_ _ 1
lg™ (v1) — 97 ()]l < m“yl — Ya|-

Sélo resta demostrar que g(B(0, R)) es abierto. Sea yo € g(B(0, R)),
de modo que yo = g(xg) con xy € B(0, R). Existe entonces p > 0 tal
que B(xg, p) C B(0, R). Definamos

)(E) = (& + m0) — P(x0) -

¢ es claramente contractante de constante o en B(0, p) con 4(0) = 0.
Por lo tanto, si y € B(yo, (1 —a)p) = § =y —yo € B(0,(1-a)p), y
de acuerdo a lo ya demostrado, existe una solucién z € B(0, p) de la
ecuacion
esto es

T —P(xo + ) +1(20) =y — Yo
Como xy — 9 (xg) = yo Concluimos que

To+ T — (g +T) =y,

y por lo tanto © = x¢ + & € B(xy, p) satisface que g(z) = y, esto es,
y € g(B(xo,p)) C g(B(0, R)). Hemos demostrado que

Vyo € g(B(0,R)), 3p >0 : B(yo, p(1 — )) C g(B(0, R))

y por lo tanto todo punto de g(B(0, R)) es interior. Luego ¢g(B(0, R))
es abierto, lo que concluye la demostracion. O

2. Los Teoremas de la Funcion Inversa e Implicita

Consideremos una funcién F : Q C R? — R de clase C*. Un proble-
ma natural es entender la estructura del conjunto de puntos, en R? que
satisfacen la ecuacién F(z,y) = 0. Como ya hemos discutido antes, se
espera muchas veces que esta relacion defina una “curva”, lo que hemos
entendido como el hecho que localmente, esto es en una vecindad de
cada uno de sus puntos, la relacién en realidad puede describirse como
el grafico de una funciéon de una variable, ya sea y como funcién de x,
o x como funcién de y. Supongamos que éste es el caso. En torno a un
punto (xg,yo) de la relacion, existe una funcion y = ¢(x) cuyo grafico
la describe en una vecindad de (zg,yo). Es decir, ¢(z9) = yo y existe
0 > 0 tal que

F(z,¢(x)) =0 para todo z €]xg — 0, x9 + .
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Supongamos que ¢(z) es diferenciable. Entonces, por la regla de la
cadena,

OF OF o
%(a:, o(x)) + a—y(a:, o(x))¢' (x) =0 para todo x €|xg — 0, 29 + .

En particular en z = xy obtenemos
OF L oF
/ e p— —_ —_
@' (o) = <0y (550790)) or (z0,%0)
siempre que se tenga %—5 (x0,y0) # 0. El Teorema de la Funcién Implicita

es una suerte de reciproca de esta afirmacion: Si %—5(9&0, yo) # 0 entonces
una funcién ¢(x) con las caracteristicas antes mencionadas en efecto
existe. Probaremos ésto en realidad para funciones de varias variables
del tipo
F:QCRYxR™ = R™, (2,9)— F(z,y)

de clase C*, solo que en este caso la condicién %—g(xo,yo) % 0 debe
reemplazarse por la invertibilidad de la matriz derivada de F' tomada
parcialmente respecto a y. En efecto, si F'(zo,y9) = 0 y hay una funcién
de clase C', y = ¢(z) tal que F(z,¢(x)) = 0 para todo x en una
vecindad de x( entonces la regla de la cadena nos dice que

1
F/([L'7¢(.CE)) |i¢/(;'v)>:n]\>f<N:| = 07
donde I es la matriz identidad. Obtenemos entonces que
1
F'(0,y0) {d)/(gﬁw} = 0.

Denotemos entonces
oF oFr
Fy(zo,y0) = {a—yl(ﬂﬁo,yo) e —(ﬂﬁo,yo)}

OYm
y andlogamente F}(xg,yo) de modo que
F'(z0,90) = [Fre(20,Y0) Fy(0,90)]
y el producto anterior se convierte en la relacién matricial
Fy (w0, yo) + Fy(2o, Yo)¢'(20) = 0,

y asi, si la matriz F),(zo, yo) es invertible, podemos despejar
¢ (z0) = Fy(zo,y0) " Falzo, yo) -

Antes de enunciar y demostrar este teorema, nos centraremos en un
caso especial, el Teorema de la Funcion Inversa, del cual deduciremos el
caso general. Analizaremos el caso en que F' es una funcién de la forma
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F(x,y) = f(z) —y, con f: Q CRY — RY. Notemos que despejar = en
funcién de y de la relacion f(x) —y = 0 cerca de un par dado (z, yo)
que la satisface, corresponde al problema de encontrar una inversa local
r = [~}y), la que resulta de hecho existir y ademés ser de clase C*
bajo el requerimiento que la matriz f'(zo) sea invertible. El teorema se
enuncia como sigue.

TEOREMA 2.1. (Teorema de la Funcién Inversa)
Sea f:Q CRY — RY, una funcién de clase C*(Q) con Q abierto y
xo € Q. Supongamos que f'(xy)~! existe. Entonces existe U, un abierto
contenido en §) que contiene a xy, tal que V = f(U) es un abierto y

f-u—=y
es inyectiva. Entonces la funcion
Ly —-u

es diferenciable, con derivada continua en). Se tiene ademds la formu-
la

YW =r" )" Yyev.

Demostracién. Consideremos la ecuacién f(z) = y para y cerca de
yo = f(xo), y x cerca de xy. Escribiendo x = xy + h, esta ecuacion es
equivalente a f(xo + h) = y, la que reenunciamos como

(2.2) h— f/(ﬁo)_l(f(ﬂﬁo +h) — f(zo) — ['(z0)h) = f/(ﬂﬁo)_l(yo —y).
Consideremos entonces la funcion
Y(h) = f,(xo)_l(f(»fo +h) — f(wo) — f,(l"o)h) .
Entonces ¥(0) = 0. Ademés,
W' (h) = f'(20) " (f'(xo + h) — f'(20)) -

Como Im(f) C RY podemos descomponer v en sus funciones coorde-
nadas, es decir,

Y(x) = (P1(2), Y2 (), .. ., Y (7))
De esta forma

¥1(h)
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Por la hipétesis sobre la regularidad de f, Vi;(h) = (k)" es una

(2
funcién continua, y tenemos ademés Vi;(0) = 0. Fijemos un nimero

0 > 0 tal que para todot=1,..., N,
1 _
(h)|| < — Vhe B(0,0).
IVl < 5 Vh € B(0,0)

Sean ki, ky € B(0,6). Entonces ky + t(ky — k) € B(0,9) para todo
t € [0, 1]. Por el Teorema del Valor Medio, existe £ €]0, 1] tal que
Vi(ka) — i(kr) = Vibi(ky + §(ka — k1)) - (k2 — k1),
de modo que por la desigualdad de Cauchy-Schwartz,

|[i(k2) = Vi(k1)| < [[Vi(ka +E (k2 — k1)) | - [[ k2 — ka ]| < K ).

\/—HkQ_

Concluimos, sumando, que

[4(ks) — (k)| = Z\wl (k2) — 1 k1>\2<—Hk2 |

y entonces ¢ es contractante de constante o = % en B(0,6). Las hip6te-
sis de la Proposicion 1.1 se cumplen para v y concluimos que la ecuacién
(2.2) posee una unica solucién h € B(0,0) para cada y que satisfaga

1f (o) " (o — )l < (1 — ).

Maés aun, la funcién

g(h) = h — (k) =2h — f'(x0) ' [f (w0 + k) — f(x)]

es inyectiva, g(B(0,0)) es abierto y la inversa de g sobre este ultimo
conjunto es Lispchitz. Concluimos que f(x) = —f'(x¢)g(z —x0) + f(x0)
es también inyectiva, y también que V = f(B(zo,d)) es abierto. La
inversa de f es también Lipschitz, en particular continua, sobre todo
V. Se propone al lector la verificacién en detalle de estos iltimos hechos.
Nos resta demostrar que la inversa de f es diferenciable.

Consideremos un y € f(B(x0,9)) y y = f(x). Suponemos, reducien-
do ¢ si es necesario, que la inversa f’(z) ™! existe para todo z € B(wg, 9).
Tomemos k pequeno y denotemos

h(k) = f"'(y+k) -
Definiendo la funcién de error 0(1{:) f(y —i—k:) )= f(x)!
y notando la relacién f(x + h(k)) — f(x) , se tiene que
0(k) = h(k) = f'(2)"(f(z + h(k )) — f(x))
= —f'(@) " [f(z +h(k) = fz) = f'(2)h(k)].
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Notemos que h(0) = 0 y que h es Lipschitz pues f~! lo es. Entonces
[(k) || = [Ih(k) = h(0)|| < Cl[k = O],

R K|l
[

[ fleth) = fl) = f(@)h
il

para cierto C' > 0, de modo que < C'. Tenemos,

0(k) _ _lnll

[

f'(x)

[Pl
M1l

acotada. Ademds como h(k) — 0 cuando k& — 0 , y ya que [ es dife-
renciable en z, se concluye

Notemos que f’(z) es una matriz constante y es una funcién

im w =0
k—0 HkH

’

y entonces ' es diferenciable en y con f~(y) = f'(f'(y))~'. Esta
tltima férmula define ademés una funcién continua de y, pues f~! es
continua al ser Lipschitz, y la aplicacién z — f'(z)~! a valores matri-
ciales tiene componentes continuas. Proponemos al lector la verificacién
en detalle de este hecho y concluir la demostracién. U

EJEMPLO 2.1. La hipédtesis de continuidad de la derivada es nece-
saria para la validez del teorema anterior. En efecto, consideremos la
funcién de una variable

_Jxz+a?sinl siz#£0,
f(x)—{ 0 siz=0.
Notemos que f es diferenciable en todo R. En efecto, para = # 0 esto
es claro. Si x = 0 se tiene

f(h) — f(0)
h

1
! =i = 1i n— =
f(0) = lim —}1111}1(1)1—|—hs1nh 1#0.

Por otra parte, f’ no es inyectiva en ningin intervalo abierto que con-
tiene a 0. En efecto, si x # 0,

flx)=1- cosl +2xsinl.
x x
Consideremos las sucesién que tiende a cero
1
Ty = By

y notemos que
f(zg) =0, f"(xy) = —4kmw <O0.

Asi, f tiene un maximo local estricto en cada x; y f por ende no es
inyectiva en un entorno de x;. Como todo intervalo que contiene a 0



80 4. TEOREMAS DE LA FUNCION INVERSA E IMPLICITA

contiene una infinidad de estos xj, concluimos el resultado: f no es
inyectiva en en ninguno de estos intervalos.

EJEMPLO 2.2. Consideremos la funcién f(z,y) = (z + v*, z° + y).
La funcién es de clase C! y su derivada es

/ _ |1 2y

f (xvy) - |i21. 1 )
de modo que f’(0,0) es invertible. También tenemos que f(0,0) =
(0,0). De inmediato concluimos que f es invertible en un entorno del

origen y la derivada de la funcién inversa es [é (1)] )

Como dijimos antes, la consecuencia principal del Teorema de la
Funciéon Inversa es el Teorema de la Funcién Implicita, que se refiere
a la posibilidad de “despejar” la variable y en términos de x en un
sistema de ecuaciones de la forma

f(r,y) =0, zeRY yeR™,

donde f : RY x R™ — R™ es una funcién de clase C''. Consideremos
las derivadas parciales matriciales
of of

fy(wo,0) = [a—yl(%wo) T W(%;yo)] )

0 0
f$(x07 yo) = {a—xfl(xo, yo) T %(%, yo)}

mxXN

Este resultado enuncia bésicamente que si f(zg,y0) = 0 y la matriz
fy(x0,yo) es invertible, entonces puede despejarse y en funcién de x en
una vecindad de zy como una funcién de clase C'* cuyo valor en x( es

Yo-

TEOREMA 2.2. (Teorema de la Funcién Implicita)
Sean Q C RY y A C R™ conjuntos abiertos y

f:OxA—=R"  (x,y)— f(z,y)

una funcion de clase C1 (2 x A). Supongamos que (xq,yp) € Q X A es
tal que f(xo,y0) = 0 y que la matriz f,(zo,yo) de tamano m x m es
invertible. Entonces existe un abierto U con xo € U C ) y una unica
funcion ¢ : U — A de clase C*(U) tal que

flz,0(x)) =0 Vzel.
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Demostracién. Consideremos la funcién
F:QOxA—RYxR™,
definida por

Fla.y) = {f(ai y)]

F es claramente de clase C'(Q x A) y su derivada en (zg,yo) es la
matriz cuadrada (N +m) x (N +m) dada por

/ | Inxw Onxm
F'(o,90) = {f;v(ﬂﬂo,yO) fy($07y0):|

Aqui Iy«y denota la matriz identidad de tamano N x N y Oyx, la
matriz nula de tamano N x m. Afirmamos que esta matriz es invertible.
En efecto, si

/ Inxn OnNxm hy 0 hy N mpm
Fl@o,yo)h = {fx(xoa Yo)  fy(o, yo)} {hz} B {0} ’ {hz] € ROxR
entonces

hi =0, fao(xo,y0)h1 + fy(20,Y0)ha =0 .
Por lo tanto f,(zo,y0)he = 0, y como esta matriz es invertible, se sigue
que hy = 0. Entonces h = 0, lo que implica que la inversa F’(zq,yo) "
existe. Por el Teorema de la Funcion Inversa, concluimos que existe una
vecindad del punto (xg,yo) cuya imagen a través de F' es un abierto,
donde F es inyectiva, y posee una inversa de clase C'. Empequenecien-
do esta vecindad si es necesario, la podemos suponer de la forma W xV
con g € W, yo € V. Como

F(zo,y0) = [%O] ;

y como existe U x Z una pequenia vecindad de (zg,0), entonces para
todo punto (x,z) € U x Z la ecuacién

P =[]

z
posee una unica solucién (¢,y) € W x V, que define una funcién de
clase C* @.2)
—1 _ ¢1 €,z
Fo{w2) = {@(a:, z)] |

Las funciones ¢ y ¢o son de clase C* en U x Z, con ¢1(x9,0) = z¢ y
¢2(x0,0) = y9. Tenemos que

F(gi(z,2), ¢2(z,2)) = {f(%(zlz(i’;j(%z))] N {i] ‘
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En particular, para todo x € U se tiene que (z,0) €U X Z y

52,0

f(¢1($,0),¢2($,0)) 0]
Esto es ¢1(2,0) = z y f(x,¢2(x,0)) = 0. El resultado se concluye
tomando la funcién ¢(x) =: ¢a(z, 0). O

EJEMPLO 2.3. Consideremos el sistema de dos ecuaciones y tres
incognitas
2y — Pyt + 3 —1)=0
23y? — dayt® + 3t° = 0.
Observemos que este sistema tiene a (z,y,t) = (1,1,1) como solucién.
Sea

22y — a2yt + 3(t* — 1)
F(z,y,1) = { 23y? — dayt® + 3t°
Vemos que
, 22y —Batyt a? — bt —a%y + 6t
Fi(,y,t) = {3x2y2 —dyt? 223y — 4at? —8xyt + 15|
de modo que

F’(1,1,1):{_3 0 5]

-1 -2 7

-3 0
Flag(1,1,1) = {_1 _2] .

Esta matriz es invertible, de modo que por el Teorema de la Funcién
Implicita pueden despejarse x e y como funciones de ¢ de manera C*
en una vecindad de t = 1. Mds precisamente, existe § > 0 y funciones

)1 —=6,14+0[—R, y:l—-01+0—R
de clase C*, tales que z(1) =1, y(1) =1,y
P(H)y(t) — 2Oy + 3 — 1) = 0
23 () y*(t) — dx(t)y(t)t2 +3t° = 0
Podemos ademads calcular las derivadas z'(1), y/(1), por ejemplo me-
diante derivacién implicita de estas relaciones. Obtenemos de ellas

para todo t €]1 — 4,1+ 4] .

2xx'y + 2%y — brta'yt — 2Py't — 2Py +6t =0
3a2a'y? + 223yy’ — da'yt? — day't — 8wyt + 15t =0
para todo t €]1 — 0,1+ ¢[, y evaluando en t = 1,
-32(1)+5=0
—2'(1) = 2y'(1) +7=0.
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Este sistema lineal nos entrega los valores
5 8
Y1) ==, y(1)=-.
M=35 v)=3
Alternativamente, podriamos haber calculado esta derivada a partir de
la férmula matricial

F R |

que corresponde precisamente al sistema que resolvimos.
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4. TEOREMAS DE LA FUNCION INVERSA E IMPLICITA
3. Problemas Capitulo 4
3 2 3
P1.- Pruebe que la funcién f(x,y) = (x + % — %, Y — % —z+ %)

admite una inversa local de clase C'' (R?) entorno al punto (0, 0).
Calcule ademas la derivada de f~' en (0,0).

P2.- Considere el siguiente sistema de ecuaciones

3x+2y+ 22 +ut+v’ = 0
dr+3y+z+ui+v+w+2 = 0
r+z+w+ui+2 = 0

i) Muestre que es posible despejar u, v y w en funcién de x, y, z
en una vecindad del punto

(z,y,z,u,v,w) = (0,0,0,0,0,—2)
ii) Calcule
ou Ov ow

5,(0:0.0), 5-(0.0,0) y =

oz Ox 0,0,0)

P3.- Considere el siguiente sistema

vy +uy® —v+vr: = 0
y+r+rtutFutypt o = 0

Demuestre que en alguna vecindad del punto (zo, yo, 1o, vo) =

(0,0,0,0) las variables (u,v) pueden ser despejadas en funcién

0
de (z,y). Encuentre ademés a—U(O, 0)
x

P4.- Sea G(z,y,z) una funcién clase C*(R?) tal que G(1,0,1) =0y

1 100
vG1,0,1)=[0] ,c’'1,01)=[0 4 0
1 00 3

Muestre que existe un abierto  C R? que contiene al punto
(1,0) y una funcién f: Q C R* — R de clase C?(2) tal que

f,0) =1y G,y f(z,y)) =0 V(z,y) €
Calcule la matriz f”(1,0).
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P5.- Considere la transformacién
T T
P = (o g7 0+ 5 9)
definida en D = {(z,y) e R* /2* +y* < 1, y > 0}.

Demuestre que F~! estd definida entorno de (0,1) y encuentre
la derivada de F~! es este punto.

P6.- Considere f(z,y) =2*> +y?> — 1y g(x,y) = sin(xy).
Para todo A > 0 definamos

Demuestre que existe una funcion ¢(z, A) tal que ¢(1,0) =1y
h(z,p(x, ), ) = 0 entorno del punto (zg, Ag) = (1,0). Luego,
encuentre la derivada de ¢ en (1,0).

P7.- Considere el sistema de ecuaciones
rrs =1
T1Tom3 + 2375 = 2
rr; =1

Demuestre que en torno a cualquier punto (x1, s, z3,x4) que
satisface el sistema, es posible despejar tres variables en funcion
de la cuarta. Es decir, el sistema define una curva.

Se sabe que (1, 1, 1, 1) satisface este sistema. Encuentre el vector
tangente a la curva en ese punto.

P8.- Considere el sistema de ecuaciones
zat oy —y*t+2=0
cos(at)+ 2y —2=0

i) Muestre que existe ¢ definida en una vecindad de (0,1) de
clase C! tal que las soluciones del sistema en torno al punto
(20, Yo, 20, to) = (0, 1,1,2) tiene la forma (z,t) = ¢(z,y).

ii) ;Es ¢ invertible en torno de (0,1)7






Capitulo 5

Derivadas de orden superior

1. Derivadas parciales sucesivas

Si las derivadas parciales de f definen funciones en €2 esté la posibi-
lidad de que ellas mismas puedan derivarse. Supongamos que 2 C RV
es un abierto, f : 2 — R™ y que la derivada parcial

ﬁ(ac) existe Vx € (.
3xj
Consideremos la funcién
of of
— Q= R™ — )
o, —R™, z— o, (x)

En caso de existir, la derivada parcial respecto a x; en un punto x, de
esta funcién se denota del modo siguiente:

o (of o

Si i = j, denotamos también
*f *f
o) = —5(xq).
axiaxi( 0) 81’3( 0)
Esta definicion se extiende inductivamente a derivadas parciales de

cualquier orden k. Asi, si (iy,1s,...,1s) es una s-tupla de indices i; €
{1,..., N} denotamos, en caso de existir:

@xil 8:@2 a.fEis_l &Eis o) = @xil 8:@2 .- -8:)@5 o) -

Esta es la expresién en notacién de Leibnitz. Es también comun utilizar
la notacién

>’f
3xi18xi2 cee c%vis

(1’0) =: fxisxi571 Cee (.To)

EJeMPLO 1.1. Consideremos la funcién f(z,y) = ™ siny.
Entonces

of
ox

0
= erIyQ sin g, —f = 2:Uyexy2 siny + ™’ cos Y,

dy
87
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y tenemos, para las segundas derivadas parciales,

an 4 _xy? _:
et =y e siny,
2
g—yé — ™ [(4a%y? + 2 — 1) siny + 4wy cos y],
>*f BT [(2y + 2xy*) siny + y* cos y]
Dy ’
2
;;:gy = ""[(2y + 22y*) siny + y* cos y]
Observemos que
9% f »’f
Oydx (@.y) = Dy (@9)

para todo (z,y). Esto parece una coincidencia ya que los valores de las
derivadas sucesivas fueron obtenidos en modos bastante distintos, aun
cuando la siempre “provocativa” notacién de Leibnitz sugiere que los
“diferenciales” 0y y Ox podrian ser intercambiados. Esto es en realidad
cierto en gran generalidad, como enuncia el siguiente resultado.

TEOREMA 1.1. (Teorema de Schwartz)
Supongamos que @ C RN es un abierto, f: Q — R™ y que las sequndas
derivadas parciales

0 f (2) 0 f
'CE )
&Ei@xj &EJ@:JCZ
y definen funciones continuas en xy € ). Entonces,
0 f 0 f
3xi8xj (-To) N 8%8951 (1'0) '

(x), existen  Vx € Q

Demostracion. Supongamos primero que N = 2, m = 1. Considere-
mos la siguiente cantidad:

O(h1, he) = f(xor + b1, xo2 + he) — f(zo1 + h1, xo2) — f(Zo1, Toz + h2)
+f (o1, To2)-
Sea

o(t) = [f (xor+t, zoa+ha)— f(xo1, Zoa+he) | —[f(xo1+t, Zo2)— f (zo1, To2)] -

Por el Teorema del Valor Medio de funciones de una variable, tenemos
que existe un t;, entre 0 y hy tal que

¢(h1) - ¢(0) - ¢/(th)h17
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lo que quiere decir exactamente

0 0
1 0—9{1(%1 + th, To2 + ha) — a—;l(xm + th, To2)

Nuevamente por el Teorema del Valor Medio, existe un valor s, entre
0y ho tal que

O(h1, hs) = h

af af o*f
2L th, Too+ha) — = th, To2) = th, ho.
0, (zo1+tn, To2+hs) 0, (zo1+tn, Toz) Dats (zo1+tn, Toz+5n)ho
Por lo tanto, como (tp, s,) — (0,0) si (hy, he) — (0,0), obtenemos,
0(hy, hs) 0*f
——= = i — t
(h1,h2)—(0,0)  hyhsg (hl,hQI)rg(O,O) 0x901 (o1 =+t Zoz + 51)
PT (v, w)
= To1, T
Dpdz, 0L T2
gracias a la continuidad de 65226@1 en (Zo1, Toz). Por un argumento analo-

go, aplicando el Teorema del Valor Medio primero en la segunda varia-
ble y luego en la primera, podemos también concluir que

0(hy, hs) B *f
(h1,h2)—(0,0) hlhg N 8x18x2

(55017 5502)7

y el resultado deseado se cumple. Si N > 2, m = 1, el resultado se
sigue de aquél para dos variables, pues en la derivacién parcial solo
las variables z; y x; estdn en juego, permaneciendo las otras constan-
tes. Si m > 1, basta aplicar el resultado a cada una de las funciones
coordenadas. Esto concluye la demostracion. U

El resultado anterior se generaliza por induccién a derivadas de
mayor orden. Por ejemplo, si las terceras derivadas parciales

Pf Pf P f P f
3 5 o T Y a3 5 o T Y 3 5 o T Y 7(‘%-)7
8x13x23x3 3x23x13x3 8x38x13x2 8x38x28x1
existen en todo x € 2 y definen funciones continuas en {2 entonces
todas coinciden.

En general, si todas las derivadas parciales de orden k de f existen
en () y definen funciones continuas, entonces pueden expresarse todas
en la forma

ok f al
. a; >0, a; =k,
Ox 1 0x? -+ - Oy - ; '

con la convenciéon que «; = 0 significa que no hay derivacion en la
variable z;.
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Si todas las derivadas parciales de orden k de f existen en 2 y
definen funciones continuas, decimos que la funciéon f es k veces con-
tinuamente diferenciable en Q o que f es de clase C* en Q. El espacio
vectorial de estas funciones se denota C*(€). Si f € C*(Q2) para todo
k decimos que la funcion es de clase C*(£2).

La hipétesis de continuidad de las segundas derivadas parciales en
el Teorema de Schwartz es esencial, como muestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.2. Definamos

[ G @£ 00
flzy) = { 6 si (x,y) = (0,0).

Se deja al lector verificar que:

A 40202 ot .
@f(w):{ USHEE V) i (2,y) # (0,0)
0 i =

ox

92 f
v — 1
OyOx (0,0)

mientras que

0 f
0x 0y

(0,0) =1

2. Segundo orden: La matriz Hessiana

En el importante caso de funciones a valores reales: Sea 2 C RV
abierto, y f : 2 — R tal que todas sus segundas derivadas parciales
existen y son continuas en {2 (esto es f es de clase C?(f2)). La nocién de
sequnda derivada se extiende del modo siguiente. Notando que la fun-
cion Vf: Q — RNz Vf(z) es de clase C*, llamamos a su derivada
en g, sequnda derivada de f en xq. Asi, denotamos naturalmente

f" (o) = (V) (x0) -

f"(xp) es una matriz cuadrada N x N, a la que también se le llama
comunmente matriz Hessiana de f en xq. Describamosla en modo méas
explicito. Gracias a la férmula (5.8), tenemos que
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o
@)

e

y que, por la Proposicion 3.2
(2.1)

ﬁ(x) o f (z) - o fi o)

ox? 0 Ors0r, " 0Nz, " 0

>’f o’ f D f

81'181'2 (‘TO) a—x%(‘ro) T al']\[al'g ([Eo)

f(@o) = (V) (z0) =

>’f of >’f

| Ox10x N (z0) 01201 N (z0) -+ Py (20)

Entonces 9
o°f
" (z0) = { (550)] :
0z;0x; i,j€{1,....N}

Note que gracias al Teorema de Schwartz, esta matriz es simétrica.

EJEMPLO 2.1. Consideremos la funcién f(z,y) = ze™. Entonces,

2 4 2,3
p ow? | 2yt t+wy 4y + 2x°y
f (%y) =e {45”3/ + 21’2@/3 212 4+ 4:E3y2

3. Aproximaciones de Taylor

El Teorema de Taylor para funciones de una variable admite una
extension al contexto presente. Recordemos que si f :]a,b[— R es de-
rivable m veces en |a,b| y xo, o+ h €]a, b[, entonces vale la siguiente
expresion, extension del Teorema de Valor Medio.

m—1 hk hm
flzo+h) = ; f® (o) 77 + £ (o + §h)
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donde £ depende de hy £ €]0, 1[. Sean

hk h™

Te(h) = f®(z0)—, Rm(h) = f™(x +5h)ﬁ

k!’
Usamos aqui la convencién Ty(h) = f(xg). Asi,
m—1
(32) f(xo+h) = Z Ti(h) + Rpn(h) -

El polinomio de Taylor en h de grado m — 1,

=3 Ti(h)

es una aproximacién de f(zo + h) que para h pequenio deja un res-
to R, (h) de tamano comparable a |h|™. Extenderemos la férmula
(3.2) al caso de varias variables, donde T} (h) es un polinomio en h =
(hi,...,hxn) de grado k, que ademds es homogéneo , es decir Ty(th) =
tk. T, (h) para todo t. En otras palabras, todos los términos de este poli-
nomio tienen grado exactamente k. Sus coeficientes estan determinados
por las derivadas parciales de orden £ de f.

TEOREMA 3.1. (Teorema de Taylor)
Sea f: Q C RY — R, Q abierto. Supongamos que f es de clase C™(2),
para m > 1. Sean xo € Q y h € RN tal que xy +t-h € Q para todo
t € [0,1]. Vale entonces la siguiente expansion.

(3.3) f(@o + h) Z T (h () ,

donde To(h) = f(x0), y para k € {1 — 1},

N N akf
(3.4) = Z Z Z m(xo)hil ol
i1=1ig—1 ip=1 i1 ik
| NN N
S
con & = &, €]0,1].

Demostracién. Consideremos la funcién de una variable ¢ : R — R
o(t) = f(xo + th). El Teorema de Taylor en una variable nos dice que

(35) 6(1) = 6(0) + 3 26(0) + = 6(€)
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con ¢ €]0, 1[. Tenemos que ¢(1) = f(xg+ h), ¢(0) = f(z0). Investigue-
mos las derivadas de ¢. Tenemos que

¢(t) = f(.Tol + thl, ..., LN + thn)

Asi, por la regla de la cadena tenemos que

— Z fxil (.CEOl + thl, ...y TON + thn)hzl

i1=1

Derivando esta expresion una vez mas encontramos

qb//(t) = Z —%($01 + thl, ..., LoN + thn)h“

N N 2
- Z Z W('x(ﬂ + thl? <oy LON + thn)h“hw
i1=1ia=1 Ty Oy
[teramos este procedimiento y encontramos
N N N

o"( thy, ... thi)hiy hiyhig
0= 220 g o e

i1=1172=1143=1

Continuando, encontramos en general

ZZ Zax x0+th)h ool

i1=112=1 =1

El resultado deseado se obtiene entonces de inmediato a partir de la
expansién (3.5). O

Analicemos el caso especial cuando m = 2. En este caso la formula
(3.3)-(3.4) se reduce simplemente a

N N 9
flao+h) = flzo)+ Y af. (z0)hi + % Z Z af (w0 + Eh)hi; .

Recordando las férmulas que definen el vector gradiente V f(zo) en
(5.8) y la matriz Hessiana f”(z¢) en (2.1), obtenemos el Teorema de
Taylor para una funcién f: Q — R de clase C?(2),

(36)  floo+h) = f(w0) + VF(wo) - h+ gh (o + €N

Para el caso de una funcién de dos variables, es posible expresar la
férmula de Taylor (3.3)-(3.4) en un modo mads eficiente. Observemos
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que el k-ésimo termino en la expansion queda en tal caso dado por

Tl k'zz Zax.. (wo)hiy -+ Py, -

i1=112=1 =1 Z

Como la derivacion parcial en distintas variables conmuta, muchos
términos en la expresién anterior coinciden. Es conveniente reescribir
esta expresion como

Tl m[ZZ Z(l )"'(hik%)]f@o)-

11=112=1 =1

Los operadores diferenciales en esta expresiéon conmutan, por lo que
pueden reagruparse en su aplicacion tal como lo harfamos con el pro-
ducto de nimeros. Recordemos que (para ntimeros) tenemos la forma
del binomio

2 2 2 k
Cay = R\ gk
CL1+CL2 Qjy ** - gy, = j ayay 7,
11=112=1 L=

y obtenemos entonces en modo similar

1 ) o \"
Tk(h) k' (h18 1 -+ hQaIQ) f(l‘o),

lo que quiere decir exactamente

o' f j
L) =7 Z( ) PEER AL

Asi, para una funcién de dos variables, la férmula de Taylor (3.3) puede
escribirse compactamente como

m—1 k k—
b h J 8kf
(3.7) flzg+h) = gz Fo T a0 = (20) + Rin(h),
— J:
m h m J amf
= +Eh
JZO m — j)lj! 0xd 0z~ J(IO &)

Para el caso de una funcion de N variables, N > 2, es posible tam-
bién obtener expresiones més “econémicas” para el Teorema de Taylor.
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Puede decirse en general, que el término T} (h) puede ser expresado o-
peracionalmente como

1 ) ) o \"
T, - = i . i
k(h) k' (hl 81'1 -+ hg a.IQ -+ -+ hN axl) f(l‘o) s

y puede recurrirse a la férmula del multinomio para expresar en modo
mas explicito esta cantidad.

EJEMPLO 3.1. Consideremos la funcién

f(z,y) = 2*y +zcosy
y calculemos su expansion de Taylor de orden 3 en torno al punto
zo = (1,0). Tenemos:

fz = 2zy +cosy, f,= z? — xsiny,

fxy:fy$:2x_8iny> fxx:2y> fyy:—.TCOS:l/,
fmUyZQ’ fxyy:_cosya fmcx:O, fyyy:xsiny

En virtud de la férmula (3.6), tenemos que
1
f(1+h,0+k):f(1,0)+f$-h+fy-k+§(fm-h2+2 fay - hk+ fyy- k)

1
+6(fxmc : h3 +3 fmy ’ th +3 fwyy : th + fyyy ' kg)

Reemplazando en esta expansion las derivadas parciales recién cal-
culadas queda

f(1+h,0+k):1+1-h+1-k+%(0-h2+2-(2-hk)+(—1)~k2)
—i—é(O h* + 3 (2h%k) — 3 cos(Ek)hk? + (1 + £R) sin(€Ek)E?)

Finalmente la aproximacién de Taylor de orden 3 de f en torno a
(1,0) es igual a

1 1 1
f(1+h k) = 1+h+k+2hk—§k2+h2k—§ cos(gk;)hk:2+6(1+fh) sin(£k)k?,
para cierto £ €]0, 1] que depende de h y k.



96 5. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

4. Problemas Capitulo 5

P1.- i) Sea f(u,v) una funcién clase C?(R?) dada, y sea g(z,vy)
una funcién definida por g(x,y) = f(ax + by, cx + dy) don-
de a,b,c,d € R son constantes. Encuentre las derivadas
parciales

Py O
ox?’ Oy?
ii) Supongamos que f satisface
Pf  O*f
ou?  ov?
Encuentre a, b, ¢, d tales que
0? 0?
Py, P _
ox?  Oy?

Ind.- Las constantes no son necesariamente tnicas.

=1

1

P2.- 1) Considere u(z,y), v(z,y) funciones clase C*(R?) tales que
ou ov ou ov
R2 L = — R —_
V(z,y) € or B = g, w ) ¥ g y) = =50 (@y)
Verifique que V(x,y) € R?:

0*u 0*u 0*v 0*v
@(x,y) + a—yg(xvy) =0y @(x,y) + a—yg(xvy) =0

1) Sea f:R?* - R, (u,v)— f(u,v) una funcién clase C?(R?)

tal que
*f 0*f 2
w(u,v)—i-@(u,v)—l V(u,v) € R

Defina la funcién g : R? — R como g(z,y) := f(u(z,y),v(x,y))
donde u, v son funciones como en la parte I).

Pruebe que g satisface V(z,y) € R? :

0%g 0%g ou\’ ou\’
G+ e = (5) @+ (5) @)
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III) Verifique que si u(z,y) = 2° — 3zy?, v(z,y) = 3z%y — y*
entonces para g definida como en II) se cumple:

P g P g 2 22

%(x,y) + a—yg(‘r?y) =9(z"+y")

P3.- Sean @ : R* - Ry ¢ : R* — R funciones clase C?*(R3), C?(R?)

respectivamente, y sea la funcién
u(@,y, 2) = u(z,y, w) donde w(z,y, 2) = z — Y(z,y)

Suponga ademdés que v satisface

2 2
A¢::32_¢+32_¢:0 y que (8_w) +<0_¢) =1

oxr?  0y? ox oy
Pruebe que si
Pu  Pu Pu
Au = 92 + o + 52 = 0 entonces

82&+02&+28211 . 0?1 o 0 o
ox?  0y? ow? OdrxOw Ox dyow Oy

P4.- i) Encuentre el polinomio de Taylor de orden 2 de la funcién

flo.y) =sin*(z +y) + 2%y
entorno al punto (1, —1).

ii) Pruebe que
|f(1+ hy, =1+ he) — To(hy, ha)| < 8- ||(hy, h2)||3

P5.- Encuentre la expansion de Taylor de orden 2 para
fl,y,2) = (2 + y* + 2%)

entorno a (%, %, %)
P6.- Sea f(x,y) = €* + sin(z + y)
i) Encuentre el polinomio de Taylor de orden 2 de f entorno
del punto (1,0).
ii) Encuentre C' € R tal que para cada (z,y) que satisface
(r —1)2 +y? < 1 se tiene

’f(x>y) - PQ(x>y)’ < H(.T - 1>y)H3
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P7.- Considermos las funciones g(z) = sen(z), h(y) = cos(y) y
f(x,y) = pg(x) + oh(y), con p, o € R. Denotemos por P.*(x),
PZM(y) y Pf*(x,y) los polinomios de Taylor de grado 2n de
las funciones f, g y h respectivamente, con respecto al origen.
Pruebe que sélo una de las siguientes afirmaciones es falsa, jus-
tificando en cada caso.

2n _ n ]' 2k—1
a) Pl"(x) =3 [E )
b) Pery) = S, S

h R=L ()
¢) PiM(x,y) = pPr"(x) + o P2 (y).

d) Para cada (z,y) € R? se tiene f(z,y) = lim Pf”(x,y).
n—oo



Capitulo 6

Maximos y minimos de funciones diferenciables

En la Seccién 2 se discutié sobre la existencia de maximos y mini-
mos de funciones continuas. Para funciones diferenciables existen varios
criterios que permite encontrar estos puntos. El gradiente es una herra-
mienta muy ttil para determinar maximos y minimos locales de funcio-
nes en dominios abiertos. Para ciertos dominios cerrados emplearemos
la técnica de los Multiplicadores de Lagrange.

1. Puntos criticos de funciones diferenciables

En este capitulo consideramos una funcién f : Q@ C RY — R con €
un conjunto abierto.

La definicion bésica de interés en lo que sigue es la de punto critico
de f. Si f es una funcién diferenciable en xy, decimos que zy € 2 es
un punto critico de f cuando

Para una funcién de dos variables f(z,y), esto significa que el plano
tangente al grafo de f, z = f(z,y) en el punto (xg,yo, f(xo,y0)) es
horizontal. En efecto, el vector normal a este plano es (V f(zo, yo), —1),
esto es (0,0, —1), que tiene la direccién del eje z.

De gran importancia son los casos de un minimo y un méximo
locales de f. Decimos que xg € 2 es un minimo local, si existe § > 0
tal que la bola B(xg,0) C Qy

f(zo) < f(x) Va € B(xg,6), esdecir f(zg) = min f(x).

x€B(x0,0)

Similarmente, decimos que xg € ) es un mazrimo local de f, si existe
d > 0 tal que la bola B(xy,0) C Qy

f(zo) > f(x) Va € B(xy,6), esdecir f(zg) = max f(x).

x€B(x0,0)

Minimo local y maximo local se dicen estrictos si estas desigualdades
son estrictas para x # z.

Como en el caso de funciones de una variable, maximos y minimos
locales son puntos criticos de f.

99
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PROPOSICION 1.1. Sea f : Q2 C RY — R, Q un abierto. Suponga-
mos que xo es un minimo local de f y que f es diferenciable en xq.
Entonces V f(xq) = 0. Lo mismo se tiene si xy es un mdximo local.

Demostracion. Supongamos que f tiene un minimo local en zq, di-
gamos para cierto 6 > 0,

f(zo) < f(x) Vz € B(xyg,?).
Para j € {1,..., N}, consideremos la funcién
t €l —06,0[— o(t) == flxo+te;) .
Entonces ¢(t) > ¢(0) para todo t €] — 4, 6[. Por lo tanto

t) — o0
6= 600) o g
y luego
. 9(t) — ¢(0)
"(0) =1 ( >
dO = fim e 20
Del mismo modo,
t) — o(0
G0=00) Lo ey
y ¢'(0) < 0. Esto es ¢/(0) = 0. Pero, por definicién,
0
0= ¢(0) = 5w
Como esto se tiene para todo ¢ = 1,..., N, concluimos que V f(zq) = 0.

Para el caso en que zy sea un maximo local, nos basta observar que
la funciéon —f tiene un minimo local en z;.

De esta forma, V(—f)(zo) = —V f(xy) = 0. O

Es importante discriminar si un eventual punto critico de f se trata
de un maximo local, un minimo local, o ninguno de estos tipos. Como
en el caso una variable, tenemos condiciones sobre la segunda derivada.
Recordemos por ejemplo que si zy es un punto critico de una funcién
de una variable dos veces derivable, que es a su vez un minimo local,
entonces f”(zp) > 0. Reciprocamente, si f”(xy) > 0, el punto critico
es un minimo local. En el contexto de varias variables, f”(xy) es una
matriz N x N, cabe entonces preguntarse si alguna nocién analoga a
positividad de esta matriz juega un rol similar. De hecho, este es el
caso.

Sea A una matriz de N x N. Decimos que A es semidefinida positiva
si

VheRY: wlAL > 0.
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Por otra parte, decimos que A es definida positiva si
Vhe RV\{0}: hTAh > 0.

Decimos que A es semidefinida negativa, respectivamente definida nega-
tiva, si la matriz —A es semidefinida positiva, respectivamente definida
positiva.

Si A es simétrica, la positividad y semipositividad esta vinculada
a sus valores propios. Recordemos que si A = AT, entonces existe
una base ortonormal de RY constituida por vectores propios, digamos
{v1,...,uy} tales que

AUZ‘ = szz
donde Ay, ..., Ay son los valores propios de A (posiblemente repetidos).
Como A es simétrica, éstos son todos reales. Notemos que
(11) /\Z:/\ZHUZHQ:UZTAU“ VZ:L,N

Todo h € RY puede escribirse en la forma

N
h = Z Q;0;.
i=1
Como los v; constituyen una base ortonormal se tiene también que
N
(1.2) [n? =" a2
i=1

Si h # 0 no todos los «;’s pueden ser cero.
Observemos que

N N N N
RTAh = | A (Z aivi>] : <Z ozjvj> = Z Zaiaj(Avi) v
i=1 j=1 i=1 j=1
Ahora,
(Avy) - v; = N - v = Nibij
donde

P 1 sii=y
Y10 sii#£g
y por lo tanto

N
(1.3) hTAh =" Noj .
=1

De las relaciones (1.3) y (1.2) se sigue que
(1.4) RTAh > B||h||>, con B:= min \; .

i=1,...,.N
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Deducimos entonces que si \; > 0 para todo 7, entonces h” Ah > 0 para
h # 0. Como h # 0 es arbitrario, entonces A es definida positiva.

Reciprocamente, si A es definida positiva, (1.1) implica que A; > 0
para todo 7. De esta forma se tiene que A es semidefinida positiva, si y
solo si, sus valores propios son todos no negativos.

Lo anterior se aplica en particular a la matriz Hessiana f”(x¢) en
caso que las segundas derivadas parciales de f sean continuas en xg.

TEOREMA 1.1. (Optimalidad y segundo orden)
Sea f: Q C RY — R una funcién de clase C*(2), Q un abierto, y
xg €  un punto critico de f. Se tienen entonces la validez de las
siguientes afirmaciones:

(a) Si xy es un minimo local de f entonces la matriz simétrica
f"(zo) es semidefinida positiva. Si xy es un mdzimo local, entonces
f"(x) es semidefinida negativa.

(b) Si f"(xo) es definida positiva, entonces xy es un minimo local
estricto de f. Del mismo modo, xy es un mdzximo local estricto si f"(xo)
es definida negativa.

Demostracién. Sea ¢(t) = f(zo + th). Si zp es un minimo local,
entonces ¢'(0) = V f(xo) - h = 0 y entonces para todo ¢t pequeno.

0 < ¢(t) — #(0) — ¢'(0)t.
Entonces, gracias a la regla de I’'Hopital tenemos que

0 < lim 2O =00 =)\ FO =0 _ 1,

— t—=0 12 t—0 2t 2

y entonces ¢”(0) > 0. Como hemos calculado en la deduccién de la
férmula (3.6), se tiene que

¢//(O) — hTf”(I'())h

y como h es arbitrario, se sigue que f”(x) es semidefinida positiva. He-
mos probado (a) para un minimo local. La aseveracion correspondiente
a maximo local se sigue aplicando este resultado a la funcién —f.

Probemos (b). Como V f(zy) = 0 tenemos de la férmula de Taylor
de segundo orden (3.6) que

(15) Fo +h) — f(zo) = %hT (o + Enh)h

con &, €]0,1[. Supongamos que f”(xy) es definida positiva. Se sigue
entonces de la relacién (1.4) que existe § > 0 tal que que para todo
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h € RY,
(1.6) KT f"(xo)h > B |k,
Ahora, para una matriz cualquiera B de tamano N x N se tiene que
W' Bh| = Z | Bij[hillhs] < (Z\Bza\) I1A]?
i,7=1

Por lo tanto
(1.7)

[P (" (wot&nh) = f" (zo)lh| < <Z\fm] o + &nh) — fxixj(fﬂo)\> 1R

Como la funcion

= Z ‘fa:ﬂ:] ([L‘o + k) - f$i$]- (I‘o)|
2

es continua en k = 0, y ¢(0) = 0, tenemos que existe § > 0 tal que
para todo k con ||k|| < 4 se tiene que

B
Y(k) < )

donde 5 > 0 es el nimero en (1.6). Por lo tanto, como &, €]0,1[, se
sigue que si ||h|| < 6,

D Foie, (20 4+ €312) = frs, (w0)] <

MI\Q

De (1.7) obtenemos entonces que

D71 o+ &uh) — o)l < 2

De aqui y de las relaciones (1.5) y (1.6), se sigue que
fleo+h)— flao) = S Il? vhe BO.6)

Por lo tanto f tiene un minimo local estricto en xzy. La afirmacién para
maximo se sigue a partir de aquella correspondiente a — f. U

EJEMPLO 1.1. Consideremos la funcién f : R? — R? dada por
flz,y) =y* +2° + 4y* — 4o + 5y + 10
Busquemos los puntos criticos de esta funcién. Tenemos

folz,y) =22 —4, f,(v,y)=3y"+8y+5=(y+1)(3y +5)
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De este modo, V f(z,y) = (0,0) si, y sélo si,
5)
r=2, y=—-1 ox=2, y:—g.

Asi, los puntos criticos de f son (2, —1) y (2, —2). Calculamos también
fealz,y) =2, fay(z,y) =0, fyy(z,y) =6y +8

Tenemos entonces que

Fe= 2 o]

Por lo tanto,

14 . 2 O 1 _5 _ 2 0
Como f”(2,—1) es una matriz diagonal, sus valores propios son preci-

samente las entradas de esta: A\ = 2, Ay = 2. Como ambos positivos,
concluimos que el punto (2,—1) es un minimo local de f. En cambio

los valores propios de f”(2, —g), A1 = 2, Ay = —2, tienen signos opues-
tos, de modo que el punto critico no es ni un minimo ni un maximo.

Precisemos un poco mas el comportamiento de la funcion f cerca de
este punto. Observemos que

b BB 2] B S B[]

de modo que los vectores propios respectivamente asociados a 2 y —2
son

1 0
€1 = 0 y €2 = 1

Estas son las llamadas direcciones principales de f en el punto critico
(2, —2). Observemos que si

$1(t) = f((2,=3) +ter),  dalt) = f((2,—3) + tea),

entonces, evaluamos directamente

1) =2, ¢o(t)=—2+6t.
Vemos entonces que en la direccion de e; la funciéon f tiene segunda
derivada positiva, esto es, es convexa, exhibiendo un minimo en ¢t = 0.
En la direccion de e, en cambio, vemos que la segunda derivada es
negativa para todo t cercano a 0, siendo la funcién en esta direccion

maxima en t = 0. La forma del grafico de f en torno a este punto se
denomina punto silla, en referencia a la forma de una silla de montar.
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Diremos en general, que para f : Q C RY — R de clase C?, un pun-
to critico xy es un punto silla, si todos los valores propios de f”(xq) son
distintos de cero, y hay presentes valores propios positivos y negativos.
Los vectores propios asociados a valores propios negativos correspon-
den a direcciones en las cuales la funcién baja a partir de z (hacia
ambos lados), mientras que en las direcciones complementarias, las de
los vectores propios asociados a valores propios positivos, la funcién
sube.

EJEMPLO 1.2. Sea
f(z,y, 2) = 32 — 62 + 3y* — 6y — 22y + (2* — 1)
En este caso (z,y,z) es un punto critico de f si, y sélo si, tenemos
folz,y,2) =62 —6—-2y=0, f,(zr,y,2)=06y—6—2z=0,

fo(2,y,2) = 4(2* — 1)z = 0.
Este sistema tiene tres soluciones, lo que nos conduce a la presencia de
tres puntos criticos:

(1,1,0), (1,1,1), (1,1,-1),
La matriz Hessiana de f estd dada por
6 -2 0
f,/($7y7z) =|-2 6 0
0 0 122°—4

Calculemos los valores propios de f”(1,1,0). Estos corresponden a las
raices del polinomio caracteristico
6-X =2 0
-2 66— 0 = —((A=6)2—4)(A+4),
0 0 —4-X
que son
A =8, =4, A3=—-4

Como tenemos valores positivos y negativos, concluimos que (1,1, 0) es
un punto silla.

Similarmente, encontramos que los valores propios de f”(1,1,1) y
de f”(1,1,—1) estan dados, en ambos casos por

)\1:8, )\2:4, )\3:8

Siendo estos tres valores positivos, concluimos que (1,1,1) y (1,1, —1)
son minimos locales.
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La pregunta surge naturalmente, tanto en este ejemplo como en el
anterior, de si los puntos de minimo local encontrados son en realidad
minimos globales. Por cierto, la pregunta bésica es la de si un minimo
global de la funcion f en realidad existe.

Para f(z,y,z) = 32 — 6z + 3y* — 6y — 2zy + (2% — 1)? tenemos que
flz,y, 2) =2(2* + y*) + (x — y)* — 62 — 6y + (2* — 1)°.
Por la relacién a? & 2ab + b*> > 0, obtenemos las desigualdades
(2 =12 >22*-1)—1, —6r>-2>-9, —6y>—y*—9,

de modo que
fl@y,2) >a® +y*+2° —21.

De este modo,

f@y,2) > +oo si |[(z,y,2)| = Va2 + 42+ 22 = +00 .

Como f es obviamente continua, el Ejemplo 6.2 nos garantiza que un
punto de minimo (global) de f en efecto existe. Este punto de minimo
debe ser un punto critico, que a su vez debe ser un minimo local,
por ende la matriz Hessiana de f en este punto debe ser semidefinida
positiva. Entonces la tinica posibilidad es que sea alguno estos puntos:
(1,1,1) o (1,1, —1). Vemos que f(1,1,1) = f(1,1,—1), por ende ambos
son puntos de minimo global de f. Tenemos ademés que

I%I;Ilf = f(1,1,1) = -8.

Consideremos ahora la funcién f del Ejemplo 1.1, f(z,y) = v + 2* +
4y* —4x+5y+10. Aqui encontramos que el punto (2, —1) es un minimo
local. Nos preguntamos si se trata de un minimo global. En este caso
la respuesta es no. En efecto, no existe minimo global de f pues, por
ejemplo, a lo largo de la sucesién (0, —n) tenemos

f(0,—n)=—n*+4n> —5n+10 — —o0 si n— oo

Esto implica que la funcién f no es acotada por abajo, y un valor
minimo absoluto no puede existir.

Observemos que las afirmaciones (a) y (b) del Teorema 1.1 son “ca-
si” reciprocas. Sin embargo, si 2 es un minimo local, la matriz f”(x)
puede no ser definida positiva (sélo semidefinida). Por otra parte, el
que la matriz f”(zo) sea semidefinida positiva no basta para garantizar
que xg sea un minimo. Esto se pone en evidencia en el siguiente ejemplo:
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EJEMPLO 1.3. La funcién f(z,y) = 2* + y? tiene un minimo local
en xo = (0,0). Sin embargo,

roo=o 3,

que es semidefinida positiva, pero no definida positiva. Por otra parte,
la funcién g(z,y) = z* + y? cumple que

¢(0,0) = {8 g} ,

que es una matriz semidefinida positiva. Sin embargo, es facil ver que
g no tiene un minimo local en el origen.

2. Multiplicadores de Lagrange

Una consecuencia interesante del Teorema de la Funcion Implicita
es que provee una condicion de primer orden necesaria para la resolu-
cién de problemas de minimizacién con restricciones de igualdad, esto
es, el mimimizar una funcién f(z) sujeta a m restricciones de la forma
gi(2), donde m es estrictamente menor que la dimensién del espacio.
Este es el contenido del resultado siguiente.

TEOREMA 2.1. (Teorema de los multiplicadores de Lagrange)
Sean f:RN*™m 5 R, g: RN*™ — R™ funciones de clase C'. Sea
A={zeR¥™ [ g(z) = 0}
y supongamos que zy € A es tal que

f(z0) = min f(z) .

Supongamos ademds que la matriz ¢'(z9) de orden (N +m) x m, es de
rango completo (posee m columnas linealmente independientes). En-
tonces existen numeros Ay, Aa, ..., A\, tales que

Vf(z0) = Z AiVgi(z0).

Demostracién. Supongamos que la variable z € RV*™ se descompone
como

z=(z,y) €ERY x R™
donde, luego de reordenar las variables en caso de ser necesario, pode-
mos suponer que las tltimas m columnas de ¢'(xg, 39) son linealmente
independientes. Asi, la matriz g,(x¢, yo) es invertible.

Supongamos que zy = (Zg,¥yo) es tal que f se minimiza sobre
D = {(z,y) / g(z,y) = 0} Como, por hipétesis, la matriz g,(zo,yo)
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es invertible, el Teorema de la Funciéon Impicita nos garantiza la exis-

tencia de una funcién y = ¢(x), definida en un abierto U que contiene

a g, de modo que ¢(z9) = yo v g(z, ¢(x)) = 0 para todo = € U. Asi,

los puntos (z, ¢(x)), © € U yacen todos en D y tenemos entonces que
f(z,¢(x)) > f(xo,y0) para todo z € U.

Por lo tanto, la funcién i (x) := f(z, ¢(x)) satisface que ¥ (z) > 1(xo)
para todo = € U. Se sigue que ¥'(xy) = 0, lo que quiere decir, gracias
a la regla de la cadena, que

0= 0/e0) = ulza) oo | (o |

Esto es
0= fa(z0,90) + fy(%0, Y0)#' (20)-
Por otra parte, como la funcién £(z) := g(z, ¢(x)) es constante en U,
se sigue en particular que £'(x¢) = 0, lo que quiere decir
0 = gu(w0, Yo) + gy (0, y0)¢' (o),
de modo que
¢'(0) = —gy(20, Y0) ' ga (0, Yo)-
Obtenemos entonces

fo(@0, y0) = fy(0, Y0)9y(0, Y0) ™ gz (o0, Yo)

y
Jo(@o,90) = fy(20, Y0) gy (%0, %0) ™ gy (o, Yo)-
Sea
Atsm = fy(@0,Y0) gy (20, 10) "
Se sigue entonces que

[f (0, %0) fy(ﬂﬁo,yo)] = A[gz(z0, 10) gy(ﬁoayo)]
esto es,
f(@0, 0) = Ag' (20, Yo)
o sea, tomando transpuesta,
V f(x0,90) = ¢ (o, yo)TAT-

Si A = [A;--- Ay, la relacion anterior se lee precisamente como

V f(xo,90) = Z AiVgi(o, Yo)

i=1

y la demostracién queda concluida. U
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EJjemMPLO 2.1. Consideremos el problema de minimizar la funcién

flz,y,2) =x+y—=z
bajo la restriccion
g(x,y,2) =2 +y* + 22— 1=0.
La primera observacion es que el conjunto de puntos que satisfacen la
restriccién es cerrado y acotado en R?, por lo tanto, siendo la funcién

f continua, alcanza en efecto su valor minimo. Consideremos entonces
los puntos (x,y, z) que satisfacen la restriccién y tales que para algin
AeR

Vf(z,y,z) — AVg(z,y,2) =0
Esto corresponde al sistema de ecuaciones 4 x 4

1— X2z =0
1— A2y =0
—1-A22=0

24+ +22-1=0
Asi, claramente para una solucion de este sistema tenemos que
r=y=—-z 32°=1

lo que nos entrega dos puntos posibles: (%, %, —%) y (—%, —%,
Notemos que

1 1 1 _ 1 1 1 _
f(%7ﬁ7_ﬁ)_\/§7 y f(_%>_ﬁaﬁ)__\/§

Por lo tanto el segundo punto corresponde al valor minimo.

5)

-

La regla de los multiplicadores de Lagrange tiene una versién ne-
motécnica 1til: Si zo minimiza a f sujeto a las resticciones g;(z) = 0,
i =1,...,m, entonces existen m ntimenros A, tal que (g, A, ..., \J")
es un punto critico en RY*™ de

LA, Am) = f(x) — Z)\ig(:v).

Esta funcién se llama Lagrangiano.

EJEMPLO 2.2. Determinemos el maximo de la funcién f(z,y,z) =
xy + z en la intersecciéon del plano z + y 4+ z = 0 y la esfera unitaria
2%+ y? + 2? = 1. Dicha interseccién es una circunferencia en el espacio
XY Z, luego es un conjunto cerrado y acotado. Como f es continua,
ella alcanza su méximo y su minimo en dicho conjunto en virtud del
Teorema 6.1. El lagrangiano es
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y

V'C:(y+/\+2l/«$7$+)\+2uy,1+)\+2uz,x+y+z,x2—|—y2+22_1)'

Esto nos da el sistema de ecuaciones
y+A+2ur =
T+ A+ 2uy =
L+A+2uz =

rT+yt+z =
vy -1 =

OO O OO

cuyas 4 soluciones para (z,y, z) son

(& —2%), (—d —de Z), (58,55, -y (358,145

V6 V6 Ve
De estos, el segundo da el valor maximo para f, que es %.

EJEMPLO 2.3. Concluimos la seccién mostrando una desigualdad
clasica en los nimeros reales, que enuncia que la media geométrica de
m numeros positivos es menor que la media aritmética, a menos que
todos estos nimeros sean iguales. Mas precisamente si a; > 0 para
1=1,..., N, entonces se tiene la desigualdad

2~

<1(+ +ay)
—a ...a
_Nl N )

la cual es estricta a menos que todos los ntimeros sean iguales. Para
probar esto, consideremos la funcion

(a1a2 o e aN)

L
f(xl,...,xN):NZIxi

sobre el conjunto definido por la restricion

N
g(x1,...,zN) ::Hxi—lz()
i=1

Consideramos a las funciones f y ¢ a su vez definidas sobre el abierto
de RY dado por el conjunto de puntos z con x; > 0 para todo i.
Observemos primero que si para algin ¢ se tiene z; > N, entonces

f(xy,...,zy) > 1= f(1,...,1).
Por lo tanto, el minimo de f sobre la regién cerrada y acotada

{z € RY /g(x) =0, 0 <x; <N para todo i}
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(que existe pues f es continua) debe ser el minimo de f sujeto a la
restriccion completa g = 0. Asi, definamos

LN N
L(z,\) = N le — )\(Hxl —1).
i=1 i=1

En el punto de minimo tenemos una solucién (z, A) del sistema
0 0
a—xjﬁ(x, A) =0 para todo 7, aﬁ(x, A)=0.

Esto es

N

1

N:/\I;Ixizo para todo 7, Hmi—lzo.
1#£] 1=

Tenemos entonces que, en el minimo,

Ti

N
N )\Ha:i = A\ para todo 7,

i=1
y por lo tanto, x1 = x5 = ---xny = 1. Esto se traduce en que

| N N
1§N2xi, sinizl,
i=1 i=1

Con desigualdad estricta a menos que todos estos niimeros sean igua-
les. Consideremos ahora ay,...,ay numeros positivos cualesquiera y

definamos
a;

DN
<Hf\i1 ai) ’
Claramente Hf\; r; = 1, y por lo tanto
1 & a;
1< — SR A
<xX

(1200)

[L’j =

2~
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P2.-

P3.--

6. MAXIMOS Y MINIMOS DE FUNCIONES DIFERENCIABLES

3. Problemas Capitulo 6

I) Encuentre los puntos criticos de

- 7$27y2
[z, y) = wye
y determine si son maximos locales, minimos locales o pun-

tos silla.
II) Para la funcién f de la parte anterior pruebe que

lm  f(z,y) =0
[l ()| —+o0
Ademas deduzca que existen los siguientes valores y calciile-
los

max X s min X
w)eRQf( YY) (m)eRQf( .Y)

Counsidere la funcion

- exp(i‘(x‘“y)

- V2ro 202
donde —8 < < 8 y o > 0 son pardmetros reales.
Sea {x1,...,x,} un conjunto de observaciones con {x;}" ; C R.

Defina la funcién L :] — 8, 8[x]0, +oo[— R mediante

:Hf(xi)

Resuelva el problema

méx log (L(y, o))
es decir, encuentre (/i, &) que maximizan log (L(u, 0)). Note que
tanto ji como ¢ dependen solamente de {.Tl, ..o, Tp}. Justifique
que el punto encontrado (1, &) es un maximo.

Sea © C RY un abierto. Una funcién u : 2 — R de clase C?()
se dice estrictamente subarmonica cuando cumple la desigual-

dad

Au—zaxl >0 Vzen

Pruebe que una funcién estrictamente subarmonica no puede
un maximo local en 2, sino que debe encontrarse en su borde

0f2.
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P4.- Sea u : R? — R una funcién clase C?(R?) que satisface
Au=0 en R?

y sea (g, yo) un punto de minimo local de u.

Demuestre que todas las derivadas parciales de segundo orden
de u son nulas en (xg, yo).

P5.- Sea f: RY — R una funcién convexa de clase C*(RY).
Sea {,}, C RY una sucesién acotada que satisface

lim Vf(z,)=0

n—-+00

Demuestre que {x, }, es una sucesién minimizante de f, es decir

l/ n — /.
Jm f(z,) = min f(z)

P6.- Encuentre y justifique la existencia de los valores maximos y
minimos de la siguientes funciones

flr,y) = 42> + 10y, gla,y) = eV (227 + )
en el disco

D={(z,y): 2 +y* <4}

P7.- 1) Encuentre el méximo y el minimo de f(z,y,2) = v+3y—2z
sobre la esfera unitaria

§*={7=(z,y,2) eR*: ||7]| = 1}

1) El plano = + y + 2z = 2 y el paraboloide z = z* + y* se
intersectan en una elipse. Encuentre el punto més cercano
de esta elipse al origen 0 = (0,0, 0).

P8.- 1) Sin demostrar su existencia, encuentre el valor maximo de
f(z,y,z) =log(xyz>) sobre el conjunto

P={(z,y,2) eR®: 2,9,2>0, 2 +y+2=>5}
IT) Usando el resultado anterior, pruebe que Va,b,c > 0

a+b+c)5

bed < 27
abc” < ( 5
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P9.- Si a,3,7 > 0 son los dngulos interiores de un triangulo, de-
muestre que

sin (%) - sin (g) - sin (%) < %

N

P10.- Muestre que N2 O el méaximo valor, en RY, de la funcién

N 9

N
f(x):Hxi s.a. Z%zl
i=1

=1



Capitulo 7

Integracion de funciones de varias variables

En este capitulo extenderemos la nociéon de integral en el sentido
de Riemann a funciones definidas sobre subcojuntos del espacio R¥.
Consideremos una funcién f : D CRY - R. Si N =1y D = [a,b] se
definié, bajo ciertas condiciones, la cantidad fab f(z)dz, cuya interpre-
taciéon geométrica, cuando f es positiva, es el drea bajo la curva que
define el gréafico de f, {(z, f(z)) / = € [a,b]}, por sobre el intervalo
la, b], esto es, de la region

{(z,y) / w €la,0], 0 <y < f(2)}.

Para una funcion de dos variables, el gréfico tipicamente se entiende
como una superficie en R3, y deseamos definir la cantidad

/ /D [ (&, y)dudy

como una nocién apropiada de volumen de la regién en R3 dada por

{(z,y,2) / (x,y) €D, 0< 2 < fla,y)}

Consideremos el caso especial de la funcién f = 1. La cantidad

/ / ldxdy
D

debiese corresponder al volumen del cilindro de altura 1 que tiene a
D como seccién transversal, esto es al drea de D. Del mismo modo
intentamos definir, para el caso de una funciéon de tres variables la

cantidad
Iz///f(:r,y,Z)dﬂcdydz,
D

que si bien no tendra interpretacion geométrica intuitiva directa, debie-
se corresponder a que [ [ [ 1dzdydz sea el volumen de la regién D del
espacio tridimensional. Por otra parte, la cantidad I puede interpre-
tarse fisicamente como masa total de D, suponiendo que su densidad
de masa por unidad de volumen en el punto (z,y, z) esta dada por la
funcién f(x,y, z), lo cual quiere decir que un rectingulo infinitesimal
de volumen dxdydz en este punto tiene por masa f(x,y, z)dzdydz.

115
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1. Definicién de la integral y propiedades basicas

La definicién que daremos es la extension directa de la integral de
Riemann para funciones de una variable hecha en el curso de calculo
anterior. Consideramos primero el caso de los dominios D mas sencillos
que llamamos rectdngulos de lados paralelos a los ejes coordenados. Un
rectdngulo R de este tipo en R es un conjunto de la forma

R={zeR" /a;<wx; <b; paratodoi=1,...,N} =
[al,bl] X - X [CLN,bN],

en otras palabras,
N

(1.1) R:H[ai,bi].

Definimos el volumen de R simplemente como la cantidad

i=1
lo que en dimensiones 1, 2 y 3 corresponde a nuestras nociones habi-
tuales de largo, drea y volumen, respectivamente. Consideramos en lo
que sigue un rectangulo R C RY y una funcién f : R — R la cual
supondremos acotada, esto es tal que existe M > 0 para el cual

|f(x)] < M paratodoxr € R.

Un reticulado S del rectdngulo R dado por (1.1) es una familia de
rectangulos

S= {Ri}iel
Donde I es un conjunto de indices, y cada R; es un rectangulo de lados
paralelos a los ejes coordenados tales que

R = URZ , int (R;) N int (R;) =0 para todo i # j

i€l

1 1 2 2 N N
Ri - [‘Il’fl)"ll’flll] X [‘Il’fg)"flj’fgll] X X I:(L"EN)7'IEN3’1]7

donde i; =0,...,k; =1, 5=1,...N, vy

a; :xéj) < xgj) < a:gj) < a:,(gj) = b;.

Definimos la suma inferior para la funcién f asociada al reticulado &
como

Is(f) =Y mg,(f)- V(Ry),

i€l
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donde
m,(f) = inf f(a)

En modo similar, la suma superior asociada al reticulado S esta dada
por
Ss(f) = Mr,(f)-V(Ri),
iel
donde
Mz, (f) = sup f(z).

TER,;

Observemos por ejemplo, que si la dimension es N =2y f > 0, enton-
ces el nimero mxg, (f)-V(R;) corresponde al volumen del paralelepipedo
de base rectangular R; y altura mg,(f), de modo que si R; tiene lados
pequenos y, f es continua (por ejemplo), este volumen debiese aproxi-
mar bien (y por abajo) el de la regién del espacio comprendida entre
el rectangulo R;, contenido en el plano XY y el grafico de la funcién
f, esto es la “superficie” z = f(x,y). Asi, la suma inferior Is(f) es
una aproximacion por abajo del volumen total comprendido entre el
rectangulo R y el grafico de f. En modo similar, Ss(f) es una aproxi-
macién por arriba de este volumen, que debiese mejorar notablemente si
los rectangulos del reticulado se hacen cada vez mas pequenos. Bésica-
mente, el volumen total en cuestién debiese considerarse bien definido,
si las sumas inferiores y superiores de f se aproximan a un ntmero
comun, a medida que los reticulados se hacen mds finos. Precisamente
en este caso diremos que f es integrable sobre R.

Sean 81 y Sy dos reticulados de R. decimos que Sy es mds fino que
S si se tiene todo rectangulo en Sy esta contenido en algtin rectangulo
en &1. En este caso se tiene que

Is, < Is, < Ss, < Ss,

Por otra parte, observemos que dados dos reticulados cualesquiera S; y
S, se asocia canénicamente un reticulado Sz més fino tanto a S; como
a S, simplemente mediante la colecciéon de todas las intersecciones de
rectangulos en &) con rectangulos en Ss.

Asi, concluimos que en realidad, para todo par de reticulados S; y
Sy (no necesariamente uno mas fino que el otro) se tiene que

[Sl S SSQ.

Para una funciéon f acotada como la anterior, tiene sentido entonces
definir su integral inferior en R como

/ f:=sup{ls(f) / S es un reticulado de R} .
LR
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Definimos, en modo similar su integral superior sobre R como

/ f:=f{Ss(f) / S es un reticulado de R} .
R

De este modo, para cualquier funcién acotada tenemos la validez de la

desigualdad o
[i<] 1
J R R

Decimos que la funcion f es Riemann-integrable si

[o=]

en cuyo caso llamamos a este valor comun la integral de f sobre Ry
lo denotamos como

/Rf, /Rf(x)dx, o también /---/Rf(xl,...xN)darl-~-de

(en la ltima notacién el simbolo de integral se repite N veces).

Una caracterizacion til de la condicién de integrabilidad es la si-
guiente.

PROPOSICION 1.1. Si existe una sucesion de reticulados {S, }nen
tal que

lim S, (f) = Is,(f) = 0

n— o0
entonces f es integrable y

lim Ss, (f) = lim Is,(f) = /Rf(x)dx

n—oo n—oo

Demostracion. Tenemos que

k&ﬂé/fhww§7ghww§%xﬂ-
Y R

Por ende, pasando al limite, por el Teorema del Sandwich, obtenemos

h ngm=7gmw

y entonces f es integrable. 0

EJEMPLO 1.1. Sea f:R* — R dada por f(x,y)=x+y ¥y
R =10,1] x [0, 1]. Consideremos para n € N, la particién S,, que consta
de los elementos
7+ 1 k k+1
RN = [l T+ ] « {_, + ] L 0<jk<n-—1.

J n n n n
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Entonces _
Is,(f) = V(R - m, (f)
7=0 k=0
Ahora, claramente
7k
mpy (f) = 24—,
de modo que
1 n—1 n—1
Is,(f) = — (J+k)
n
§=0 k=0
n—1
1 . (n—=1)n
B
§=0
1 1
= EnQ(n—l)zl—ﬁ.
En modo similar, obtenemos
j+1 k+1
Mpgn =
w () =1 2
y
1 n—1 n—1
S = — i — _
7=0 k=0

Vemos entonces que

lim Ss, (f) = 1s,(f) = 0.

n—-+0o00

En virtud de la Proposicion 1.1, f es integrable en Ry

/ (x 4+ y)dzdy = 1.
[0,1]x[0,1]
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A continuacién probaremos el importante resultado que afirma que

las funciones continuas sobre R son en efecto integrables.

TEOREMA 1.1. (Integrabilidad de funciones continuas)

Sea f: R C RN — R una funcion continua, donde R es un rectdngulo.

Entonces f es integrable.

Necesitamos el siguiente resultado intermedio:

PROPOSICION 1.2. Sea f : K C RY — R wuna funcién continua,
donde K es un conjunto cerrado y acotado. Entonces [ es uniforme-
mente continua. Es decir, Ve > 0, 30 > 0 tal que si x,y € K con

||z —y|| < d entonces |f(x)— f(y)| <e.
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Esto se traduce diciendo que el nimero ¢, dependiente de ¢ en
la caracterizacion e-0 de la continuidad en xq € K puede escogerse
independiente del punto particular zy considerado en K.

Demostracion de la Proposicion 1.2. Supongamos que esta pro-
piedad no es vélida. Podemos encontrar € > 0 tal que para todo
n € N existen sucesiones {z,} e {y,} en K tales que ||z, —yn|| <Ly
(@) = )] > <o

Como la sucesién {z,} estd contenida en K, que es cerrado y aco-
tado, debe poseer una subsucesion convergente, la que denotamos z,,,
7 € N, digamos

Tp, > T € K cuando n — oo.

Asi, tenemos también que y,; — 7. Por otra parte, como f es continua
tenemos que

lim f(xn]) = Jlirgo f(yn]) = f(z).

j—o0
En particular, | f(zn,) = f(yn;)| — 0. Esto es claramente una contradic-
cién con | f(zn;) = f(Yn,)| > €0 y la demostracién queda concluida. [

Demostracién del Teorema 1.1. En virtud de la Proposicion 1.2,
basta demostrar que existe una sucesién de reticulados S, n € N con
la propiedad que

Ss,(f) = 1s,(f) = 0.

Probaremos a continuacién que este es, en efecto, el caso para una
funcién continua definida sobre un rectangulo. Consideremos para un
n > 1 dado, el reticulado uniforme dado por

ki —1 k
(12) |:a1+ L (bl—al), a1+i(b1—&1):| Xoeee
ky —1 k
X |:CLN+ N (bN—CLN), aN+7N(bN—aN)] s

donde

0<k;j<n, paratodoj=1,...N.
Consideremos una enumeracién R; de estos rectangulos, parai = 1,...n".
Entonces notemos que si z,y € R;, se tiene que

C
lr —yl < — .

vn
De este modo, si consideramos m > 1, podemos encontrar, gracias a la
continuidad uniforme de f, un n = n,,, suficientemente grande tal que
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para todo 7 se tiene que

1
/(@) = f(y)l < — para todo 2,y & R;.

En particular,
1

y luego se tiene que

Ssw = Y Mg -V(R)

< Z mp, - V(R;) + % : Z V(R))

1
= Is, +—-V(R).
m

Concluimos observando que m es arbitrario. L.

Si bien el resultado anterior es de gran importancia, no es suficiente
en la practica del calculo de casos concretos. En efecto, nos interesan
casos notables en que la funcién f no es necesariamente continua y
la regién no es un rectdngulo . Consideremos una regién D C RY
acotada, no necesariamente rectangular, y una funcién f : D — R
acotada. Deseamos definir el niimero fD f como aquél correspondiente
al volumen de la regién entre la base D y el grafico de f. Para ello,

definamos
_Jf(x) sizeD
fD(‘”)_{ 0 sizgD.

Sea R un rectangulo tal que D C R. Decimos que f es integrable sobre
D si la funcién fp es integrable sobre R, y en tal caso definimos

/D f(o)d = /R Fo(a)d.

Esta definicion es en realidad independiente del rectangulo R que se
escoja conteniendo a D, pues las contribuciones a las sumas superio-
res e inferiores de cualquier regiéon fuera de D son nulas. Dejamos la
verificacion detallada de este hecho como un ejercicio.

La funcién fp puede no ser continua, aunque f lo sea. Sin em-
bargo, en la mayor parte de los casos que se enfrentan en la practica
si serd integrable.

Un caso fundamental de estudio, es el de la funciéon f = 1. Si la
integral fD ldx esta bien definida, le denominamos en general volumen
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de D:
V(D) ::/ 1dx.
D

En el caso N =1 le llamamos en realidad longitud de D,y si N = 2 su
drea. Una pregunta natural por cierto es para qué tipo de regiones el
volumen esta bien definido, o mas en general, sobre qué regiones pueden
integrarse funciones, digamos, continuas. Discutiremos este tema en la
subseccion siguiente.

Antes de esto probaremos algunas propiedades fundamentales de la
integral de Riemann.

PROPOSICION 1.3. Supongamos que f y g son integrables sobre una
region D. Se tiene entonces que

(a) La funcion f + g también es integrable y

/D(f+g):/pf+/pg.

(b) Si a € R entonces la funcion af es integrable y

/D@f:@/pf.

(c) Si f(z) < g(x) para todo x € D entonces

e

(d) La funcion |f(x)| es integrable sobre D y

/Df]s/pm.

() Si D =Dy UDy con DyNDy =0 y si [ es integrable en Dy y en
D, entonces f es integrable en D y

Jo7= ot

Demostracién. Supondremos en las propiedades (a)-(d) que D = R,
un rectangulo. Si no, basta aplicar los resultados obtenidos a las fun-
ciones fp, gp. Sea S un reticulado de R. Veamos la propiedad (a).
Tenemos que si R € S entonces

inf f+inf g < inf(f +g) <sup(f+g) <supf+supg.
R R R R R R

Por lo tanto, deducimos que
(1.3)  Is(f) +Is(g) < Is(f +g) < Ss(f +9g) < Ss(f) + Ss(9)-
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Sean S} y 82 sucesiones de reticulados tales que
Ssi(f) = 1si(f) = 0, Ssz2(9) — Isz(g) = 0.

Consideremos un reticulado S,, més fino que S! y 82 simulténeamente,
por ejemplo aquel obtenido de las intersecciones de los elementos de
ambos. Se tiene que

Ss,(f) = 1s,(f) =0, Ss,(9) — Is,(g) = 0.
Luego

n—oo

i Ss,(f) = lim Is, (1) = [ fla)da

n—o0

lim Ss,(g) = lim Is,(g9) = / g(x)dx.
n—oo R
Deducimos de las desigualdades (1.3) para S = S,, que

Ss.(f+9) = Is.(f+9) =0,
y por lo tanto que f + g es integrable sobre R con

[0 =t S +9) = lim I G+ = [+ [ 0.
Para probar la parte (b), observemos que si @ > 0, entonces

Is(af) = als(f), Ss(af)=aSs(f).

Por otra parte, si a < 0 tenemos que

Is(af) = aSs(f), Ss(af) = als(f).
De aqui la conclusion deseada sigue de modo directo, en ambos casos.

Probemos ahora la parte (c). Gracias a las partes (a) y (b) tenemos
que la funcién h(x) := g(z) — f(z) es integrable sobre R y

Ammmzémmm—éﬂmm

Por otra parte, si S es cualquier reticulado, observamos de inmediato
que como h(z) > 0 para todo € R entonces

ogkwg/h@m.

R

Deducimos que [, g(x)dx — [, f(x)dz > 0 y el resultado se concluye.
Probemos ahora (d). Consideremos un reticulado S y R € S. Si

f >0, obviamente

Mpg(f) —mg(f) = Mg(|f]) — mr(|f]).
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Si f <0, entonces

Mg(|f]) = mgr(|f]) = Mr(=f) — mr(=f).

Si f cambia de signo, tenemos entonces que

Mg(|f1) = mz(f]) < (Mr(f) = mz(f)) + (Mg(=f) = mz(=[))-

En cualquier caso,

Ss([f]) = Is([f]) < Ss(f) = Is(f) + Ss(—f) — Is(—f).

Por ende, si S,, es una sucesién de reticulados tales que

Ss,(f) = Is,(f) =0, Ss,(=f) = Is,(=f) =0,
se sigue que
Ss.(1f1) = s, (| f) = 0

y | f] es integrable. Ademés tenemos que £ f < |f], por lo que a partir
de las partes (b) y (c), se sigue que

/ f= / (1) < / f(@)lde

y la demostracién de (d) queda concluida. Finalmente, para la parte
(e) nos basta observar que

fo = fp, + Jps,
por lo cual el resultado deseado se sigue por linealidad. U

2. Donde integrar: Conjuntos Jordan-medibles

Como dijimos anteriormente, una pregunta fundamental es qué tipo
de regiones D son apropiadas para calcular integrales, esto es, estudiar
bajo qué condiciones podemos calcular el volumen de D. Podemos dar
al menos una respuesta negativa: No todo conjunto es apropiado para
esto. Consideremos por ejemplo el conjunto

D={(z,y) eQxQ/0<z,y<1}.

La funcién 1p no es integrable , por ejemplo, sobre R = [0, 1] x [0, 1]
pues cualquier rectangulo de un reticulado & de R contendra tanto
puntos de D como otros que no estan en D esto hace que para todo
reticulado

Is(1p) =0, Ss(lp) =1,
y por ende no puede definirse (al menos mediante la integral de Rie-
mann) el drea de S.

Necesitamos un concepto preliminar para encontrar una clase sufi-
cientemente amplia de conjuntos a los cuales se les puede asociar un
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volumen, que es el de conjunto de medida nula. Decimos que un con-
junto A C RY acotado tiene medida nula, si para todo ¢ > 0 existe
una coleccién finita de rectdangulos {R;}ier tal que

AcR vy D V(R)<e
iel iel
A manera de ejemplo, consideremos una funcién g : R — R continua,

donde R es un rectdngulo en RY y su grafico, esto es, el subconjunto
de RV*! dado por

A={(z,y) |z €R, y=gla)}

Afirmamos que A tiene medida nula. En efecto, consideremos el reti-
culado uniforme dado por (1.2) de R. Observemos entonces que

A CU;R; x [mg,(g9), Mg,(g)]-

Como f es uniformemente continua sobre R, dado € > 0 podemos
escoger n suficientemente grande como para que

MRz(f) - mRz(f) < V(gR)

y de este modo,

ZV(RiX[mRZ-(f),MRi(f)]) = ZV(Ri)(MRi(f)—mRi(f))
< VFR)ZV(RZ»)

= E&.

Decimos que un conjunto D en RY es medible en el sentido de Jordan
o simplemente Jordan-medible si su frontera F'r(D) es de medida nula.
Es facil ver, y lo proponemos como un ejercicio, que toda unién de un
numero finito de conjuntos Jordan-medibles también lo es.

Tenemos la validez del siguiente resultado fundamental:

PROPOSICION 2.1. Sean D un conjunto cerrado, acotado y Jordan-
medible en RN y f : D — R una funcién continua. Entonces f es inte-
grable sobre D. En particular, el volumen de D, V(D) = fD 1, estd bien
definido.

Demostracién. Consideremos un rectangulo R que contiene a D, y
dado £ > 0, una familia de rectdngulos R; cuya unién recubre a Fr(D)
con » . V(R;) < e. Completando esta familia de rectangulos a un re-
ticulado del rectangulo R, vemos que dado un reticulado S arbitrario
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de R podemos encontrar un reticulado S més fino que S tal que
Y V(R <«
ReS, RN Fr(D)£p

Mas aun, como f es uniformemente continua sobre D podemos escoger
el reticulado & de modo que

> [Mg(f)—mr(f)]-V(R) <e-V(R).
ReS, RC Int(D)

Asi, suponiendo que |f(x)| < M para todo x € D, tenemos que

Is(fo)> > ma(f)-V(R) — M- Y V(R),

Rc int(D) ReS, RN Fr(D)#£0
Ss(fp)< Y, Mg(f)-V(R) + M- Y V(R),
ReS, Rc int (D) ReS, R Fr(p)0

de modo que
Ss(fp) = Is(fp) < V(R) -+ 2Me.

Escogiendo ¢ = %, podemos encontrar entonces una familia de reticu-
lados S, tal que

Ss,(fp) — Is,(fp) = 0,
lo que demuestra que fp es integrable sobre R. U

Veremos a continuacion una clase importante de conjuntos Jordan-
medibles. La mayoria de los ejemplos que consideraremos en este curso
corresponden a regiones de esta forma, o bien a uniones finitas de re-
giones de este tipo.

PROPOSICION 2.2. Consideremos dos funciones continuas
g,h:a,b] = R tales que g(x) < h(zx) para todo x € [a,b].
Entonces la region D C R? definida por

D ={(z,y) / x €a,b], g(x) <y < h(z)}

es Jordan-medible

Demostracion. Observemos que la frontera de D es la regién
Fr(D) ={(z,y)/ « € [a,b], y = h(zx)} U{(z,y)/ v € [a,0], y = g(x)} U

U{(a,y)/ h(a) <y <g(a)} U{(by)/ h(b) <y <g(b)}
Los dos primeros conjuntos en la descomposicion anterior son de me-
dida nula, en virtud de lo ya demostrado. El tercero es la unién de dos
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segmentos de recta, conjuntos también de medida nula, de modo que
la unién de todos estos lo es. U

g9() i

h(z)

a b
{(z,y) |z € [a, ] y h(z) <y < g(z)}.

Evidentemente, también es es Jordan-medible una region de la for-
ma

D={(z.y) /y€led], ply) <z <q(y)}
para funciones p y ¢ continuas.

EJEMPLO 2.1. Consideremos la regién anular
D={(z,y) /1 <z2*+y*<4}.

Podemos entonces escribir

D={(x,y) /s e[-1,1], VI-22 <y<Vi-a?} U
{(z,y) [z € [-11], —Vi—22 <y < —vV1—-22} U
{(z,y) |y € [-V3V3], —\/A—y2<a < -1} U
{(z,9) [y e [-V3VE],1 <z < /4 —y?}.

EJjEMPLO 2.2. En modo inductivo, podemos obtener una amplia
clase de regiones Jordan-medibles en dimensiones mayores: Sea A una
regiéon Jordan-medible cerrada y acotada en RY. Consideremos una
regién en RY*! de la forma

(2.4) D={(z,y) eR"/z €A h(z) <y<gx)}

donde h y ¢ son funciones continuas con h < g en A. Proponemos
como un ejercicio (no-trivial) demostrar que este conjunto es en efecto
Jordan-medible en RY*!, Por cierto una regién construida a partir de
una unién finita de tales regiones serd también Jordan-medible, donde
las funciones consideradas pueden ser de cualquier selecciéon de N — 1
variables (no necesariamente las primeras). Consideremos por ejemplo
la bola en R3

D={(z,y,2) | 2> +y* +2° < 1}.



128 7. INTEGRACION DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Podemos escribir este conjunto en la forma (2.4) pues

'DZ{(x,y,z) ER?)/ (QT,y) GA, —mgzg m}7

donde A es un disco en R?, el que a su vez puede describirse como
A={(r,y) eR*/z e [-1,1], —V1I-22<y<V1-—a22}

A es entonces Jordan-medible en R? de acuerdo a lo ya demostrado, y
por ende D también lo es.

3. Calculo de integrales: El Teorema de Fubini

El problema que queremos abordar a continuacién es el del calculo
de integrales multiples. La sola definicién, por cierto es de dificil aplica-
cién en el calculo explicito. Afortunadamente, en casos concretos este
calculo se reduce al de integrales iteradas en el modo que explicamos a
continuacién. Consideremos el rectdngulo R = [a,b] X [¢,d] C R? y una
funcién f(x,y) continua en R. Consideremos para nimeros naturales
n, m, el reticulado S de R de elementos

Ry =la+2b—a)a+E0b—a)] x [c+LEd—c),c+L(d—)],

parak =1,....,n, 7 =1,...,m. Como f es uniformemente continua
sobre R, tenemos que, dado € > 0, existe ng tal que para todo n,m >
No,

€
Por ende tenemos que
/f — e < Is(f)
R
< LOEINN"flat+Lb-a)ctL(d-0)
k=1 j=1
< Ss(f)
< [r+e

y por lo tanto

m

‘/Rf_b;azdﬂ;CZf(a+§(b—a),c+%(d_c)) <e

k=1 j=1
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para todo m,n > ny(e). Haciendo tender m a infinito en la desigualdad
anterior, obtenemos que

b—a e~ [¢
/Rf_ n kz:;/cf(@ﬂL%(b—a),y)dy <e.

De manera similar, haciendo tender n a infinito,

/Rf_dﬂ_lcjil/abf(a?m—i-%(d—c))dx <e.

Asi, pasando nuevamente al limite obtenemos

/Rf—/cd (/abﬂ:c,y)dw) dy]ga
/Rf—/ab(/cdﬂx,y)dy)da:

Como ¢ es arbitrario,

/szfcd (/abf(x,y)dx) dy:/ab (/Cdf(w)dy)dx

Este resultado se conoce como Teorema de Fubiniy es la herramienta
principal en el cdlculo de integrales de funciones de varias variables,
pues reduce su calculo al de varias integrales iteradas de funciones
de una variable. Presentamos ahora una versiéon mas general de este
resultado:

<e.

TEOREMA 3.1. (Teorema de Fubini)
Sean Ry CRN, Ry CR™, R=R; x Ry CRY™™ y f: R = R, una

funcion integrable, y tal que las funciones
z€R— | flzy)dy, yeR [ f(zy)dz,
R2 Rl

estan bien definidas y son integrables. Entonces

/RfZ/RI ( . f(x,y)dy) dw:/RQ ( . f(:v,y)dw) dy.

Este resultado puede aplicarse en modo iterado para deducir que si
R =lay,by]x---x[an,bn]y f: R — R, entonces si todas las integrales
que siguen estan bien definidas se tiene que

= (L ([ )
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donde en realidad el orden en las integraciones sucesivas puede alterarse
como se desee. Cuando se quiera enfatizar el orden de integracién es
conveniente escribir

by bo byn_1 bn
/f:/ dl‘l/ CZ.TQ/ CZ.TN,1 f(l‘l,...,.TN)dl‘N.
R al ag anN_—1 anN

De lo contrario escribimos

by by by
/f:/ / flzy,...,xy)dey dzy - - - dxy.
R a1 a2 an

EjEMPLO 3.1. Consideremos por ejemplo la integral

I = / / zy*dady.
[0,1]%[0,2]

De acuerdo con el teorema anterior,

1 2 1 3\ |¥=2 1
8 4
[:/ dw/ nydy:/ (xy—) dx:—/ rdr = —.
0 0 0 3/ 1y=o 3 Jo 3

Podemos también calcular I como

2 1 2 72 =1 1 [2 4
1 :/ dy/ rydx :/ (yQ—) dy = —/ yidy = —.
0 0 0 2 /) luzo 2 Jo 3

EJjemrLO 3.2. El Teorema de Fubini también es 1til para calcular
integrales sobre regiones que no son necesariamente rectangulos.
Por ejemplo consideremos la region triangular

D={(z,y) /0<z<1 0<y<uzx}.

Se pide calcular la integral

[://Df(x,y)dxdy.

Tenemos que para un rectangulo R que contiene a D, digamos R =
[0,1] x [0, 1],

Iz/ﬁfp(x,y)d:rdyz/old:r/ol fo(z,y)dy.

Recordemos que fp(z,y) = f(z,y) si (z,y) € D, fp(x,y) = 0 si no.
Entonces, para = dado en [0,1], fp(z,y) = f(z,y) si 0 <y < z, ¥y
fo(z,y) =0siz <y < 1. Asi,

/01 fo(z,y)dy = /Ox f(x,y)dy,
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I= /Oldx/oxf(x,y)dy.

Notemos que, calculando en el orden inverso,

1= /0 dy /O (e, y)ia.

_ [ fy) st y<z <l
fo(z,y) = { 0 en caso contrario.

y por lo tanto

Para y dado en [0, 1],

Por lo tanto, podemos también expresar

[ /Oldy/yl (@)

Consideremos por ejemplo f(z,y) = 2 + y?. Entonces

1 T 4 1 1
I:/ dx/ (a:2+y2)dy:—/ 2dr = <.
0 0 3 Jo 3
En el orden inverso,
1 1
I = / dy/ (2 + y*)dz
0 y
1 3 9 =1
= / dy (% +y x)
0

1
(% +y —yg) dy

=y

I

131

Geométricamente, el nimero calculado corresponde al volumen so-

bre el tridngulo D y bajo el paraboloide z = x? + 3.
M4s generalmente, si A C R? y f: A — RT definimos

Dy ={(z,y,2) / (z,y) € A, 0 <2 < f(z,y)}.

Bajo las hipotesis necesarias,

o(Dy) = /R In,.
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donde R = [ay, b1] X [ag, bs] X [as, bs] contiene a Dy.
Asi, del Teorema de Fubini obtenemos

b3
v(Dy) = / da:dy/ Ip,(z,y,2)dz

[a1 ,bl} X [aQ,bQ]

= dxdy 7 dz
//A /Of(xy)
-/ /A [(&,y)dady.

EJEMPLO 3.3. Se pide calcular el volumen del tetraedro
D={(z,y,2) Jr,y,2>0, x +y+ 2z < 1}.
Podemos describir esta regién en el modo siguiente:
D={(z,y,2) [(z,y) €A 0<z<1-x—y}
donde A es el triangulo
A={(z,y) /Jx€]0,1], 0<y<1—zx}.

Entonces
V(D) = //(1 —z —y)dzdy
A
1 1—x
= /dw/ (1—2—vy)dy
0
1

0
1

= 5/0(1—x)2dx
1

6.
EJjemprLO 3.4. Calculemos el volumen de la porcion de la bola
B(0,1) en R? comprendida dentro del primer octante:

D={(z,y,2) [ 2 +y* + 2" <1, 2,y,2 > 0},
Para ello, describimos D razonando en el modo siguiente: El rango de
variacion de la coordenada x para los puntos (z,y,z) € Des 0 <z < 1.

Ahora, para x dado en este rango, la coordenada y tiene por rango total
de variacién 0 < y < v/1 — 22, y finalmente para (z,y) dado en estos
rangos, z puede variar en 0 < z < /1 — 22 —y2. Asi, tenemos la
descripcién

D={(zr,y,2) /] 0<2<1,0<y<vV1—2% 0<z<+1—22—9y?}
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o) = [ [ [ 1dsaya:

1 VIa? V12?2
= / dx/ dy/ dz
0 0 0

1 V1—22
= / dx/ V1—x2—y2dy.
0 0

Calculemos la integral interior mediante el cambio de variables y =

tv1 — 22, de modo que dy = dtv/1 — 22 y
N 1
/ \/1—x2—y2dy:(1—x2)/ V1 — t3dt.
0 0

Haciendo ahora t = sin u obtenemos

1 Ll
/ \/1—t2dt:/20052tdt:£,
0 0

Entonces

de donde
T

o) =" /01(1 —a?)dr = =

4. Calculo de integrales: El Teorema del Cambio de
Variables

El célculo del volumen de una porcién esférica en el ejemplo ante-
rior, si bien fue posible, resulté relativamente complicado. La razén es
que no es del todo natural intentar describir una region de esta clase
directamente en coordenadas cartesianas xyz. El Teorema del Cambio
de Variables nos entrega una herramienta util de célculo en caso que
la regién de integracién y/o la funcién involucrada pueden ser expre-
sadas en modo mas simple mediante la introduccién de coordenadas
alternativas.

Consideremos a manera de ejemplo, las coordenadas polares en R?,
(r,0), 0 < r < oo, 6 €]0,2x]. Consideremos una regién D en R? y su
representacion en coordenadas polares,

D = {(r,0) /(rcosf,rsinf)} € D.

Notemos que si a partir de un punto de coordenadas (g, 6p) incremen-
tamos la variable r en una magnitud pequena Ar, y # en Af, entonces
el volumen de la célula

(r,0) € [ro,ro + Ar] X [0g, 0o + Ab]
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corresponde aproximadamente al de un rectangulo de lados Ar y rqAf.
Asi, si llenamos la region D con un reticulado de pequenas celdas de
este tipo, debiésemos tener que

/ f ~ Z f(’l“() COS ‘90, To sin Qo)roATAe,
D

0,00

en otras palabras, es razonable esperar que bajo ciertas hipdtesis

/ f(z,y)dzdy = f(rcos@,rsinf)rdrdd.
D D/
Este es efectivamente el caso. Veremos como enfocar esto en modo més
sistemético. Consideremos dos regiones abiertas y acotadas Dy D'y
una funcién biyectiva y de clase C!, T': D' — D. En otras palabras, T'
es inyectiva y D = T'(D’).

Notemos primero que si R = [ug, ug + hi] X [vg,vo + ha] y T es una
aplicacion lineal afin de la forma

T(u,v) = T(uo,vo) + A {“ - “0} ,

UV — g

con A una matriz invertible 2 x 2, que escribimos

A— {011 a12} = [a1 as).

a1 Q22
El conjunto T'(R) esta dado por
T(R) = {T(Uo,vo) + [tCLJ 8@72] / 0 S t S hl, 0 S S S hg} .

Esto es, por un paralelogramo que tiene por lados los vectores hia ;
y hoas. El area de este paralelégramo, recordemos, es la norma del
producto cruz de estos dos vectores, pensados como vectores de R?
con tercera coordenada 0. Vemos de inmediato que el drea de T'(R)
esta dada por

V(T(R)) = |det(A)] - V(R).

Supongamos ahora que 7' no es afin, sino una aplicacién continuamen-
te diferenciable. Entonces si los lados hy y ho del rectangulo R son
pequenos, podemos aproximar T'(x,y) en R por una aplicacién afin

u—u
T(u,v) ~ T(ug,vo) + T" (ug, vo) L} B U((:] ,
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De modo que si f es una funcion continua, tenemos
J [, Sy~ ) V)

T (ug, vo)) - | det(T" (ug, vo))| - V(R)

/ / F(T(u, )| det(T" (u, v))| dudo.

De este modo, suponiendo ahora que D = T(D') y que D’ se aproxima
por un reticulado formado por una coleccién de rectangulos pequenos
{R;}icr, tendremos entonces que D se aproxima por un reticulado de
“casi paralelégramos”{T(R;)}ic;. Suponiendo que T es inyectiva, las
imégenes de estos rectangulos no se intersecten en sus interiores y

| [ st sy Z// F (e, y)dady

el

~ ;//Rif(T(u,v))\det(T'(u,v))|dudv

/ (T 0))] det(T"(u, v))|dudv.

La igualdad de las cantidades primera y tltima se denomina el Teo-
rema del Cambio de Variables y es valida en realidad para una integral
multiple en cualquier dimensién. Vale la pena recordar su version ya
conocida por el lector en funciones de una variable: Si 7' : [a,b] — R
es continuamente diferenciable y 7"(u) > 0, entonces para f continua

se tiene que
/ F(T ()T (u)du = / f(x

Si T"(u) < 0 la misma férmula es valida, y puede escribirse como

[ rranerwn= [ .

T(b)
Asi, siempre que T"(u) # 0 para todo u € [a, b, tenemos que
@@= [ fa)ds
Jabl 7(Ja,b])
Notemos que la inclusién estricta de los extremos del intervalo [a, b,

no altera el valor de la integral. Enunciemos ahora el teorema en su
version general.
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TEOREMA 4.1. (Teorema del Cambio de Variables)
Sea QO C RN un abierto y T :  — RY una funcién de clase C*. Sea D’
una region abierta y acotada con Adh(D') C 2, y supongamos ademds
que T es inyectiva en D', que la matriz T'(u) es invertible para todo
u € D'y que D = T(D') es un abierto. Sea f : D — R una funcion
continua. Entonces

/Df (@) dw = | FT()] det(T'(w)] du.

EJjEMPLO 4.1. Calcular la integral
//(x + y)dxdy,
D

D={(z,y) /1l—ax<y<2—z y+1<2x<5+y}

donde

Escribamos
u=z+y, v=2r—y

y definimos entonces la transformaciéon 7' como

ron=[] - [

De este modo, tenemos que

y asi
1 1
det(T" =|-=|==.
La regiéon D queda entonces descrita en términos de las coordenadas
(u,v) como
D' ={(u,v) /1 <u<2 1<v<5}

y de acuerdo con el Teorema del Cambio de Variables,

1 1 5 2 1 3
//D(x%—y)dxdy:///ugdudv:g/l dv/l udu:§-4-§:2‘

EJEMPLO 4.2. Apliquemos este resultado para calcular el volumen,
en el primer octante, de la bola B(0, R) en R3. Méas precisamente, de
la regién {z? + 4%+ 22 < R?> / x,y,2z > 0}. Esto es, el volumen bajo el

grafico de la funcién z = f(z,y) = y/R? — 22 — y? sobre la regién
D={(z,y) / #,y>0, 2" +y* < R*}
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del plano XY. En otras palabras, queremos calcular la cantidad

I= // f(z,y) dzdy.
D
Consideremos coordenadas polares
x rcosf
T(r.0) = [y} N {Tsine] '
De este modo tenemos que (salvo por una zona de medida nula: la
periferia y el origen), D = T(D’) donde D’ es simplemente

D'={(r,)/0<r<R,0<60<Z}

Notemos que

sinf rcosd

7.0) = |

De modo que det(T"(r,0)) = r, y entonces, de acuerdo con el Teorema
del Cambio de Variables,

// f(z,y) dedy = / f(rcos@,rsin®) rdrdfd
D D!
Tz R
= / / \/R2 —12¢c08260 — r2sin @ rdrdd
o Jo

R
= g/ VR? —r2 rdr
0

cosf) —rsin «9]

T
= — R
6
Multiplicando por 8 vemos que esto coincide con la férmula familiar
4
V(B(0,R)) = §7TR3.

Viene al caso mencionar que es lenguaje comun decir que en coordena-
das polares el elemento de drea esta dado por rdrdf, mientras que en
coordenadas cartesianas lo esta por dxdydz.

EJEMPLO 4.3. Consideremos el circulo (z — a)? + y* < a®. Se pide
calcular el area de la regién D interior al circulo, comprendida entre
las rectas y = z e y = —z. Para resolver este problema, expresaremos
la regién D en términos de coordenadas polares relativas al origen. La
primera observacién es que la periferia del circulo (x — a)? + y* = a?
queda expresada en coordenadas polares como

(rcosf —a)® + (rsinf)* = a*,
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Esto es, 2 — 2arcosf = 0, o sea la curva r = 2acosf. La regién en
cuestion queda entonces descrita como

D' ={(r0) /-5 <0<% 0<r<2acosb}

V(D) = / /D 1dzdy

2a cos 6

/ 1 rdrdf

0

Su area es

2a? cos® 6dp

[ \
S S~y s T — iy

= a® [ (1+ cos20)dd

|
al S~y

= a*(Z+1).

EJEMPLO 4.4. Calcularemos la masa total de un cono de revolucion
de altura h y radio R con vértice en el origen, y cuya densidad de masa
estd dada por p(x,y,z) = z. Para este problema es conveniente intro-
ducir un sistema de coordenadas que extiende las coordenadas polares
del plano con la coordenada z, las llamadas coordenadas cilindricas:

T 7 cos
T(r,0,z) = |y| = |[rsind
z z

Notemos que

cos) —rsinf 0
T'(r,0,z) = |sinf rcosf 0
0 0 1

de modo que det(T'(r,0,z)) = r. Decimos entonces, que para coorde-
nadas cilindricas, el elemento de volumen estd dado por rdrdfdz. Esto
tiene una interpretacion gemétrica simple nuevamente, pues si a par-
tir de un punto de coordenadas (r, 6, z) se hacen variar estas variables
respectivamente en magnitudes dr, df y dz se obtiene un rectangulo
infinitesimal de lados dr, rdf y dz.

Y
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Usando estas coordenadas, podemos describir el cono D, salvo por
un conjunto de medida nula, como la region

D' ={(r,0,z) /r €]0,R[, 0 €]0,2n[, Lr < z < h}.

No necesitamos trabajar una representacion explicita del dominio D en
coordenadas cartesianas. Tenemos que

///zdxdydz = /// zrdrdfdz
D !

2 R h

= / d@/ rdr/ zdz

0 0 by
R

= 27Th2/ (1—2—22)7“d7“
0

™
= "hR%.
IR

Notemos también que el volumen del cono esta dado por

V(D) = /// 1rdrdfdz
27 R h

= / do / rdr / dz
0 0 by

R
= 27rh/ r(1— f)dr
0

T
= —hR?
3 )

otra férmula familiar.

En el ejemplo siguiente introducimos las coordenadas esféricas; otro
sistema de coordenadas titil que extiende las polares a R3.

EJEMPLO 4.5. Sea D = {z* 4+ y* + z* < R?} Consideremos a conti-
nuacion el problema de calcular la integral

I= / (z* + y*)dxdydz
D

Definimos las coordenadas esféricas como

x r cos 6 sin ¢
T(r,0,¢6)= |y| = |rsinfsing¢
z 7 COS @

Con esta definicién, r representa la distancia del punto (z,y, z) al ori-
gen: r = \/x? + y? + z? mientras que # es el dngulo polar en el plano
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XY como antes, § € [0,27] y ahora ¢ es el dngulo medido desde el eje
z al vector (x,y, z), ¢ € [0, 7], de modo que el r polar antiguo, el largo
de (z,y) estd dado ahora por rsin ¢.

Tenemos que

cosfsing —rsinfsing rcostcosp
T'(r,0,¢) = |sinfsing rcosfsing rsinfcose |,
cos ¢ 0 —7rsin ¢

de modo que
| det(T"(r, 0, 2))| = r*sin ¢.

El elemento de volumen en coordenadas esféricas estda entonces dado
por r?sin ¢drdfde. Esto tiene una interpretacion gemétrica simple nue-
vamente, pues si a partir de un punto de coordenadas (r, 6, ¢) se hacen
variar estas variables respectivamente en magnitudes dr, df y d¢ se
obtiene un rectangulo infinitesimal de lados: dr, rsin ¢df y rde.

Usando estas coordenadas podemos describir la bola D, salvo por
un conjunto de medida nula, como la regién

D' ={(r,0,¢) /r €]0,R], 0 €]0,2x[, ¢ €]0,7[},

I = ///1)(:1:2+y2)dxdydz

_ /0 * /0 ” /O " (2 sin? ¢)r? sin pdrdodo

De modo que

2 ™
— —7TR5/ sin® ¢ddo
b} 0
2 T
— 37rR5/ (1 — cos® ¢) sin pdo
0
8 5

EJEMPLO 4.6. Consideremos el toro de revolucion D, constituido
por el sélido obtenido al rotar el disco de centro (b, 0,0) y de radio a con
b > a. Las siguientes coordenadas toroidales describen apropiadamente
a este solido:

x (b+ rsin¢) cosf
T(r,0,¢6)= |y| = | (b+rsing)siné
z r COS ¢
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Tenemos ahora que

singcosf —(b+rsing)sind rcos¢cosb
T'(r,0,¢) = |singsin® (b+rsing)cos rcos¢sind
cos ¢ 0 —7rsin ¢

De modo que
| det(T"(r, 0, 2))| = r(b+rsine).

El volumen del toro esta dado por

2 2w a
V(D) = / / / 7(b+ 7 cos ¢)drdfde = 2n°ba* = (27b)(ra?),
o Jo Jo
que corresponde al drea del disco multiplicada por la longitud de la

circunferencia central.

EJEMPLO 4.7. Una aplicacion interesante del Teorema del Cambio
de Variables es el calculo de una integral clasica, especialmente rele-
vante en Probabilidades. Proponemos el célculo de la integral impropia

I:/ e dr .

. ., _p2 . ..
Esto no es tan sencillo puesto que la funcién e™" no posee una primitiva
expresable en términos de funciones elementales. El truco es expresar
la cantidad I de la siguiente manera

I’ = (/ ex2dx) (/ edey) = RHI-E Jr
—00 —00 —+00
R 2 R 2
Jr = (/ e’ dx) </ eV dy) .
-R -R

Este producto corresponde exactamente a la integral iterada

R R
Jr :/ da:/ eV dy
-R -R

la cual es, gracias al Teorema de Fubini igual a la integral doble

Jr = / / e Vdady, Cr=|-R,R]x|-R,R]
Cr

x

donde

Notemos que
B(0,R) C Cr C B(0,2R).

Por ende tenemos que

// e_$2_y2da:dy < Jr < // e_$2_y2da:dy.
B(0,R) B(0,2R)
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Por otra parte, en coordenadas polares, la regién B(0, R) corresponde
simplemente a 0 < r < R, 0 < 6 < 2w, por lo tanto del Teorema del
Cambio de Variables obtenemos

2r rR
// eV dady = / / e rdr =7(1— e ).
B(0,R) o Jo

Asi, m(1—e ) < Jp < w(1—e %) y limp_,00 Jg = 7, lo que implica
la hermosa formula explicita

/ e dy = NZ

oo
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5. Problemas Capitulo 7

P1.- Determine justificando matematicamente, cudles de las siguien-
tes funciones son integrables en [0, 1] x [0, 1]

I) f(x>y):XA> A:{(x,y): y§x2}

sin(x—y)

) f(z.y) = { a sety

1 siz =1y
) f(z,y) =2y -x, B=QxR

donde xa(x,y) =15l (z,y) € Ay xa(z,y) = 0 si no.

P2.- 1) Considere el rectdngulo R = [—1,1] x [0,2] y sea R, la
particion uniforme con n? subrectdngulos, es decir, todos
los rectangulos de R, tienen las mismas dimensiones. Para
f(z,y) = e*y , calcule las sumas superior e inferior

S(f, Ba) 5 I(f, Rn)

IT) Calcule los siguientes limites

im S(f,R,) ., lim I(f R,

n—-4o0o n—-+0o

y utilice esta informacion para justificar que la integral do-
ble [/}, fdzdy existe. Encuentre su valor.

P3.- Sea R = [0,1] x [0,1], f : R C R? — R una funcién acotada
(ie, IM > 0 tal que Y(z,y) € R: |f(x,y)| < M) y considere la
siguiente sucesion de funciones f, : R — R definida como sigue

_ ) flzyy) siy>1/n
fn(x,y)—{ 0 siy<1/n

Suponga que Vn € N : f, es integrable y defina I, =
[ & fadzdy.

(A) Pruebe que [ := lim I, existe.

n—-+00

(B) Pruebe que f es integrable y se tiene que I = [ [, fdzdy

Ind.- Demuestre que {I,},en es una sucesién de Cauchy,
viendo que ¥Yn > k : |I, — Ix| < M/k. Luego, considere una
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P4.--

P5.-

P6.-

P7.-
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particién P,,.,(R) para m € N. Divida la suma de Riemann
>0 [(cg)Area(Q) (donde cg € Q) en dos partes: En aquellos
rectangulos que estan por debajo de y = 1/n y el resto.

Sea E C R? la regién:
E={(z,y,2) €eR’: 220, 2+ 2y +2<1, y > |z]}

Calcule por integracion el volumen de E. Encuentre ademaés
/]
E

Sea W la regién limitada por los planos © = 0,y = 0,2 =2y
la superficie z = 22 + y? ubicada en el cuadrante x > 0,y > 0.
Esboce la region W y calcule de 2 maneras distintas la integral

J[[ @ asdya:

Dado o > 1 y una funcién continua f : [0, +00) — R definimos
I.(f)(z) = / (x —t)* L f(t)dt Yo > 0.
0
Muestre que Vo, 8 > 1 se cumple la identidad

Lo (I5(f)) = Cla, B) - Tats(f)

en donde

C(a, B) :/0 y (1 —y) Ny

Sea f : [a,b] — R una funcién continua y positiva, y considere el
sélido de revolucién D generado al rotar la curva {(f(z),0, z) :

z € [a, b]} sobre el eje 0Z.
Demuestre la férmula

Vol(D) = 7T/ f2(2)dz
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P8.- Calcule las siguientes integrales iteradas

i)
/ 1 / (o ) sin(e¥)dudu

1— foy
/ / / 2?2 + y? + 22dzdydx
—V1—22 1— :1:2—y
111

7dard
/o /{%/g V16 + 27 4

P9.- Calcule las siguientes integrales usando el teorema del cambio
de variables

i) Para D = {(z,y): 2s <y<22+1,1-22<y<8—uzu},

calcule
// (y — 2x)dxdy
D

ii) Si & eslaregién encerrada por 2z = 22432, 22 +y>+22 = 3,
calcule

/(at2 + % + 2%)dxdydz
&

iii) Para H = {(z,y) : xy>0 v<y<1,y>3s—ux}, calcule

dd
// @ry2

Ind.- Use el cambio de variables z + y = u, y = uwv.

P10.- Calcule el volumen del conjunto de los puntos del espacio ence-
rrados por el elipsoide de ecuacién

2 2 2
$—+g;—2+——R2 con a,b,c,R>0
Ind.- Considere la transformacién T'(z,y,2) = (az,by,cz) y

estudie T'(B(0, R))






Capitulo 8

Coordenadas curvilineas

Las coordenadas cartesianas no siempre son las mas comodas para
describir curvas (trayectorias), superficies, volimenes y otros objetos
geométricos. En diversas ocasiones el problema en estudio posee ciertas
simetrias que no se ven reflejadas al utilizar estas coordenadas.

Por ello es importante estudiar formalmente un sistema de coor-
denadas arbitrario, al cual nos referiremos por sistema de coordenadas
curvilineas.

En general, un sistema de coordenadas curvilineas es una trans-
formacién invertible ¥ : D C R3 — R?, de modo que a todo triplete
(u,v,w) € D le corresponde un unico punto en el espacio

M(u, v, w) = (z(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)).

1. Triedro de vectores y factores escalares

Asociado a un sistema de coordenadas curvilineo, dado por 7}, se

define un triedro de vectores unitarios de la siguiente manera. Supon-
gamos que 7 es diferenciable, fijemos (ug, v, wg) € D y consideremos
la curva parametrizada por u — 7(u, vo, wp). Si || (ug, vo, wo)|| # 0,
entonces el vector tangente a la curva en el punto 7(ug, vg, wo) esta bien
definido y se expresa como

1= 2 A )
U = ou Ug, Vo, Wo ou Ug, Vo, Wo

Similarmente, si que Hav(uo,vo,wo)H # 0y |2 (ug, vo, wo)|| # 0, los
vectores tangentes 0 y W a las curvas parametrizadas por v — 7(ug, v, wp)
y w — 7(ug, vo, w) estan bien definidos. Todo esto se establece a conti-
nuacion.

DEFINICION 1.1. Supongamos que ‘9? # 0, 7é 0y BZ # 0 en
el punto (ug, vo, wy). Definimos el trledro de Vectores umtarios, u, U
y w, asociados al sistema de coordenadas dado por 7, en el punto
7)(u0,vo,w0), mediante

or
v

or
v

~

V=

y w

147



148 8. COORDENADAS CURVILINEAS

Llamaremos factores escalares a los siguientes valores reales

or or or
hy = || 5= hU = a_ll: h’u = 1la3 |l
“ oull’ Hc% Y H@w”
De esta forma,
aodor L aor o
~ h, Ou’ "~ h, O’ Y "~ hy Ow’

DEFINICION 1.2. Un sistema de coordenadas tal que en cada punto
U, 0, w resulta un triedro ortogonal serd llamado sistema ortogonal.

En la seccidén anterior vimos varios sistemas de coordenadas clasi-
cos (coordenadas cilindricas, esféricas, toroidales). En lo que sigue los
analizaremos mas a fondo.

2. Coordenadas cilindricas

Para este sistema de coordenadas la posicién de un punto Pen el
espacio queda determinada por tres variables, p, 8 y z, como muestra
la siguiente figura:

|
|
T
|
[

|
I‘\
|
I
T

~,
~

Entonces, la relacion entre las coordenadas cilindricas y cartesianas
viene dada por
(p,0,2) = (x(p,0,2),y(p,0,2),2(p,0,2)) = (pcos b, psen b, z).

Reciprocamente, a un punto descrito por lo valores x, y e z, en coorde-
nadas cartesianas, le corresponden los siguientes valores en coordenadas
cilindricas

p=+22+y% O=arctan <g> , z=2z.
x
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Calculemos los factores escalares y el triedro unitario asociado a
este sistema de coordenadas.

g—; = (cosf,senf,0) = h, =1,
%:(—psen@,pcos@,O)éhazpa
or

— =1(0.0.1 hz: 17

5, = (0.0.1)=

obteniendo finalmente que el triedro es:

(21) p = (cosf,send,0), 6= (—senh, cosd,0), 2==k=(0,0,1).

1>

\ oy .
=

3. Coordenadas esféricas

Un tipo de geometria que aparece con frecuencia en las aplicaciones
es la geometria esférica. Para el sistema de coordenadas ligado a esta
geometria, la posicién de un punto P est4 determinada por un radio r
y dos angulos 6 y ¢, como se muestra en la figura.
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Asi, tenemos para un punto descrito usando los valores r, ¢ y 0 la
siguiente representacion

7(r, ¢, 0) = (rsenpcosf, rsenpsend,rcosp).

Reciprocamente, para un punto dado en coordenadas cartesianas, es
decir descrito usando z, y y z, se tiene la relacién

7"x2+y2> , 6 =arctan (Q) .

r=\/x?+y%+ 22, cpzarctan(
z T

Calculemos los factores escalares y el triedro unitario
or
or
or
dp

oF
a—g = (—rsenysenf,rsenycosf,0) = hy = rseng,

= (sen p cos @, sen psen b, cos p) = h, =1,

= (rcospcosf,rcospsend, —rsenyp) = h, =r,

obteniendo

7 = (sen p cos @, sen p sen b, cos @),
» = (cospcos b, cos psend, —sen p),
0

= (—send, cosf,0).
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z

4. Coordenadas toroidales

Este nuevo sistema no corresponde exactamente a la nocion de siste-
ma de coordenadas definida anteriormente, pues no permiten describir
el espacio R? completo. Sin embargo, el andlisis anterior sigue siendo
valido.

En estas coordenadas, dado un radio mayor R fijo, la posicién de un
punto P queda determinada por un radio menor r y dos angulos 6 y ¢
como muestra la figura.

El vector posicién viene dado por:
7(r, ¢, 0) = (R + rseng)cosf, (R + rsenp)senf, rcosp),
donde r € [0, R], ¢ € [0,27) y 0 € [0, 27).
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Los vectores unitarios y los factores escalares resultan ser:

? = (sencosf,sen psend, cosp); h, =1,

-

or

dp (rcos pcos O, rcos psent, —rsenp); hy =r,

or

O (—(R+ rseng)sen, (R-+ rsenp) cosd,O); ha = (R-+ 7sen p)

De aqui obtenemos

7 = (sen p cos d, sen p sen b, cos ¢);
» = (cospcos b, cos psend, —sen p);
0 —

(—sen#,cosf,0).

Es facil verificar que 7, 0 y ¢ son ortogonales.

5. Gradiente en coordenadas ortogonales

En las aplicaciones, muchas magnitudes escalares se expresan de
manera natural como una funcién descrita en un sistema de coordena-
das curvilineas distinto al cartesiano.

Sea 7: D C R3 — R? un sistema de coordenadas que supondremos
ortogonal, y consideremos la funciéon f descrita usando este sistema,
es decir f : (u,v,w) — f(7(u,v,w)). Si esta funcién es diferenciable
en todo (u,v,w) € D tal que 7(u,v,w) € §, gracias a la regla de la
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cadena se tiene

9 pory=vs I _pvra,
ou

o, . . o A

%(for)_vf'%—hvvf'va

N A

S (fo) =V oo = hy VS

donde h,, h, y h, son los factores escalares, y (@, 0, w) el triedro,
asociados al sistema de coordenadas dado por 7. Entonces, de la or-
togonalidad de 4, v y w deducimos que

1

52)  Vf=aa (St At (fomi+ ([ o

Notemos que en el caso de las coordenadas cartesianas, lo anterior
corresponde a la expresion habitual para el gradiente

Vf——fz+a—Jij+a—£

Ejercicio. Exprese V f en coordenadas esféricas y cilindricas.

EJEMPLO 5.1. Consideremos el potencial gravitacional V = —GTM.
El campo de fuerzas generado por este potencial viene dado por F =
—VV que, de acuerdo con la expresion (5.2), se escribe en coordenadas

esféricas como

= GM
F(T) = —T—2’I"
Verifiquemos lo anterior mediante un cdlculo directo. Dado que
GM
V(z,y,2) = —

NZES e
tenemos que

ov GMzx oV GMy oV GMz

Or (22 +y2+22)7 Oy
Ast,

(@2 +12+22)3 02 (a2+42+22)F

VvV = GM (21 + yj + 2k)
(22 +y2 + 22)2
GM  zi+uyj+ zk
TR N Y e
GM

= —T.
r2
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En general, si g :]0;00[— R es una funcion diferenciable, entonces
g(r), como funcidon en el sistema de coordenadas esféricas representado
por sus componentes (1,0, ), tiene como gradiente a la funcion

Vg =g (r)r
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6. Problemas Capitulo 8

Consideremos el sistema de coordenadas dado por

™z, p,0) = (x,pcosh, psinbh)

donde z € R, 0 € [0,2n]y p < 0.
i) Determine el triedro de vectores unitarios z, p, 6.
.Son ortogonales entre si? Ademas calcule 6 x z, 6 x p.

ii) Encuentre una expresion para el gradiente en este sistema
de coordenadas.

iii) Dada f : [a,b] — R, una funcién no negativa y dife-
renciable, bosqueje la superficie descrita por la ecuacion
y? + 2% = f?(z). Verifique que una parametrizacién de esta
superficie es 71 (z,6) = zi + f(2)p(0).

iv) Exprese el drea de la superficie definida en iii) como una
integral en términos de fy f’.
Ind.- Para resolver iv) es necesario estudiar el capitulo 9.

Consideremos un sistema de coordenadas curvilineas de la si-
guiente forma 7: D C R3 — R dado por

F(u, v, w) = (R(v) 4 usinw)[cos vi + sin vj] 4 u cos wk
donde R : [0,27] — (0, +00) es una funcién diferenciable y
D ={(u,v,w) € R} 0 <u < R(v), vel02n], we|0,27]}.

Encuentre una condicién necesaria y suficiente para que 7(u, v, w)
defina un sistema de coordenadas ortogonal.

Calcule el gradiente de la funcién

arccos(z/+/x? + y? + 2?)

T, Y,z) =
f( Yy ) x2+y2+22

usando coordenadas apropiadas (no euclidianas).







Capitulo 9

La nocién de superficie

Intuitivamente una superficie es un conjunto S C R? que localmente
se asemeja a un plano. El fenémeno fisico més cercano podria ser el de
una membrana delgada, donde una de las dimensiones (espesor) es
despreciable frente a las otras.

En algunos modelos las superficies aparecen, por ejemplo, como los

conjuntos frontera que separan dos medios o dos fases dentro de un
fluido.

DEFINICION 0.1. Un conjunto S C R? se llama superficie (o varie-
dad bi-dimensional) si existe una funcion continua 7 QCR? 5 R?
tal que

S ={7(u,v) : (u,v) €Q},
donde Q es un conjunto conexo en R?. La funcion 7 se llama parame-

trizacion de la superficie.

Podemos pensar en la parametrizacién 7 como una funcién que
“tuerce” el conjunto plano S en R3.

En el siguiente ejemplo veremos ciertas parametrizaciones asociadas
a figuras geométricas conocidas.

157



158 9. LA NOCION DE SUPERFICIE

EJEMPLO 0.1. El hemisferio superior del casquete esférico de radio

R y centro en el origen
z

se puede parametrizar como sigue:
71(0, p) = (Rsen ¢ cosd, Rsen psenf, Rcos ), 0 € [0,27), ¢ € [0,7/2],
72($7y): (xuyv RZ_xQ_yQ)u (xvy) EB(O7R)

EjEMPLO 0.2. Para el manto de un cono, algunas posibles parame-
trizaciones son

h _
7)1($7y) - (xuyv E V xQ +y2)7 (I,y) € B(O,CL),

To(r,0) = ———(racosf,rasend,rh), r € [0,vh2 + a2, 6 € [0, 2n),
h? + a?

?3(7", 0) = (rcosf,rsen,rh/a), r € [0,a], 6 € [0,27).

Estas tres parametrizaciones se obtienen usando coordenadas car-
tesianas, esféricas y cilindricas, respectivamente. Notemos T Y T
son suaves incluso en el vértice del cono, mientras que 7 presenta
problemas de diferenciabilidad en este punto.



1. VECTORES TANGENTE Y NORMAL A UNA SUPERFICIE 159

EJjemprLO 0.3. Finalmente, la parametrizacion de la superficie del
Toro de radios (R, a): z

x
viene dada por: !

T1(0,¢) = (R + asen ) cos b, (R + asen @) sen b, acos @),

con 0 € [0,27) y p € [0,27).

En los ejemplos anteriores hemos podido notar que al igual que
para las curvas, existen varias parametrizaciones asociadas a una misma
superficie.

DEFINICION 0.2. Diremos que una superficie es suave si admite
una parametrizacion C1, y diremos que es suave por pedazos si es una
union finita de superficies suaves. Diremos también que una superficie
es simple si admite una parametrizacion inyectiva.

1. Vectores tangente y normal a una superficie

Consideremos una superficie suave S C R3, cuya parametrizacién
7 : D CR2 — R3 es suave y simple. Para un punto (ug, vy) € Int(D)
dado, las funciones 7 (-,v0) y 7 (ug, ) definen curvas sobre S en una
vecindad de ug y v, respectivamente.

z

Vo

D

Uo u

Definimos los vectores tangentes a S en 7(ug, vo) de la manera siguiente:
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DEFINICION 1.1. Supongamos que % # 0y %—j # 0 en el punto
(ug, vo). Definimos los vectores tangentes a S en 7 (ug,vy) mediante

o7 ; o
Y Ou du Y v v
donde cada una de estas funciones estd evaluada en (ug, vg).
Diremos que la pammetm’zacién 7 asociada a la superficie S es re-
gular si los vectores tangentes t, y t, son linealmente independientes.
En tal caso, llamaremos plano tangente al plano generado por t, y t,,
y definiremos el vector normal a S en 7(u0,vo) como

~

f= iy x By Il x 6

Finalmente, diremos que una superficie S es regular si admite una

parametrizacion reqular, y que es regular por trozos si estd compuesta
por una union finita de superficies requlares.

En general, los vectores tangentes £, y t, dependen de la parametri-
zacion. Sin embargo, el plano tangente y el vector normal son tnicos,
este ultimo salvo por el signo.

EJEMPLO 1.1. Consideremos la esfera de radio R,

x
cuya parametrizacion viene dada por

7 (p,0) = (Rsen pcos, Rsen gsend, Rcos p), ¢ € [0,7], 6 € [0, 27).
Los vectores tangentes son

fg=0= (—senf,cos6,0) y t, =@ = (cospcosb,cospsend, —sen p).
El vector normal es

A=px0=7¢= (sen ¢ cos @, sen psen 6, cos ).
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EJEMPLO 1.2. Para el manto de un cono de radio a y altura h:

T

se tiene la siguiente parametrizacion
7 (p,0) = (pcosB, psen b, ph/a), p € [0,a], 0 € [0,27).

Entonces, los vectores tangentes son:
) k. S
tp = (p+5/f)/v1+(h/&)2 y tg=190,

donde 0 corresponde al vector unitario polar (descrito anteriormente
para la esfera), k = (0,0,1), y ahora p = (cosf,sen,0). Finalmente,

el vector normal asociado es i = (k — 2p)/\/1 + (h/a)2.

2. Area e integral de superficie

El area de un paralelogramo definido por los vectores @ y b estd dada
por

(2.1) A=jal - 5] - | send| = |l x b

Luego, para aproximar el area de una superficie procedemos a subdi-
vidir en pequenas celdas como se indica en la siguiente figura:

z

i

TN~ _S
, —
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Ampliamos la region ennegrecida:

Uj

De esta manera, podemos estimar el area (AA);; de la regién ennegre-
cida como sigue

or or or or
(AA);; ~ ' %(ui,vj)Au X %(ui,vj)Av = ’ B X 3 AuAv.
Sumando se tiene
or or
A(S) = Z(AA)U o~ Z M X E® 'AUAU.

,J 4,J

Pasando al limite, se demuestra que la suma converge a la integral

doble é/ '

lo cual motiva las siguientes definiciones.

—

or or
%(u,v) X %(u,v) dudv,

DEFINICION 2.1. Sea S una superficie simple y reqular, y 7 : D C
R? — R3 una parametrizacion reqular de ésta. Definimos el drea de S
mediante:

—

= [ [ L« Lo

DEFINICION 2.2. Sea S una superficie simple y reqular, y 7 : D C
R? — R? una parametrizacién reqular de ésta. Sip: Q2 C R> — R es
una funcion escalar continua definida en un abierto 2 que contiene a
S, definimos la integral de superficie de p sobre S mediante:

pad= [ [ o o) | L, v) x Lu,0)
é/ é/ Hau ov

dudv.

dudv.
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Notemos que los conceptos antes definidos no dependen de la para-
metrizacion regular elegida, es decir, si 77 = 7o 6 es una reparametri-
zacién de la superficie S, donde 6 : D; C R? — D es un difeomorfismo
(0 y 6~ de clase C'), entonces

ffp?"l (s,8)) || 92 (s, t) x 2Z2(s,t)|| dsdt

—ffp u,v) H uv)xg—f(u,v)Hdudv,

con lo cual la integral [[ pdA no cambia bajo reparametrizacién. La
D

demostracion es una simple aplicacién del Teorema de Cambio de Va-
riables para integrales dobles. En efecto, sabemos de la regla de la
cadena que

@_8_?%_’_8_77891,' 8771_87"89 +8_F09v
ds  Ouds Ov Os’ ot  Ou ot Ov ot
Por lo que se tiene

orn orp  or or (8«% 20, 00, 89u)

9s "ot ouou\os ot s ot

Finalmente, aplicando el Teorema de Cambio de Variables se deduce
[f p(Fi(s, ) [|92 x L] dsdt
Dy

. a06,, 00, 30 a0,
_//”(T( (5,8)) H |95 ot ~ a5 ot |
Dl ~"~
| det Jg|
// (u,v) ’ o or dudv.
ov

OBSERVACION 2.1. Es importante que la parametrizacion 7(-) usada
para calcular [[ pdA sea simple y regular con el fin de evitar el sumar
S

dos veces la misma region. El andlogo en curvas es que la parametriza-
cton no debe devolverse y pasar dos veces por el mismo segmento de la
cuTva.

Notemos que si p representa densidad superficial de masa o carga
eléctrica, la integral f f pd A representa la masa o la carga eléctrica total

S
contenida en la superficie S, respectivamente. La nocién de centro de
masa se extiende entonces naturalmente al caso de superficies de la
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siguiente manera:

(2.2)
_ 1 JA: _ 1 JA: _ 1 dA
xG_M zp ) yG_M yp ) ZG_M zp )
S S

s
donde M = [[pdAy dA = ||Z& x &|| dudv. Podemos resumir lo an-
s

terior con la siguiente notacién vectorial
1
(2.3) TG = i // FpdA, con T = (x,y, 2).
s

En otras palabras, intuitivamente se tiene que el diferencial de masa
esta dado por dm = pdA.

OBSERVACION 2.2. Las definiciones establecidas en esta seccién
pueden extenderse trivialmente al caso de una superficie S reqular por
trozos.

EJEMPLO 2.1. Calculemos el area la superficie de una esfera

z
v R
/ \
/ \
/
I \
IR Sy b
PR ‘. =< Y
-~ | o
- L -
| !
\ /
\\ /
x N //

cuya parametrizacion sabemos que esta dada por
7 (0, ) = R(cos 0 sen ¢, sen f sen @, cos @), 6 €[0,27), ¢ €[0,7].

Aplicando las formulas definidas en esta seccion se obtiene
s 2 a,’:» af» T 2m
AS:// —x—‘d@dcp://
(5) 0 Jo 90 Oy 0o Jo
™ 2m
= / / R?|sen | dfdy = 47 R*.
o Jo

EJEMPLO 2.2. El area de la superficie del cono, que se ve en la
siguiente figura

Rsen o f x R@H d0dp
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z

)
Y cuya parametrizacion es
, ph
(p,0) = | pcosf, psend, — |, p€1[0,al], 6 €[0,2m),
a
viene dada por
A(S) or dedp

[ L5
// (p+ k)x,oé”d@dp
// dfdp

+

1 + pdp
24 h2

EJEMPLO 2.3. Calculemos finalmente el darea de la superficie de un
toro de radios (R, a), donde a < R.

Recordemos que la parametrizacion del toro viene dada por 7(0,p) =
((R + asengp)cosf, (R + asenp)send,cosp), con 0 € [0,2m), ¢ €



166 9. LA NOCION DE SUPERFICIE

[0,27). Luego, el drea es

w- [ L
-
_ /O%/O%CL\R—Fasencp\dgodH

2 2
= / / a(R + asen p)dpdf
o Jo

= 4r7%aR.

87"

— X — dgode

EJEMPLO 2.4. Calculemos el darea del Helicoide

F1GURA 1. Helicoide de radio 1 y altura 1.

Para esto parametrizamos en coordenadas cilindricas ¥(p,8) = (r cos6,rsen@, %)

De esta forma se obtiene
2m
d@dr—/ / 7 X (r@—i——k)”d@dr

9= [ 5%
a 27 h
d@drz// 7‘2—1- — d@dr
0 27T

- h .
Tk——@

—X—

/d/?ﬂ'

—h/ 1+ 27”” dr—— e
1

— —[um%—ln(u—i-mﬂ}?m

27r2
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h? | 27a " 2ra\ 2 . 2ma - ora\ 2
e — - - n - _
47 | h h h h

Por ejemplo, para a =1 y h = 27,

A(S) = 7[V2 + In(1 + v2)].
Finalmente, la masa del helicoide anterior cuando la densidad es
p(x,y,z) = /1 + 22+ y?, viene dada por

a 2T a 3
m:/ / \/1+r2~\/1—|—7"2d9dr:27r/ (1+rHdr = 27 (a+%) )
o Jo 0
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3. Problemas Capitulo 9

P1.- Considere el casquete elipsoidal descrito por la ecuacién (x/a)*+
(y/b)*> + (2/c)? =1 con a,b,c > 0.

a) Pruebe que el plano tangente a S en el punto (xg, yo, 20) € S
esta dado por la ecuacién

Lo  YYo | %20
@ Te e !
b) Pruebe que la recta que pasa por el origen 0, y que es per-

pendicular al plano de la parte a) esta dada por
a?r  Vy Az

Zo Yo 20

c¢) Verifique que las proyecciones ortogonales sobre los planos
tangentes a S satisfacen la ecuacién

a’z? 4+ b2y + 22 = (x2 +y? + z2)2

P2.- Sea f : R — R una funcién de clase C' tal que f'(z) # 0
para todo x € R. Considere la superficie parametrizada por
#(u,v) = ui + f(v)j+ f2(v)k. Determine la ecuacién del plano
tangente a la superficie en el punto 7(ug, vy). Pruebe que este
plano contiene al eje Z si y sélo si f(vy) = 0.

P3.- a) Sea S la superficie dada por el grafo de la funcién g : D C
R? — R de clase C. Si f : R® — R es otra funcién continua,
demuestre la validez de la siguiente formula para la integral
de f sobre S:

Jlo= 1] o2

donde 0 = 0(x,y, z) es el angulo formado por la normal a

la superficie con el vector unitario k= (0,0,1)T en el punto
(@, y,9(x, ).

b) Utilice la férmula anterior para calcular

][ ia
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donde S es la superficie formada por el tridngulo en R3
cuyos vertices son (1,0,0)%, (0,1,0)T, (0,0,1)T.

P4.- Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Definamos los con-
juntos Ry y Sy como las superficies de revolucién del grafo de
f en torno a los ejes x y z respectivamente, como se ilustra a
continuacion:

Y Y

Demuestre que las formulas

A(Ry) = /271’\/1 + f'(x)?f(x)dz y A(Sy) :/ 2rz/1+ f'(x)%dx

a

son consistentes con la definicién de area dada en este capitulo.

P5.- Considere la superficie S que se obtiene al intersectar la super-
ficie z = /22 + y2 con el volumen dado por 22 + y? — 2ay < 0
donde a > 0.

i) Encuentre una parametrizacién de S.
ii) Calcule el drea de S.

iii) Considere ahora la curva I" que se obtiene como interseccién
de las superficies z = y/22 + 32 y 22 +y? — 2ay = 0, donde
a > 0. Encuentre una parametrizacion para I'.

iv) Suponga ahora que I' es un alambre con densidad de masa
2a

/8a2 — 12 — y2'
Calcule la masa del alambre.

igual a p(z,y, z) =
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P6.- Sea ¥ una superficie definida implicitamente por la ecuacion
F(z,y,2(z,y)) = 0 para (z,y) € D en un dominio de R?.
Demuestre que

LI = G+ () ()

P7.- [Cuadratura de una superficie curva]
Al calcular el area de una superficie curva normalmente estan
involucrados nimeros irracionales como por ejemplo 7. El si-
guiente ejemplo muestra que esto no siempre es asi.

OF

0z

i) Determinar el drea de la superficie de la esfera x? +y?+2% =
a? incluida dentro del cilindro 22 + 3% = ay.
(Explote la simetria y use coordenadas cilindricas).

ii) Deduzca que el valor del drea de la semi-esfera 2% +1y%+ 22 =
a® con y > 0 que no estd incluida dentro del cilindro es un
niumero cuadrado perfecto.

P8.- a) Determine el centro de masa de la superficie 22 +y?+2% = 1
suponiendo densidad de masa p(z,y, z) = €.
Ind.- Puede utilizar argumentos de simetria.
b) Considere la superficie 3 parametrizada por 7(t, 8) = t-7(0)
donde 7(0) = (0 cos(f),0sin(h),2) con t € [0,1] y 6 €
[0, 27].
i) Bosqueje la curva descrita por 7 y la superficie X.
ii) Calcule el drea de X.

P9.- Considere la superficie 3 correspondiente a la mitad inferior del
toro de radios R, a (ambos positivos), donde R es la distancia
que hay desde el origen hasta la circunferencia media que des-
cribe al toro y a << R es el radio de la circulo ortogonal cuya
rotacién en torno al eje z genera el toro soélido.

Se le pide determinar el centro de masa de ¥ suponiendo den-
sidad constante.

Ind.- Puede utilizar argumentos de simetria debidamente jus-
tificados.
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P10.- Sea ® : D C R? — R? una parametrizacién de una superficie S
definida por = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v).

a) Sean
gv _(or Oy 0\ _, 0w (oray 02\,
ou \owouwou) "™ Y 5y T\ovavow)

Demuestre que el area de la superficie S es

2 2 2
:// \/H@_@ 02> (@_@_@_@) e
D au

ou Ov

b) (En qué se convierte la férmula para A(S) si los vectores
(0®/0u) y (0P/0v) son ortogonales?

c) Utilice a) y b) para calcular el drea de la superficie de una
esfera de radio a > 0.

d) Definamos el funcional de Dirichlet para una superficie pa-
rametrizada por ® : D C R? — R? mediante

L ( 0% ) dudo

2
|
Pruebe que A(®) < J(®) y que la igualdad se satisface si y
solo si se cumplen as condiciones:

o oo ||’

2
ou :'%

. ID) oe 02,

I
) ou Ov




