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Problema 1. Obtenga la descomposicion de Jordan de la matriz

2 2 0 -1
0 0 0 1
A= 1 5 2 -1
0 -4 0 4

Solucién. Se puede verificar que
pa(A) = |A— M| = (2 -\,

con lo que el tnico valor propio de A es A\ = 2, con multiplicidad algebraica
a4(2) = 4. Busquemos los vectores propios para este valor propio. Para ello
debemos resolver el sistema (A — 2I)v = 0, es decir

0 2 0 —-11]0
0 -2 0 1 0
1 5 0 —-11|0
0 -4 0 2 0

Notamos inmediatamente que las filas 1,2 y 4 definen la misma ecuacién (vq =
2vg). De la fila 3 se deduce que

V1 = V4 — OVy = 209 — DUy = —30s.
Asi, obtenemos que la solucién del sistema estd dada por
-3
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De esta forma obtenemos que la multiplicidad algebraica del tinico valor propio
es 74(2) = 2. en particular, la matriz no es diagonalizable. Obtengamos ahora
vectores propios generalizados para construir la descomposicién de Jordan. Para
ello, debemos estudiar el sistema (A — 2I)v = u, para u perteneciente al sube-
spacio vectorial generado por los vectores ya obtenidos. Mas concretamente,



debemos resolver el sistema

0 2 0 -1] —3a
0 -2 0 1 o
1 5 0 1] 8 |’
0 -4 0 2 | 2a

para «, 8 € R. Notamos que el sistema es incompatible si « = 0 (viendo, por
ejemplo, las filas 1 y 2). Luego, para tener soluciones debemos imponer « = 0.
Imponiendo ademéds 8 = 1 (para no tener un lado derecho nulo) el sistema
resulta

0 2 0 =110
0 -2 0 1 0
1 5 0 -1 |1 |
0 -4 0 2 0

de donde como antes, se deduce que v4 = 2vy y
v] =v4 —dve +1=2v3 —Hvs+1=—-3vy+1,
con lo que finalmente la solucién resulta
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Antes de continuar, detallemos un poco lo recién realizado. Cuando llegamos
a la conclusién de que a = 0, significa que el vector asociado (—3,1,0,2) no
cuenta con vectores propios generalizados. Luego, la solucién obtenida entrega
un vector propio generalizado para (0,0,1,0). Es decir, hasta ahora contamos
con los vectores

-3
oo
2
0 —3v+1
2 _ 0 2,1 Y
Ve = 1 — v = s
0 2y

donde 7,6 € R. La pregunta que surge ahora es que valores debemos asignar a
dichas constantes. Para responder esto, debemos seguir con el procedimiento,
ya que aun nos falta encontrar un vector para completar una base de R*. Dichas
constantes deben ser tales que el siguiente sistema a evaluar ((4 — 21)v = v>1!)
no sea incompatible. Planteando el sistema nos queda que

0 2 0 -1 ]| -3y+1

0 -2 0 1 v
1 5 0 -1 )
0 -4 0 2 2y



Para que dicho sistema sea compatible, de las filas 1 y 2 vemos que —3v+1 = —,
es decir, 1 = 2. En vista de esto, imponemos v =1/2 y § = 0, con lo que
-1/2
1/2
2,1
v 0
1

y el sistema a analizar queda como

Vemos asi que vq = 20y + 1/2 y que
v = U4 — Hug = 209 + 1/2 — Bug = —3uy + 1/2,

con lo que la solucién finalmente queda

-3 0 1/2
V=« 1 + 5 0 + 0

0 1 0 ’

2 0 1/2

con lo que se obtuvieron los vectores buscados. Més precisamente, tenemos que
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0 -1 1
0 1 0
2 _ 2,1 _ 2,2 _
vi= — o = 0 — 09T = 0
0 2 1

donde hemos ponderado los vectores para evitar la aparicién de fracciones (recor-
dar que esto era posible para los vectores propios, y también lo es para los vec-
tores propios generalizados, teniendo el cuidado de ponderar todos los vectores
propios generalizados asociados a un vector propio dado por el mismo factor y
ponderar dicho vector también).

En virtud de lo anterior, podemos construir las matrices P y J como

_ o o =



o O O N
S o N O
SN = O
N = OO

Resumen del método

En general, para obtener la descomposion de Jordan de una matriz dada, debe-
mos seguir los siguientes pasos:

1. Calcular el polinomio caracteristico pa(A) y hallar los valores propios de
A.

2. Obtener una base de vectores propios para A.

3. Aqui tenemos 2 casos:

i) Si para todo valor propio las multiplicidades algebraica y geométrica coin-
ciden, la matriz es diagonalizable. En este caso la matriz J es diagonal y P estd
conformada por los vectores propios de A.

ii) Para cada valor propio tal que las multiplicidades algebraica y geométrica
no coinciden, realizamos el siguiente proceso:

(a) Definimos W como el subespacio propio asociado al valor propio actual,
cuya base estda dada por los vectores propios asociados.

(b) Resolvemos el sistema (A — AI)v = u para u € W). Mds precisamente,
si {vl, ..., vk} es una base de W), entonces resolvemos el sistema

k

(A= Xv = Z)\wi.

i=1
En la préctica, se resuelven los sistemas
(A= M)v ="

Si todos ellos resultan ser incompatibles, es necesario encontrar valores de A;
para obtener una combinacién lineal que haga que el sistema tenga solucién.
De ser este el caso, debemos reemplazar uno de los vectores de la base de W)
por la combinacién lineal mencionada (cualquiera que sea utilizado en dicha
combinacién). En cualquier caso, contaremos finalmente con una base de W
tal que el ultimo sistema escrito tiene solucién para al menos uno de los vectores
de dicha base.

(c) Para cada elemento de la base de W tal que el sistema (A — A\)v =v
tenga solucién, realizamos el siguiente proceso:

I. Resolvemos el sistema (A — A\ )v = v, cuya solucién es siempre un

elemento de W mas un vector constante, es decir

%

(A-Xw=v'<=v=w+u,wecW.

I1. Si el sistema (A — M )v = u es compatible, definimos v®! = u. Si



no, buscamos una combinacién lineal de la base de W tal que el sistema

k
(A—/\I)v:u—&—Z)\nU”

n=1

sea compatible y definimos v>! como u més dicha combinacién lineal.

ITI. Iteramos el procedimiento, es decir, resolvemos el sistema (A —
M)v = v de donde obtenemos u tal que v = u + w, con w € W. Si el
sistema (A— A )v = u es compatible, definimos v*/*1 = u. Si no, buscamos una
combinacién lineal de la base de W y vectores propios generalizados v*!, ... v%J
tal que

k J
(A=X)v=u+ Z A" + Z 0"
n=1 n=1

sea compatible, y definimos v**! como dicha combinacién lineal. Si tal com-
binacién lineal no existe, ya hemos terminado con esta cadena.



