MA-11A Algebra 9 de Enero, 2002

Pauta Examen 2

PROBLEMA 1:
(i).- Sean a,a’ € Ry X, X’ € V. Hay que probar que aX + o’X’ € V. En efecto, como X y X'
pertenecen a V se tiene que AX = XB y AX’' = X’'B. Luego,
AlaX + o' X")=aAX +d'AX' =aXB+d'X'B=(aX +a'X')B.
Sigue que aX + o’ X' € V.

(ii.1).- Primero expresamos A y B en la forma PDsP! y QDpQ! respectivamente.  Para ello
observamos (célculos aritméticos omitidos) que los polinomios caracteristicos de A y B son P4(\) =
A6 —XN)(6+ X))y Pg(A) = (2— X)(6 — \) respectivamente.

Luego, el conjunto de valores propios de A y B son {—6,0,6} v {2,6} respectivamente. Sigue que
-6 0 0
Di=| 0 00 yDB:(gg).
0 0 6

Por lo que D4Y =Y Dpg implica que

—6y11 —6y1,2 211 Gy12
0 0 = | 2ys1 6y2.2
6ys,1  6ys2 2ys1  6ys2

Luego, y1,1 = ¥1,2 = Y21 = ¥Y2,2 = ¥3,1 = 0 y y32 es cualquiera. Por lo tanto, el conjunto de
soluciones Y € M3 2(R) del sistema D4Y =Y Dpg es ({E}), done

00

E=]100

01
Claramente, {E} es base de dicho conjunto de soluciones.
(ii.2).- Observamos que AX = X B si y sélo si PD4P!*X = XQDpQ*. Luego,

AX = XB & D4(P'XQ) = (P'XQ)D5.

Por (ii.1), sigue que AX = XB si y sélo si P!XQ € V, o equivalentmente X € ({PEQ!}). Sigue
que {PEQ'} es base de V.

Para determinar P observamos (calculos aritméticos omitidos) que los vectores propios de P asocia-
dos a los valores propios —6, 0 y 6 son (2,1,1)!/+/6, (0,1,-1)t/v/2y (—1,1,1)?/4/3 respectivamente.
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Analogamente, los vectores propios de @ asociados a los valores propios 2 y 6 son (1,—1)t/ V2y
(1,1)t/+/2 respectivamente. Luego,

2//6 0 -1//3 VB 13
P=| 1/v6 1/vV2 1/V3 Q= / / .
V6 -1/v2 1/V3 ’ (_l/ﬁ 1/‘/§)

Por lo tanto, una base de V' es (célculos aritméticos omitidos)
1 -1 -1

PEQIY={—1| 1 1
FE = w1

PROBLEMA 2:
(i).- Con respecto a los ejes (u,v) una parabola que pasa por los puntos (ug, vo) = (—v/2,0), (u1,v1) =
(0,—v2) v (u2,v2) = (v/2,0) esta dada por la ecuacién
v =cte- (u—ug)(u— ue).

El valor de cte queda deteminado por el hecho que v; = cte(—ug)(—us), i-e., cte = 1/v/2. La
ecuacién de la parabola es entonces,

v:\/iﬁ-(u—\/i)(u+\/§).

Finalmente, como u = (z —y)/v2y v = (z + y)/V?2 sigue que

1 1
ty=s@-y-2@-y+2)=;[@-y)*-4],
de donde la ecuacién de la pardbola en el sistema de coordenadas (z,y) queda
w2 49y® - 22y -2 -2y —4=0.

(ii.1).- En efecto, como aA + (1-a)B = (1-a)A (A™'B — a/(a — 1)I), por propiedades del deter-
minante y por definicién de polinomio caracteristico,

Det (@A + (1—a)B) = (1—a)"Det [A (A—IB - ﬁ[)]

(1—a)"Det(A)Det (A—IB - ﬁ[)

[0

= (1-a)"Det(A)Pa-1p (ﬁ) .

(ii.2).- Como Ps-15(-) es un polinomio de grado n tiene a lo mas n rafces. Sea A. la menor de
todas ellas. Si existe 0 < a. < 1 tal que au/(a. — 1) < A, entonces Py-1p(a./(a. — 1)) # 0.

Luego, por (ii.1), se tendria que Det(a.A+ (1 — a.)B) #0, i.e., @A+ (1 — a4)B es invertible.
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La existencia de a. con las propiedades deseadas esta garantizada puesto que si A, > 0 entonces

paratodo 0 < ay, < 1
Qx

a,—1
Si por el contrario, A« < 0, cualquier 1 > a, > max{A./(A« —1),0} sastisface las propiedades
deseadas.

<0< .

PROBLEMA 3:

(i.1).- Observar que
(x—0)' Az — 20) — ThAzo + c = ' Az — 2L Az — 2P Azo + c = 2* Az — 22° Az + c.
Luego, 229 = A~'b implica que

z—20) Az — 20) — ziAzg + c = 2' Az — 2Pb+ c= 2P Az — bz + c = f(x).
0

(i.2).- Como A es definida positiva, (z—z¢)t A(z — z¢) > 0 cualquiera sea z. Sigue, por (i.1), que
f(@) > —z5Az0 + ¢ = f(z0).

Es obvio que la igualdad se alcanza cuando = zo. Més aun, si f(z) = f(xo), entonces se debe tener
que (z—z9)tA(z—z0) = 0, lo cual es posible (dado que A es definida positiva) solamente cuando
z —x9 = 0, i.e., cuando = = zg.

(ii.1).- Notar que
f(s,u) = [1X(s) - Y()|* = ||(P-Q) + (sD-uE)||* = [|sD—uE||* + 2(P-Q, sD—uE) + [|P-Q||*.

Observando que sD — uFE puede escribirse en forma matricial como ( D -FE ) ( Z ) , concluimos

que f(s,u) puede expresarse en la forma deseada eligiendo

A = (D -E) (D -E),
b = —2P-Q) (D -E),y,
c = [IP=QIP.
Sigue que,
_ ||‘D||2 _(D7E> _ 1 _(D7E>
a=( 00 e ) =(om "57),

Como Det(AM)=1> 0y Det(A?)=1— (D, E))? > 0 sigue que A es definida positiva,
(ii.2).- Observamos primero que fs,u) es el cuadrado de la distancia entre X (s) e Y (u).

Luego, el minimo de f definido en (ii.1), i.e., del cuadrado de la distancia entre Lpp y Lg,E, €s

1
f(mo) = -z Azg +c¢, donde 2o = §A_1b.

La conclusién deseada se obtiene dado que

1
\/—zi Az + ¢ = \/—%(A—lb)tA(A—lb) +ec= \/c— %bt(At)—lb = \/c— thA—lb.




