MA-11A Algebra 10 de Diciembre, 2000

Pauta Examen 1

PROBLEMA 1:

(a).- Matricialmente, la ecuacién de la conica queda

(z y)(_?io _go)(z)ﬂ—s\/i 10\/5)(2) — -38.

3 =10
Sea A = ( ~10 3

caracteristico es (3 — A\)2 — 100 = (A — 13)(A + 7). Luego, A tiene valores propios 13 y —7, con
vectores propios asociados (1, —1) y (1, 1)? respectivamente. Sigue que A = PDP? donde

(B YR - ()

Hay dos maneras de seguir adelante:

. Como A es simétrica, es diagonalizable. En particular, su polinomio

e Primera Forma: Haciendo el cambio de variable ( Z ) =Pt ( z ) se obtiene la ecuacién

de la cénica
(u U)D(Z)-l-(—ﬁﬁ 10\/§)P(Z) = 13u®—Tv® - 16u+4v = —38.

Haciendo ahora el cambio de variable u =u — a y ¥ = v — § se obtiene que

1302 — 70 + (=16 + 260)U + (4 — 148)7 = —38—13a? + 78 + 16a — 48.

Luego, si a = 8/13 y 8 = 2/7 y hacemos el cambio de variable ( :}i ) = ( u ) - ( g ),

obtenemos 64 4 3062
1 ~2 _ =32 — _ i
3u Tv 38 + 37 ol

e Segunda Forma: Completando cuadrados, sigue que

(\/ﬁu—\/il_g)2—%—(\ﬁu—%)2+§:—38.

Luego, obtenemos una cénica centrada en (a, §) = (8/13,2/7) dada por

8 \? 2 \? 64 4 3062
(\/ﬁu—\/—l_s) —(\/?’U—W) ——38+E—?——W.
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Figura 1: Hipérbola

Sigue que la cénica es una hipérbola. Su grafo se ilustra en la Figura 1. Los ejes u,v,u, v podrian
haber quedado orientados de manera distinta de la que se muestra en la figura (esto dependers de
la eleccién de vectores propios y el orden en que se coloquen los valores propios de A en la matriz
diagonal D — ver Nota 1y 2 para mayores detalles )

Nota 1: Los ejes u y v podrian haber quedado orientados al revés de lo que se sefiala en la figura.
Dependiendo esto de que vectores propios se elijan. Por ejemplo, si en vez de elegir el vector propio
(1/ Vv2,-1 / V2)t se toma (-1 / V2,1 / V2)t el eje u quedarfa apuntando en la direccién contraria.

Nota 2: Los ejes u y v podrian haber quedado intercambiados en caso que en vez de D se hubiese

trabajado con la matriz diagonal ( _07 103 )

Nota 3: Los cambios de variables también podrian haberse hecho en el orden inverso, i.e., primero
la translacién y luego la rotacién. El resultado es similar, pero los calculos son méas engorrosos.

(b.i).- Observar que cualquiera sea v € R” se tiene que
Av=dv<= I+ Apw=(1+Nv.

Luego, v es vector propio de A asociado al valor propio A si y sélo si v es vector propio de I + A
asociado al valor propio 1+ A.

(b.ii).- Consideremos primero el caso en que A es simétrica con valores propios no-negativos. Como A
es simétrica, existen D matriz diagonal y P matriz unitaria tales que A = PDP?. Como los valores
propios de A son los elementos de la diagonal de D, tenemos que d;; > 0 cualquiera sea 3.
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Luego, si z € R® y u = Piz,

n
r*Az = 2' PDP'z = (P'z)'D(P'z) = u!Du = Z diu; >0,

i=1
donde la dltima desigualdad se tiene porque d;; >0y u%’i > 0 cualquiera sea i € {1,...,n}.

Supongamos ahora que A es simétrica semi-definida positiva. Queremos probar que sus valores
propios son no-negativos.

e Primera Forma: Sea A valor propio de A. Luego, existe v # 0 tal que Av = Av, y como A
es semi-definida, positiva,
0 < vtdv = A(vto) = A|jv||*.
Como ||v]| > 0, se concluye que A > 0. Como A es un valor propio cualquiera de A, obtenemos

la, conclusién deseada.

e Segunda Forma: Como A es simétrica, existen D matriz diagonal y P matriz unitaria tales
que A = PDP!. Dado que A es semi-definida positiva, sigue que cualquiera sea = € R™ se
tiene que 0 < zt Az = (Ptz)!D(P'z). Eligiendo z de forma que z = Pe; (donde e; denota
el i-ésimo elemento de la base candnica) tenemos que 0 < eiDe;, ie., d;; > 0 cualquiera
sea i. Resumiendo, todos los elementos en la diagonal de D (los valores propios de A) son
no-negativos.

(b.iii).- Sea 8 el valor propio de I + A. Por (b.i) sigue que 8 — 1 es valor propio de A. Pero (b.ii) implica
que §—1>0,ie,8>1>0.

Como § es valor propio cualquiera de I+ A, sigue que I+ A tiene todos sus valores propios positivos.
Por resultado conocido, esto equivale a que I + A es definida positiva.

PROBLEMA 2:

(a).- Observar que EP = PF puesto que

B ABA
EP_(B BA )_PF.

Hay dos formas de concluir que p,(A) = p. (A).

e Primera Forma: Utilizar el teorema que dice que matrices similares tienen igual polinomio
caracteristico.
e Segunda Forma: Hacemos la demostracién del teorema mencionado en la Primera Forma.

Como P es triangular superior y todos sus elementos en la diagonal son no nulos, entonces
P es invertible. Sigue que, EP = PF implica que E = PFP~'. Luego, por definicién de
similitud de matrices se tiene que E y F son similares.

Lo siguiente es observar que E — A\ = PFP~1 — A\PP~1 = P(F — A[)F~!. Luego, por
propiedades del determinante,

p,(A) = Det(P(F — AI)P~") = DetP - Det(F — AI) - DetP~" .
Como DetP - DetP~! = 1 se obtiene que p,(\) = DetP -p,(A)-DetP~! =p_ ().
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(b.i).- En efecto, por la indicacién,

AB-XI 0

pE()\):Det(E—)\I):Det( B Y

) =Det(AB — AI) - Det(—AI).

Como Det(—AI) = (—A)" y por definicién de polinomio caracteristico, p,(A) = (=A)"p, 5 (A).

(b.ii).- De la parte anterior, (—A)"p, 5 (A) = (=A)"py . (A). Luego, p,,(A) = (=A)""™p,,(A). Veremos
tres formas de justificar éste ultimo despeje.

e Primera Forma: La igualdad es evidentemente cierta si A # 0. Por continuidad de las
expresiones a ambos lados de la igualdad se tiene también para A = 0.

e Segunda Forma: La igualdad es evidentemente cierta si A # 0. Como las expresiones
a ambos lados de la igualdad son polinomios, entonces estos coinciden en una infinidad de
puntos. Luego, por Teorema Fundamental del Algebra, deben ser idénticos.

e Tercera Forma: Como (—A)"p,, (A) = (=A)™p,, (A), el polinomio (—A)"p, , (A) es miltiplo
del polinomio (—A)™. En particular es divisible por este dltimo. Luego, la expresién
(=)™, 5 (N)/(=X)™ tiene sentido y es igual a (—=A)""™p, , (A).

PRrROBLEMA 3:
(a).- Sean a, 8 € R, z,y € R® cualesquiera. Se tiene que T es lineal ya que
T(aw + By) = (az + By)u’ = a(au’) + Blyu’) = oT () + BT (y),
Nota: También se podia tomar 8 = 1 en la anterior demostracién y obtener idéntica conclusion.

(b).- Por definicién de Ker(T') sabemos que v € Ker(T') si y sélo si T'(v) = 0. Luego, vu! = 0. Pero vu?
es igual a la matriz cuyas filas 1, 2, 3 son vu;, vug, vug respectivamente. Sigue que vu; = 0 cualquiera
sea i € {1,2,3}. Luego, como u # 0 implica que para algin j se tiene que u; # 0, se concluye a
partir de vu; = 0 que v = 0. Por lo tanto, Ker(T) = {0}.

La inyectividad de T puede establecerse de las siguientes dos maneras:

e Primera Forma: Por propiedades de aplicaciones lineales sabemos que Ker(T) = {0} si y
sblo si T es inyectiva. Luego, en nuestro caso, concluimos que 7' es inyectiva.

e Segunda Forma: Usando la definicién de inyectividad. En efecto, si v,v' € R® son tales
que T'(v) = T'(v'), entonces vu? = v'u?, i.e., vu; = v'u; para todo i € {1,2,3}. Como u # 0,
para algin j se tiene que u; # 0. Luego, vu; = v'u; implica que v = ¢'. Se concluye que T es
inyectiva.

Para determinar una base de Im (T") conviene usar el hecho que una aplicacién inyectiva transforma
bases en bases. Luego, una base de Im (T") es

ur U2 U3 0 0 O 0 0 O
{T(el),T(GQ),T(€3)} = 0 0 0 s Uy Uz Us ) 0 0 0
0 0 0 0 0 0 Uy Uz Us

Estudiamos ahora la sobreyectividad de T'.
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¢ Primera Forma: Como 3 =dimIm (I') # dim M5 3(R) = 9, se tiene que T no es sobreyec-
tiva.

e Segunda Forma: Por Teorema Nicleo Imagen, 3 = dimR® = dimKer(T') + dimIm (T).
Luego, como dimKer(T) = 0, sigue que dimIm (I') = 3 < 9 = dim M33(R). Por lo tanto,
Im (T) # Ms 3(R), ie., T no es sobreyectiva.

e Tercera Forma: Por definicién de sobreyectividad, basta mostrar que existe M € Ms 3(R)
tal que para ningin v € R® se tiene que T(v) = M. En particular elegimos M = I y
suponemos, para efectos de obtener una contradiccién, que existe v € R® tal que T'(v) = vu? =
I. Identificando columnas se obtiene que vu; = e; para todo i € {1,2,3}. Como u # 0,
para algin j se tiene que u; # 0. Despejando, obtenemos que v = e;/u;, lo que implica que
e; = u;v = use;/u;. Esto contradice el hecho que {e;,e;} es linealmente independiente si ¢ # j.

(c).- Hay que expresar T'(e;) para todo i € {1,2,3} como combinacién lineal de la base candnica de
M3 s(R). El orden de los elementos de esta dltima base que utilizaremos estara dado por

100 01 0 00 1 0 0 0 0 0 0
o000 |,looo],looo],l1o00],[]01 ,
0 0 0 00 0 00 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(001),(000),(000),(000).

0 0 0 100 01 0 00 1

o o

Denotemos a estas matrices Fq,..., Fg respectivamente. Observemos entonces que
Uy Uz Us

T(el) = 0 0 0 = w1 By +usEs +usEs +0E; + 0E; + 0Eg + 0E7 + 0Es + 0Fy
0 0 0
0 0 0

T(GQ) = Uy Uz Us = 0E1 + 0E2 + 0E3 + U1E4 + U2E5 + ’LL3E6 + 0E7 + OES + OEg ,
0 0 0
0 0 0

T(e3) = 0 0 0 = 0E1 + 0E2 + 0E3 + 0E4 + 0E5 + 0E6 + U1E7 + U2E8 + ’LL3E9 .
Uy Uz Us

Luego, la matriz representante pedida es

U1 0 0
U2 0 0
Uus 0 0
0 U1 0
0 U2 0
0 Uus 0
0 0 U1
0 0 U2
0 0 Uus
Nota: La elecciéon de un ordenamiento distinto de las matrices E,..., E3 de la base canénica de

Mj3 s(R) producirdn una matriz representante parecida a la explicitada més arriba pero con las filas
permutadas.
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(d).- Veamos primero que si v € ({u}), entonces T'(v) es simétrica. En efecto, por definicién de espacio
generado, tenemos que v = au para algin a € R. Hay dos alternativas para obtener la conclusién
deseada.

e Primera Forma: Observando que,
(T (v)t = (vud)? = wv’ = u(ow)? = (ow)u? = vul =T (),
i.e., T(v) es simétrica cualquiera sea v € R3.

e Segunda Forma: Observando que

2

[ 475] auy aUuiUus OUUs
Twy=vu'=| aus | (w1 uo us )=|[ auouws oau} oausus
o ausu;  Quazus  Qul

Claramente, T'(v) es simétrica.

Supongamos ahora que T'(v) es simétrica, ie., (T'(v))! = T(v). Como T(v) = wvu?, sigue que
vut = uv?. Veremos dos alternativas para concluir la demostracion.

e Primera Forma: Post-multiplicando ambos lados por u se obtiene que v(ulu) = u(viu),

ie., v||u|]* = u(vtu). Como u # 0, sigue que ||u|| # 0 y por lo tanto v = [v'u/||u||*]u. Como
viu,||u|] € R, concluimos que v € ({u}).

e Segunda Forma: De la identidad matricial vu! = uv? e identificando términos obtenemos
que v;u; = uv; cualquiera sean 4,5 € {1,2,3}. Como u # 0, entonces existe un j tal que
uj # 0, luego

Sigue que v = (v;/u;)u, Le., v € ({u}).

Finalmente, observemos que las columnas de T'(v) = vu? son vus, vus, vus, i.e., todas ellas se pueden

obtener como la multiplicacién por un escalar de otra columna. En particular, el espacio que
generan tiene dimensién a lo mas 1. Sigue que el rango de T'(v) es menor o igual a 1. Como
una matriz invertible en M3 3(R) debe tener rango igual a 3, concluimos que T'(v) no es invertible
cualquiera sea v € R3.

Nota: Una forma, significativamente més engorroso de abordar el problema consiste en mostrar que
se obtienen pivotes nulos al escalonar la matriz

V1U1 ViU ViUs
Tw) =vu' = | vour vous vous
Vsl UsU2 UV3Us



