MA-11A Algebra 30 de Noviembre, 2000

Pauta Examen 1

PROBLEMA 1:

(i.1).- Hay varias formas de hacer esta parte, veremos algunas.
e Primera Forma: Como A es invertible s{ y sélo si su determinante es no nulo, y Det(4) =
a+2—b—3 = a—b—1, se tiene que A es invertible si y sélo si a # b+1.

¢ Segunda Forma: Una matriz es invertible si y sélo si al escalonarla se obtienen sélo pivotes
no nulos. Escalonando A, tenemos que

1 2 b 1 2 b
A — 01 1 — 01 1
0 1 a-b 0 0 a-b-1
Luego, A es invertible si y s6lo si a—b—1#0, i.e., a b+ 1.

e Tercera Forma: Como A es invertible si y sélo si sus filas son linealmente independientes,
bastara ver bajo que condiciones se tiene esto dltimo. Sean entonces a, 3,y tales que

1 0 1
al 2 |+81 1 |+~ 3 = 0. (1)
b 1 a

Lo anterior equivale a decir que a+vy = 0, 2a+8+3y = 0, y ba+S+ay = 0. Despejando v y
8 de las dos primeras ecuaciones y sustituyendo en la dltima se obtiene que (b+1—a)a = 0.
Luego, si a # b+1, el sistema (1) no tiene solucién no nula, i.e., A es invertible.

(i.2).- El vector b = (1,1,3)” pertenece a Im(A) si y sélo si existe z € R® tal que Az = b. Debemos
entonces determinar cuando dicho sistema lineal tiene solucién. Para ello debemos escalonar la
matriz aumentada (4 ]b), i.e.,

1256 1 12 b 1 12 b 1
A4py=(0111] —>[l0o1 1 1| —]01 1 1
13 a3 01 a=b 2 0 0 a—b-1 1

Luego, el sistema tiene solucién si y sélo si @ # b+ 1, i.e., (1,1,3)” pertenece a la imagen de A si y
s6lo si a # b+ 1.

(i.3).- Veremos dos formas de resolver esta parte.

¢ Primera Forma: Claramente las dos primeras columnas de A son linealmente independientes.
Luego, el rango de A es al menos 2. Por Teorema Niicleo Imagen sigue que el kernel de A tiene
dimensién a lo mas 1, i.e., su dimensién puede ser 0 o 1. El primer caso se tiene si y sélo si
A es invertible. Por lo tanto, el kernel de A tiene dimensién 1 si y s6lo si A es no invertible.
Por (i), sabemos que lo Ultimo equivale a decir que a = b + 1.
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¢ Segunda Forma: Para que el kernel de A tenga dimensién 1 el sistema homogéneo Az = 0
debe tener como solucién un espacio de dimensién 1. Para que ello ocurra, al escalonar A debe
aparece sélo una fila nula. Escalonando, vemos que

1 2 b 1 2 b 1 2 b
A = 011 — 01 1 — 01 1
1 3 a 0 1 a-b 0 0 a-b-1
Luego, al escalonar se llega a una fila nula si y sélo si a = b+ 1.
1 2 b 1 2 b b—2
Paraa =b+1, tenemosque A=| 0 1 1 . Luego,como | 0 1 1 1 =0,
1 3 b+l 1 3 b+1 -1

sigue que Ker(A4) = ({(5—2,1,-1)T}).

(ii).- Debemos determinar vy, vq,v3 tales que Avy = e1, Ava = ea, y Avg = e3. Equivalentemente, quere-
mos determinar la matriz V € M3 s(R) cuya i—ésima columna es v; y tal que AV = I. Claramente,
la inversa de A en caso que exista satisface las propiedades que queremos de V. De un sencillo
calculo algebraico se obtiene que la inversa de A existe y

-1 -4 2
A7 = 1 2 -1
-1 -1 1

Sigue que la base buscada es (—1,1,-1)7, (-=4,2,-1)7, y (2,-1,1)7.
PROBLEMA 2:

(i).- Matricialmente, la ecuacién de la cénica queda

() () ;) -

. Como es simétrica, es diagonalizable. En particular, su polinomio caracteristico

Sea A = ( 3 1
es (1-)1)2—9. Luego, A tiene valores propios 4 y —2, con vectores propios asociados (1,1)” y (1, -1)7

respectivamente. Sigue que A = PDP” donde

P (U8 Uh) s o (1)

Haciendo el cambio de variable ( Z ) =pT ( z ) se obtiene la ecuacién de la conica,

(u U)D(Z)+(4\/§ 4\/§)P(Z) = 4u®—20% +8u = 2.

Simplificando, se obtiene que 2u? — v? + 4u = —1. Haciendo ahora el cambio de variable & = u — «
y U = v se obtiene que

26 -7 +4(a+1)a = -1-20°—4a.
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Figura 1: Hipérbola

Luego, si a = —1, i.e., hacemos el cambio de variable ( :}i ) = ( v ) + ( (1) ) y obtenemos

22— = 1.

Sigue que la cénica es una hipérbola. Su grafo se ilustra en la Figura .

Nota 1: Los cambios de variables también podrian haberse hecho en el orden inverso, i.e., primero
la translacién y luego la rotacién. El resultado es similar, pero los calculos son méas engorrosos.

Nota 2: Los ejes u y v podrian haber quedado orientados al revés de lo que senala en el dibujo,
dependiendo de que vectores propios se eligieran. Por ejemplo, si en vez de elegir el vector propio

(1/v/2,1/4/2)T se hubiese elegido (—1//2, —1/v/2)7.

(ii).- Supongamos que existe B € M, ,(R) tal que A = BT B. Como AT = BT(BT)T = A, sigue que A
es simétrica. Para probar que A es definida positiva bastara verificar que si z € R®, z # 0, entonces
T Az > 0. En efecto, 7 Az = 27 BT Bz = (Bz)T(Bz) = ||Bz||*> > 0 para todo z # 0 puesto que la
invertibilidad de B garantiza que Bx # 0 si z # 0.

Supongamos ahora que A es simétrica y definida positiva. Como A es simétrica existen P unitaria
y D diagonal tal que A = PDPT. Como A es definida positiva, todos los elementos en la diagonal
de D son positivos, por los que sus raices cuadradas existen. Denotemos por v/ D la matriz diagonal
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cuyos elementos en la diagonal son las raices cuadradas de los correspondientes coeficientes en la
diagonal de D. Sigue que D = v/ D+ D, por lo que

A = PVDVDP! = PVDVD' PT = PVD(PVD)! .

Haciendo B = (Pv/D)T obtenemos que A = BT B. Para ver que B es invertible basta observar que

T
es el producto de dos matrices invertibles (P7 que es unitaria, por lo tanto invertible, y /D" que
es una matriz diagonal con coeficientes no nulos en la diagonal, por lo tanto también invertible).

Sigue que si A es simétrica definida positiva, entonces existe una matriz B € M, ,(R) invertible cuyas
columnas podemos denotar v1,... ,v, tal que A = BT B. Equivalentemente, Ay = viij = (v;,v;)
para todo 4,5 € {1,... ,n}.

(iii).- Supongamos que existen aq,... ,a; € R tales que Zle a;v;v} = 0. Post-multiplicando por v;, y
observando que v} v; = (v;,v;), se tiene que

k
Z aivi(vi, ’Uj) = 0.
=1

Como v1,... ,v son ortogonales, (v;,v;) =0 si i # j. Por lo tanto, 0 = a;v;(v;,v;) = a;v;||vi||>
Como ||v;|| # 1, sigue que a;v; = 0. Pero v; # 0, luego a; = 0. Como j es cualquier elemento en
{1,...,k}, tenemos que a; = ... = ag =0, i.e., v1v{,... ,v5v{ son linealmente independientes.

PROBLEMA 3:
k k
(i).- Observar que para u € R*, Au = Z%‘ . viviTu = Z%‘ v {vg,u) .
i=1 i=1

Siue€ ({vi,...,vr})", se tiene que (v;,u) = 0y por lo tanto Au = 0, i.e., ({v1, ... ,vx})t C Ker(A4).

Por otro lado, si u = v;, por ortogonalidad de los v;’s, sigue que (v;,u) =0sii # jy (v;,u) = ||v;||?
si ¢ = j. Luego, Av; = v;vj||v;||* € ({v1,...,vx}). Observar que v;||v;||> = v; # 0 puesto que
v; # 0y v; es de norma 1. Sigue que A(v;/vy;) = vj, Le, {{v1,...,vx}) CIm(A).

Tenemos entonces que ({vi,... ,vx})t C Ker(4) y ({v1,-.. ,v5}) C Im(A). Para concluir se puede
proceder de dos formas.

e Primera Forma: Como ({vi,...,v:})1 C Ker(A) sabemos que dim (Ker(4)) > n — k.
Ademaés, como {({v1,...,v5}) C Im(A), tenemos que dim (Im(A)) > k. Por Teorema Nicleo
Imagen, n = dim (Ker(4)) + dim (Im(A4)) > dim (Ker(4)) + k, i.e, n — k > dim (Ker(A)).
Sigue que dim (Ker(A)) = n — k y dim(Im(4)) = k. Por lo tanto, las dos inclu-
siones ({v1,...,vx})t C Ker(4) y ({v1,...,v5}) C Im(A) deben ser igualdades ya que
{v1,--, v Dt v ({v1,... ,vk}) son espacios de dimensién n — k y k respectivamente.

e Segunda Forma: Si u € Ker(A), entonces Au = 0. Luego, Zle Yivi{vg, u) = 0. Como

los v;’s son linealmente independientes, sigue que v {vi,u) = ... = Yg{vg,u) = 0. Como
Y,--- ,7 son no nulos, sigue que (vi,u) = ... = (vg,u) = 0, i.e., u € ({v1,...,v5})*t. Por
lo tanto, Ker(4) C {{v1,...,v5})t. La igualdad también se tiene puesto que ya vimos que

{v1, ..., v )1 C Rer(4).
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Observando que Av; = «y;v;, se concluye que Im(A4) C ({v1,...,vs}). La igualdad también se
tiene puesto que ya vimos que ({v1,...,vx}) C Im(A).

Como Im(A) = ({v1,...,v}), sigue que rango(A) = dimIm(A) = k.

(ii).- Como wn,... ,w,—g son elementos del kernel de A, son vectores propios asociados al valor propio 0.
Ademiés, como (v;,v;) =0si i #j,

k k
Av; = ywwlv; = Y yvilvi,vp) = vv5]lvs]

i=1 i=1

Es decir, v; es vector propio de A asociado al valor propio v;||v;||* = v;, donde la igualdad se tiene
porque v; es de norma 1.

Para ver que {v1,... ,0p,w1,... ,Wp_p} €s base de R™ observar que {v1,... ,vp} y {w1,... ,wWn_g}
son conjuntos ortogonales de vectores. Ademds, por (i) los vectores wi,...,w,—j estdn en
({v1,...,v})t. Luego, son ortogonales a vi,...,vs. Por lo tanto {v1,... vk, w1,... ,wy_p} €8

un conjunto de n vectores en R™ no nulos y ortogonales, i.e., constituyen una base de R™

(iii).- Veremos dos formas de hacer esta parte.

e Primera Forma: Las partes (i) y (ii) sugieren tomar 4; y 2 como los valores propios de la
matriz A y {v1,v2} como una base ortonormal de R? de vectores propios de A.

El polinomio caracteristico de A es (5/4—\)? —9/4. Los valores propios de A son las soluciones
de (5/4—X)2 =9/4, i.e., 2 y 1/2. Los espacios de vectores propios asociados son,

me{h w0

Luego, una base ortonormal de R? de vectores propios de A esta dada por {vi,v2} donde

v1 = (1/v2,-1/v2)T y va = (1/v/2,1/+/2)T. Por lo tanto,

s o —2( 203, )3 (R R) - () -

Nota: También podria haberse elegido —v; en vez de v; y/o —vs en vez de vo. Por lo demis,
v1 y v2 pueden aparecer intercambiados.

e Segunda Forma: Una alternativa, que no se basa en las conclusiones obtenidas en (i) y (ii),
pero que conlleva un esfuerzo significativamente mayor, consiste en resolver un sistema (no
lineal) de ecuaciones. Especificamente, sean v; = (a,b)” y vo = (c,d)”. Como v; y v2 deben
ser de norma, 1, se tiene que a® +b*> =1y ¢® + d®> = 1. Como v; y v2 deben ser ortogonales,
ac + bd = 0. Luego, como A = fylvlvlT + ’ygvngT,

5/4 —3/4 B a’® ab + A o

-3/4 5/4 T M e 82 ) T ed P2
ma?+yec?  yrab+ycd
mab+ysed MbP+yed? )

Un laborioso despeje lleva a las mismas conclusiones obtenidas en la Primera Forma.



