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P1. [Varios de numerabilidad]

a) Counsidere el conjunto
C={.. —16, =9, —4, -1, 1, 4, 9, 16, ...},

vale decir, C es el conjunto de todos los cuadrados de niimeros naturales, y sus opuestos.
Pruebe que C es infinito numerable.

b) Demuestre que los tridngulos con vértices en @Q x Q son numerables.

¢) Pruebe que el siguiente conjunto es numerable:

C={z€[0,+00) : In e N\ {0}, =™ € N}

Solucién 1.
a) Esto se puede hacer de varias formas. Consideremos los conjuntos
Ci={zeC :2>0} , C_.={zxeC : z<0}.
Para C., definamos la siguiente funciéon f : N — C por:
f(z) = 2%,

funcién que es muy facil probar que es una biyeccién entre los conjuntos en cuestién. Luego, concluimos
que Cy es numerable. Y andlogamente, para C_ se define la funcién g : N — C_ por:

2
g(l’) = =T,
que en forma totalmente andloga a lo anterior, resulta ser una biyeccion. Asi, C_ también es un conjunto
numerable.
Para concluir, basta notar que C = C; U C_, y dado que la unién de dos conjuntos numerables

sigue siendo numerable, se concluye el resultado buscado.
Obs: También se puede definir una biyeccion ¢ : N — C' sin separar C, por ejemplo:

(%)% sin es impar.
on) =4 Yo .o

—(%)? sinespar.

O por otra parte demostrar que C' es infinito y notar que C C Z implica que |C| < |Z| = |N|, o hacer una

biyeccion con Z \ {0}.

b) Sea T el conjunto de los triangulos pedidos. Separaremos la demostracién en dos partes:
= (IN] < |T):
Consideremos el triangulo t,, dado por los puntos:

A=(0,00 B=(0,1) Cn=(n+1,0)

El conjunto (t,)nen es numerable (pues acabamos de dar una enumeracién para el) y ademas (¢, )nen C
T, de esto concluimos que:
IN| = |(tn)nen| < |T|
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= (|7 <IN]):
Notemos que el conjunto T es subconjunto de el conjunto de los triples ordenados de Q x Q, es decir
T C (Q x Q). Ademés |Q x Q| = |N|, entonces (Q x Q) x (Q x Q) x (Q x Q) es el producto finito de
numerables y por tanto es numerable. Luego:

T < (@ x Q)°| = N|

Por el Teorema de Cantor-Bernstein-Schréder concluimos que [T = |NJ.

Procediendo en forma similar a lo realizado en la parte a), definamos para cada n € N'\ {0} el conjunto
Chn={z€C :2"=m, meN}={xeC : z={m, meN}

A partir de la definiciéon del conjunto, como la raiz n-ésima es una funcién biyectiva en los dominios que
tenemos, podemos concluir rapidamente que para todo n € N\ {0}, C,, es un conjunto numerable (al estar
en biyeccién con los naturales).

Para concluir el resultado pedido en el problema notemos que:
neN z"eN <« InmeN z"=InmeNm < z=IneN{ym < x€(C,,
de esto tenemos que que

C={zxel0,+00) : Ine N\ {0}, 2" e N} = U {z €]0,+) : 2" € N} = U Cp
neN\{0} neN\{0}

Luego, como la unién numerable de conjuntos numerables sigue siendo un conjunto numerable, se deduce
el resultado.
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P2. [Varios de no numerabilidad]
Demuestre que los siguientes conjuntos son infinitos no numerables.
a) Los ntimeros irracionales.
b) Los tridngulos con vértices en R x R.

¢) A x B. Donde A es un conjunto no numerable y B # ()

Solucién 2.

a) Supongamos en busca de una contradiccién que los numeros irracionales I = R\ Q son a lo mds numerables.

En dicho caso:
R=QuUI

Luego R seria la unién de de un numerable con un numerable o finito y por tanto es numerable, lo que es
una contradiccién.

b) Sea T el conjunto de los triangulos con vértices en R x R. Definamos ¢ : R — 7T como sigue:
o(r) = AABC

con A = (r,0), B= (r+1,0), C = (r,1). Esta funcién es inyectiva, basta con notar que si ¢(r) = ¢(s),
entonces (r,1) = (s,1) y por tanto r = s y por tanto demostramos que existe una inyeccién de R en T,

esto nos permite concluir que:
IN| <R[ < [T

Es decir T es no numerable.

¢) Como B # () tenemos que existe b € B. Definamos f : A — A X B como:

fla) = (a,b)

Veamos que esta funcién es inyectiva, en efecto si f(a) = f(a’), entonces (a,b) = (a’,b) de donde a = a'.
Como encontramos una inyeccién de A en A X B y A es no numerable concluimos que:

IN| < |A] < |A x B|

Es decir A x B es no numerable.
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P3. [Funciones en A]
Considere el conjunto A # () y defina
F={f:{1,2,3} — A| f es funcién}.

a) Demuestre que |F| = |A3|.
Indicacién: Para f € F considere la tupla (f(1), f(2), f(3)).

b) Demuestre que si A es numerable, entonces F también es numerable.

Solucién 3.

a) Siguiendo la indicacién definamos la funcién ¢ : F — A3 como:

Demostremos que ¢ es biyeccion

= Inyectividad:
Sean f, g € F tales que ¢(f) = ¢(g), entonces

(F(1), £(2), F(3)) = (9(1), 9(2), 9(3))

Es decir f(z) = g(z) para todo x en el dominio, como el dominio y el recorrido de f y g coinciden,

concluimos que f = g y que ¢ es inyectiva.
= Sobreyectividad:
Sea a = (a1, as,a3) € A3, definamos la funcién f : {1,2,3} — A como:

a; six=1
fly=<ay siz=2

az six=3

Luego como ¢(f) = a concluimos que ¢ es sobreyectiva.

De esto concluimos que ¢ es una biyeccién y que |F| = |A3].

b) Si A es numerable, entonces A® es el producto cartesiano de numerables y por tanto numerable, es decir

|A3| = IN|. Apoyandonos de la parte a) tenemos:
|F| = 14% = |N|

De donde concluimos.
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P4. [Caracterizaciones]
Demuestre que las siguientes proposiciones sobre un conjunto A son equivalentes.
a) A es infinito.
b) IN| < |A].
¢) Existe B C A tal que |B| = |A].
d) |A] > 2y ademss |A?| = |A|.

Hint: Puede ser 1til razonar por contradiccion.

Solucion 4. Pendiente
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P5. [Verdadero o Falso]
Sean A, B,C, D conjuntos.Demuestre o de un contraejemplo:

= Si|A]=|B|y |Ax C|=|B x D|, entonces |C| = |D|.
» Si|A|=|Bl,AnNC=0,BND =0y |AUC|=|BUD]|, entonces |C| = |D|.

Solucién 5. Ambas son falsas.
a) Sea A=B=C=Ny D={1}. Notemos que |[A| =|B| y INxN| = |Nx {1}| = |N| (|JA x C| = |B x DJ),
pero [N| # [{1}| (|C] # [DI).
b) Sea A=B =N, C={-1} y D = (). Notemos que |A| = |B|y [NU{-1}| = |N| (JAUC|=|BU DJ), pero
{=1} #10] (IC] # |DI).
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P6. [Preimagenes]
Sea A un conjunto y f : A — B una funcién tal que B es numerable. Demuestre que si Vb € B, f~1({b}) es
numerable, entonces A es numerable.

Solucién 6. Pendiente
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P7. [El recorrido de un insecto]
Un insecto debe cubrir, saltando de izquierda a derecha, la distancia desde 0 a 1 en una recta. En cada punto de
su recorrido, el insecto puede elegir entre saltar directamente hacia el uno (y asi completar su viaje), o avanzar la
mitad del tramo que le falta por cubrir.

Pruebe que la coleccién de recorridos (secuencias de pasos) por los que puede optar nuestro insecto, es numera-
ble.

Solucién 7. Llamemos R a la coleccién de todos los recorridos posibles. El insecto puede optar por las siguientes
alternativas en su viaje:

= Uno de los recorridos factibles corresponde a saltar infinitas veces la mitad del camino que le falta por
recorrer. Como esta opcién nos lleva sélo a un recorrido, llamaremos a este camino Ry.

= Para cada n > 1, el insecto puede llegar a su meta en precisamente n pasos de la siguiente forma: salta
n — 1 veces la mitad de lo que le falta de recorrido, y luego su n-ésimo salto lo hace directo hasta el 1.
Esta alternativa nos lleva a un recorrido factible para cada n € N, que denotaremos R,,, y a la coleccién
de todos estos caminos la denotaremos { R, }n>1 = {R1, Ra,...}.

Asi, es claro que la cantidad de recorridos estd en biyeccién con el conjunto N U {0}, que es claramente de
cardinal infinito numerable. Luego, la cantidad de recorridos posibles es la misma, y por ende el cardinal de la
coleccién de todos los caminos posibles corresponde a:

IR = {Rn}n>1 U Ro| = INU{0}| = [NJ,

de donde concluimos el resultado que se buscaba.
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P8. [Cardinalidades y el conjunto potencia]
Sean A, B conjuntos.
@) Demuestre que si |A| = |B|, entonces |P(A4)| = |P(B)].

b) Suponga ahora que AN B = (). Demuestre que |[P(A U B)| = |P(A) x P(B)].

Solucién 8.

a) Como |A| = |B| existe una f : A — B biyectiva. Definamos ¢ : P(A) — P(B) como:
P(X) = f(X)
Demostremos que ¢ es biyectiva. Definamos g : P(B) — P(A) como:
9(X) = f71(X)

Luego como f es biyectiva:

(go9)(X) =g
Y ademas:
(@0 9)(X) = ¢(g(X)) = o(f (X)) = fF(f (X)) =X
Luego ¢ es invertible y por tanto ¢ es biyectiva. Con esto concluimos que |P(A)| = |P(B)|.
b) Definamos h : P(A) x P(B) — P(A U B) como:

MX,Y)=XUY

Veamos que esta funcién es biyeccion.

= Sobreyectividad:
Sea Z € P(AU B) queremos encontrar un (X,Y) €
(X,Y) =

P(A) x
(ZNA,ZnN B), veamos que se Verlﬁca FX,Y)=2Z

FX,)Y)=F(ZnNAZNB)=(ZNA)U(ZNB) =

P(B) tal que F(X,Y) = Z. Tomemos

ZN(AUB)=2Z

Donde la tdltima igualdad se verifica pues Z C AU B.
= Inyectividad:

Sean (X1,Y1)y

(XQ,YQ) tal que F(Xl,Yl) =

F(X5,Y,) queremos probar que F' es inyectiva (es decir

que (X1,Y7) = (X3,Y2) ). Veamos que esto pasa:
F(X1,Y1) = F(X»,Y>)
XiuY1=XoUY,
(X1UY))NA=(XUY)NA
(X1NAUYINA)=(XonA)U(YanA)

Como X1, X5 C A, entonces X1 NA=X; y XoNA=X5. Ademds como ANB=0,Y, CByY,CB
tenemos que Y1 N A =0 e Y2N A = (). Aplicando todo esto a la ecuacién anterior concluimos que:

X1U®:X2U® — X7 =X
Veamos que pasa cuando intersectamos con B:

(X, UY1)NB =
(XinB)U(\1NB)=

(X2UY9)NB
(XaNnB)U (YN B)

De manera andloga a lo anterior como Y7,Ys C B, entonces Yy N B =Y; y Yo N B = Y5. Ademés como
ANB =10, X;,Xs C B tenemos que X1 N B =0 y X5 N B = (). Aplicando todo esto a la ecuacién
anterior concluimos que:

(Z)UY& :(Z)UYé = Y1 =Y,

Luego |P(A) x P(B)| = |P(AU B)|.
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P9. [Conjuntos con sumas acotadas uniformemente]
Sea b € RT y A C RT tal que para todo subconjunto finito {a1, as,...,a,} C A se tiene la siguiente propiedad:

air+as+...+a, <b

Demuestre que A es a lo mas numerable.

Hint : Para todo n € N defina A, ={x € A:x > L1}, ;Que puede decir sobre |J A, y |A,|?
neN

Solucién 9. Notemos que al tomar k elementos de algtin A,, su suma es por lo menos %, como esta suma debe

ser siempre menor que b (pues A, C A), tenemos que A,, tiene a lo més [%] elementos, es decir A,, es finito.

Notemos ademas que
A={]J A,

neN

Es decir A es la unién numerable de conjuntos finitos, por tanto es a lo mas numerable.

10
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P10.

Obs: Los problemas de acd en adelante, son bastante mds dificiles que los anteriores.

[Intervalos disjuntos par a par]
Un intervalo (en R) es un conjunto I C R con la siguiente propiedad Vz,y, z € R:

[(z,zel)AN(z<y<z)] = yel

Ademsds un intervalo serd no degenerado si contiene al menos dos elementos. Sea Z un conjunto de intervalos no
degenerados que ademés son disjuntos par a par (i.e. si A, B € Z, entonces AN B = ). Demuestre que Z es a lo més

numerable.

Solucién 10. Notemos que todo intervalo no degenerado contiene por lo menos un racional. Definamos la
funciéon f : Z — Q tal que a cada intervalo I € 7 le asocia un numero racional que este en I. Notemos que
esta funcién es inyectiva pues si I, J € T tal que I # J, ademds por enunciado tenemos que I N J = ), luego si
f(I) = f(J), entonces f(I) e Iy f(I)= f(J) € J, lo que contradice el hecho de que son disjuntos, concluimos
entonces que f(I) # f(J) y por tanto que f es inyectiva. Como existe una inyeccién de Z a Q tenemos que
|Z| < |Q| = |IN] y por tanto Z es a lo mds numerable.

11
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P11. [Numeros algebraicos y trascendentes]
Un ndmero algebraico (en R) es un ntimero real que es solucién de una ecuacién de la forma:

ant™ + ap12" V-t a1z +ag=0

Donde n € N, Vi,a; € Z y a, # 0, si un niimero no es algebraico lo llamaremos trascendente.
La idea de este problema es demostrar la existencia de ntimeros trascendentes, para esto se propone lo siguiente:

a) Demuestre que si m € N estd fijo, entonces:
E,, = {apa™ + 1™ Vb aiz 4 ag i ao, a1y A1 € L, am € (Z\ {0})}

Es numerable.
b) Demuestre que existen numerables ecuaciones algebraicas de la forma presentada en el enunciado.
¢) Demuestre que el conjunto de los ntimeros algebraicos es numerable.
d) Demuestre que el conjunto de los nimeros trascendentes es infinito no numerable.
e)

Concluya.

Solucién 11.

a) Definamos la funcién f : E,, — (Z \ {0}) x Z™ como:
flama™ + amra™ -+ @z + ag) = (am, (@m-1, .. a1, a0))

Esta funcién es biyectiva. Con esto concluimos que |E,,| = |(Z\ {0}) x Z™| = |N]|.

b) Sea E el conjunto de las ecuaciones algebraicas. Notemos que E = |J E, luego E es una unién numerable
neN
de conjuntos numerables y por tanto E es numerable.

¢) Definamos A como el conjunto de nimeros algebraicos, separemos la demostracién en dos partes:
» (JA] < |N|): Notemos que:

A= U {z eR:e(x) =0}

e(x)eE

Luego A es una uniéon numerable de a lo més numerables, por tanto A es a lo mas numerable, es decir
| Al < INJ.
o (IN] < |A)):
Notemos que como:
z—m=20

Es una ecuacién algebraica para m € N, tenemos que N C A y por tanto:
IN| < |4

Por el Teorema de Cantor-Bernstein-Schréder concluimos que |A| = |NJ.

d) Llamemos T al conjunto de los ntimeros trascendentes, notemos que 7 = A°. Demostremos que 7 tiene
que ser un conjunto infinito no numerable, pues si fuera a lo més numerable tenemos que:

IR| = [AUT]| < N|

Lo que contradice el hecho que |N| < |R|. Por tanto |N| < |T.
e) Como |N| < |T], T no puede ser vacio.

12
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P12. [;Cuantas relaciones de equivalencia hay en N7]
Sea
E ={R CNxN: R es relacién de equivalencia}

El objetivo de este problema es demostrar que |£| = |P(N)|, para esto se le propone lo siguiente:
a) Demuestre que |P(N x N)| = |P(N)|.

b) Demuestre que |[P(N)| < [€].
Hint : Piense en particiones.

¢) Concluya.

Solucién 12.

a) Recordemos que |N x N| = |N|, luego existe una f : (NxN) — N biyectiva. Definamos ¢ : P(NxN) — P(N)

como:
P(X) = f(X)
Demostremos que ¢ es biyectiva. Definamos g : P(N) — P(N x N) como:
9(X) = f71(X)

Luego como f es biyectiva:

(g0 d)(X) = g(¢(X)) = g(f( X)) = f[TH{f(X) =X
Y ademas:
(Pog)(X) =¢(9(X)) =o(f 1 (X)) = f(fTH (X)) =X

Luego ¢ es invertible y por tanto ¢ es biyectiva. Con esto concluimos que |P(N x N)| = |P(N)|.
Obs: Notemos que esta demostracion se puede extender para demostrar que:

[Al = |B] = [P(A)| = [P(B)|

b) Sea P el conjunto de particiones de N. Definamos la funcién f : P(N) — P, asumiendo que los X € P(N)
estdn ordenados de menor a mayor, es decir X = {z1,22,...} con x; < x4 Vi:

fX)={zr,z1+L,x1+2,... ;20 — 1}, {zo,z0+1,... ;23— 1},... {xp_1,2n—1+1,... ,2, — 1}}

Por ejemplo f({1,3}) = {{1,2},{3,4,5,...}} v f(Pares) = {{1,2},{3,4},{5,6},...}. Esta funcién es
inyectiva, pues si X # Y, entonces existe un z € X \'Y o en Y \ X, supongamos sin perdida de generalidad
que z € X \ 'Y, luego la particion f(X) comienza un nuevo conjunto en z mientras que la f(Y) no, por
tanto f(X) # f(Y). Concluimos que f es inyectiva y mas ain |P(N)| < |€].
¢) Notemos que £ C P(N x N), luego:
€] < [P(N x N)| = [P(N)|

Ademés por la parte b) tenemos que |P(N)| < |€] por el Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder concluimos
que [P(N)| = [€].
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