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Recordemos:
s Sea C = R? dotado de las siguientes operaciones:
z4w = (z1+ w22+ ws)
z-w = (z1w1 — 20ws, 21Wa + W122)
= (C,+,-) es un cuerpo.
» Sea R = {(21,0) € C: z1 € R} C C, entonces
(R, +, ) = (R7 -+ )

» Usualmente anotaremos los (a,b) € C como a + bi.
Donde ademés i? = —1.

= Sea z = a+bi € C. Definimos la parte real y la parte
imaginaria respectivamente como:

Re(z) =a Im(z) =0

s Sean z,21,20 € Cy A € R, entonces:

Re(z1 + 2z2) = Re(z1) + Re(z2).

Im(z1 + 22) = Im(21) + Im(22).

Re(Az) = ARe(2).

Im(Az) = Alm(z).

21 = 22 < [Re(z1) = Re(z2) Alm(z1) = Im(22)]

BANEEE I

= Sea z = a + bi € C. Definimos el conjugado de z
como:
zZ=a—bi

s Sean z,w € C. Entonces:

Si A € R, entonces Az = AZ.

zZ=2z.

Re(z) = Re(z) y Im(z) = —Im(z).
Re(z) = 1(24+72) y Im(2) = 5 (2 — %)
z2€R = z=72.

NS s W =

s Sea z = a + bi. Definimos el médulo como:

|zl =Vz-Z=+a?+b?

s Sean z,w € C. Entonces:

Czl=Zlyz=0 < |z|=0.
- [Re(z)] < |z] y [Tm(z)] < |2].

- zwl = [zl|w] ¥ |z +wl < 2] + |w].

=W N

. Siz#0, entonces 27! = =5.

(@31

. Si w # 0, entonces |§| = Tal"

Sea 6 € R. Definimos e* como:

e = cos(0) + isin(h)

Sea 0, ¢ € R, entonces:
1. |e = 1.
2. el = (i)~ = ¢,
3. efeiv = ei0F¢),
4. ()" = em? = cos(nf) + isin(nd)

arg(z) es el angulo de z con el eje real. Se acostum-
bra a escoger un dngulo en el rango (—m, 7.

Forma Polar: z = |z|e?®8(2),

Si e = e, entonces existe algiin k € Z tal que
0 = ¢+ 2km.

Sea z € C y n > 2. Diremos que z es una raiz n-ési-
ma, de la unidad si 2™ = 1.

Las raices n-ésimas de la unidad son de la forma
j2km
e"n conke{0,...,n—1}

Sea z,w € Cy n > 2. Diremos que z es una raiz
n-ésima de w si w™ = 1.

Las ra;(igg n-ésimas de z = Re'? € C son de la forma
VRe' = conke{0,...,n—1}.

Sea n > 2. La suma de las n raices n-ésimas de la
unidad vale 0.
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» Consideraremos a (K, +, ) como el cuerpo R o C. Un
polinomio es una funcién p : K — K de la forma:

p(CL‘) = Zak«Tk =ag+ax+...+a,z"”
k=0

donde ag, aq,...,a, son constantes en K a las que
llamaremos coeficientes.

= Al conjunto de polinomios con coeficientes en K se
le denota K[z].

= Sean p,q € K|z].

p =q <= Los coeficientes de p y ¢ son iguales.

= Sea p € K[z]. Definimos gr(p) (el grado) como el k
mas grande tal que ax # 0. Si p = 0, diremos que
gr(p) = —oo.

= Diremos que p € K|z] es ménico si el coeficiente
asociado a 8" es 1.

» Sea p(z) = Y apz® y q(x) = 3. bra® definimos:
k=0 k=0

1 (p+q)x) = kgu + bzt

k

2n
2 (o)(o) = X (£ i) ot
k=0 \i=0
Estas operaciones verifican:

L. gr(p+¢q) < méx{gr(p),gr(q)}-

2. gr(pq) = gr(p) + gr(q)-

» (K[z],+,-) es un anillo conmutativo con unidad, que
no posee divisores del 0.

» En (K[z], +, ), los Gnicos elementos con inverso para
- son los polinomios de grado 0.

= Sean p,d € K[z] con d # 0. Entonces existe un tinico
par g,r € K[z] tal que:

1. p=qd+r.
2. gr(r) < gr(d).

A r lo llamaremos resto. Si r = 0, diremos que d
divide a p y lo denotaremos por d|p.

Teorema del Resto: Sea p € K[z] y ¢ € K. El
resto de dividir p por el polinomio (z — ¢) es p(c).

Diremos que ¢ € K es una rafz de p € K[z] si
p(e) = 0.

Sicy,co,...,ck son raices distintas de p, entonces:
(z—c1)(x—ca)...(x—c)|p(x)

Sean > 1. Si p € K[x] es tal que gr(p) = n, entonces
p posee a lo mas n raices distintas.

Sean > 1y pq € Klz] tales que gr(p) < n y
gr(q) <n.Sipy q coinciden en n + 1 puntos distin-
tos, entonces son iguales.

Teorema Fundamental del Algebra:
Sea p € C[z] tal que gr(p) = n > 1. Entonces p
posee al menos una raiz en C.

Sea p € Clz] tal que gr(p) = n > 1. Entonces existen
a,c1y...c;pm €ECyly, -1, €N tales que:

p(@)=alz—c) ... (2 —cpn)lm

Sea p € Clz] con coeficientes en R y sea z € C una
raiz de p. Entonces Z es una raiz de p.

Sea p € R[z], tal que gr(p) = n > 1. Entonces exis-
ten valores a,c1,... ,¢m,a1,b1,... ,as,bs € R tales
que:

p=a(z—ci)...(z—cn) (@ +arz+by) ... (2% +asz4b,)

Teorema de la Raiz Racional: Sea p € R[x], con
coeficientes en Z. Si r y s son primos relativos tal
que * es una raiz de p, entonces:

rlag A slay

Sea p € R[z] monico con coeficientes en Z. Entonces
toda raiz racional de p es entera y divide a ag.

P1.

[Casquete unitario]
Sea:

S={zeC:|z|=1}

a) Demuestre que (.5, -) es un subgrupo de (C\ {0}, )
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P2.

P3.

P4.

P5.

Pé6.

b) Para z € Sy z # 1 definimos:
14z
o l-z

Demuestre que w es un imaginario puro, es decir que Re(w) = 0.

w

¢) Sea z € S'y z # —1. Demuestre que:

d) Sea z € S,y z# —1. Calcule:

[Forma Cartesiana]

a) Pruebe que Vn € N:
1+i)"+(1—i)"€R

b) Sean M, N € N tal que existen a,b,c,d € N que verifican M = a® +b*> y N = ¢ + d%. Demuestre que existen
p,q € N tal que MN = p? + ¢°. En otras palabras, piden probar que si dos enteros se pueden escribir como la
suma de dos cuadrados, entonces su producto también.

Hint: Le puede ser 1itil trabajar la siguiente expresion |(a + ib)(c + id)|?.

[Férmula de Machin)]
A partir del producto (1 + i)(5 — i)* pruebe que 7 = 16arctan (+) — 4arctan (555).

[Raices]

a) Demuestre que las soluciones de la ecuacién 22 + 2 + 1 = 0 son raices ciibicas de la unidad distintas de 1.

b) Encuentre los z € C que verifican:

a_L+iV3
1—iv3

2
¢) Calcule cos (;)

Hint: Utilice las raices quintas de la unidad de manera adecuada.

[Sumas con raices de la unidad]
Sean wo, w1, ... ,w,—1 las raices n-ésimas de la unidad ordenadas de manera usual (es decir, segin argumento de
manera creciente).

a) Demuestre que:
Wow1 +wiwe + ...+ Wp_oWp—_1 + Wp-1Wo = 0

b) Pruebe que Vk € {1,2,... ,n — 1} se tiene que Zn_l(wj)k =0.

3=0
¢) Sea z € C fijo. Calcule Z?;OI (z + wj)™
[Més del casquete unitario]
Sean z1, z2 € C complejos unitarios (es decir |z1| = |22] = 1) tales que:
z21+29 = —u, ueC
2129 = W, veC

a) Pruebe que |u| < 2y que |v] = 1.
b) Pruebe que z7 + %5 = _u
v

¢) Pruebe que u = ww.
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d) Silos dngulos de la forma polar de u y v, son ¢ y 6 respectivamente. Utilice ¢) para demostrar que:

0 =20+ 2kr, keZ.

P7. [Centroide]
El centroide G de un triangulo T es la interseccién de sus medianas. Si el triangulo T tiene vertices a,b,c € C, un

hecho conocido (no lo demuestre) es que:

G:%(a—i—b—&—c)

Suponga ahora que en los lados de T' construimos tres triangulos similares de forma arbitraria. Esto logra construir
un nuevo triangulo de vertices p, ¢, € C como indica la figura. Demuestre que el centroide de este nuevo triangulo

coincide con el centroide del triangulo original.

Figura 1: La situacién descrita en la P4.

P8. [Raices cubicas de la unidad]

@) Sean wi,ws € C tales que |wi| = |we| =1y w1 +we = —1.
(i) Pruebe que wy = ws3.
(ii) Muestre que wo = 1, wy y woy son las raices ctbicas de la unidad.

b) Sean zy, 21, 22 € C tales que |z9| = |21] = |22] = 1y 20+ 21 + 22 = 0. Demuestre que 36 € R, tal que 2z = wye
k =0,1,2, donde wy son los complejos de la parte anterior.

19

P9. [Raices de la unidad]
Sean wq, w1, - .., w,—1 la raices n-ésimas de la unidad ordenadas segun argumento creciente.

a) Demuestre la siguiente relacién de ortogonalidad:
i—k n sij=I
J 0 sij#l
b) Sea w una raiz ctbica de la unidad con w # 1, demuestre que:

(1+w)® + (1 +w?)? + (1 +w?)°® =62

P10. [Divisién y cancelabilidad de Polinomios]
a) Counsidere p,d € R[z]
p(z) = 4ot — 223 — 3
d(z) = 2x* -3

Encuentre ¢, € R[z] tal que p(z) = q(z)d(z) + r(x) con gr(r) < gr(d).
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b) Pruebe que para todo n € N tenemos que (z — 1)|(z™ — 1).
¢) Sea p(r) = 2° + az? + by q(xr) = 23 + cx + 1. Determine los valores de a, b, c € C para que ¢|p.
d) Sean p,q,r € Rlz] tal que p(¢ — 1) =q(p —r) y gr(r) > 0. Demuestre que p = gq.

P11. [Coeficientes]

20

17 en el polinomio (1 + 2° + z27)%0.

a) Encuentre el coeficiente que acompana a

b) Encuentre el coeficiente que acompaiia a x'2 en el polinomio (1 + 2% + z° + 27)?5.

> (1) -(3)

Para esto compare los coeficientes de los polinomios (1 + 2)?" y (1 +2)"(1 + x)" de manera adecuada.

¢) Pruebe que:

P12. [Composicién]

a) Sean p,q € C|x] tales que gr(p) = n y gr(q¢) = m. Demuestre que p o ¢ es un polinomio y calcule gr(p o q).
b) Encuentre todos los p € C[z] tales que:

p(a®) = (@* +)p(z)  p(p(x)) = p(2)
Hint: Puede ser 1itil encontrar gr(p) antes que p.
P13. [La igualdad es por coordenadas]
a) Sean p,q € R[x] tales que:

p(x) = 2+ f)+(e+ flz+ (a—d)z*+ (2a+ c)z® + (a+ b)z”
g(x) = 3+ (f+2z+(a+btctd)z’+ (b+c+ 1)z’ +ba’

Determine los valores de a,b,c,d, e, f € R tales que p = q. Escriba el polinomio resultante.

b) Sea p(x) € C[z] un polinomio con coeficientes en C tal que:
p(z) =ap+ a1z + ...+ apz”

Se define ¢ : C — C por
q(z) = p(iz)
(i) Demuestre que ¢(x) es un polinomio y de explicitamente sus coeficientes en funcién de los coeficientes de
.
(ii) Demuestre que:
p=gq <= para cada k que no es multiplo de 4, a; = 0.

P14. [Varios]
a) Sea p un polinomio con coeficientes reales tal que p Z 0 tal que ¢, 1,2, 3 son raices de p. De el grado minimo del
polinomio y suponiendo que p es del grado minimo y ménico encuentrelo.
b) Factorice en R y en C el polinomio p(x) = 2* + 323 — 1222 — 132 — 15

¢) Sea ng,ny,ne € N, definamos:
p(:r) — m?)’ﬂ[) +x3’ﬂ1+1 + I3n2+2

Demuestre que p(z) es divisible por ¢(z) = 2% + = + 1.
P15. [Funciones de polinomios]
Sea F : R[z] — R, definida para todo polinomio p € R[z] de la forma p(z) = Y apz® como F(p) = > ;_, ax. Es

k=0
decir, F es la funcién que a todo polinomio le asocia la suma de sus coeficientes.



Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

a) Estudie inyectividad y sobreyectividad de F'.
b) Sea p € R[z] tal que F(p) = 0. Encuentre z € R tal que p(z) = 0.

P16. [Encontrar un polinomio]
Sea p(z) € R(z) un polinomio ménico con gr(p) = 3. Se sabe que p(z) es divisible por (x — 1) y que los restos de sus
divisones por (z — 2), (x — 3) y (z — 4) son iguales. Determine p(x), justificando sus pasos, y encuentre todas sus
raices.

P17. [Factorizacién y Morfismos]

a) Sea p(z) = x° — 5zt + 1423 — 1422 + 132 — 9. Se sabe que una de las raices de p(x) es z = 4. Calcule todas las
raices de p y factoricelo en R y en C.
b) Sea a € R. Se define ¢ : R[z] — R por:
¢(p(x)) = pla)
(i) Demuestre que ¢ es un morfismo epiyectivo entre los anillos (R[z], +,-) v (R, +, ).
(i) Pruebe que ¢~'({0}) = {(z — a)q(2) : q(x) € R[z]}.

P18. [Correspondencia en Polinomios]
Sea p € Clz].

a) Demuestre que p(z) es sobreyectivo, si y sélo si gr(p) > 1.
Hint : Puede ser itil el teorema fundamental del dlgebra.

b) El objetivo de esta parte es probar que p(x) es inyectivo, si y sélo si gr(p) = 1.

(i) Demuestre que si gr(p) = 1, entonces p(x) es inyectivo.
(ii) Demuestre que si gr(p) < 1, entonces p(z
(iii) Sean > 1, A,a € C. Definamos ¢q € C[z] como:

) no es inyectivo.

q(z) = Mz —a)"

Demuestre que ¢(z) no es inyectivo.
(iv) Concluya la direccién que falta.

P19. [Una productoria]
El objetivo de este problema es probar que para m > 2:

T (52 2 (s (2) s (2527 (2507 <

Para esto se le propone lo siguiente:

a) Pruebe que:

m—1
[T —we) =@ —w)(@—ws)...(1 = wp2)(1 = wp_1) =m
k=1

Donde wy, ... ,w,,_1 son las raices m-ésimas de la unidad en el orden usual.

Hint: Considere el polinomio p(z) = 2™ — 1.

b) Use la parte anterior conjugando para demostrar que:

et (e () (e () o (e (F577)) (e (57

¢) Concluya.



