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Recordemos:

» Sean (A,+,') y (B,®,®) dos anillos con unidad.
f: A — B esun morfismo de anillos si Va,y € A:

L fz+y) = f(z)® fy)
2. f(xz-y)=f(x)© fly)
3. f(14) =15.

» Sea (A, +,-) un anillo. Si z,y € A\ {0} son tales que
z -y =0, diremos que x e y son divisores del 0.

» Sea (A,+,-) un anilloy a € A\ {0}, luego:
a es divisor del 0 <= a no es cancelable
= Sea (K, +,-) un anillo conmutativo con unidad tal

que todo x € K\ {0} es invertible, diremos que
(K, +,-) es un cuerpo.

» De manera equivalente (K4, -) es un cuerpo si y sélo
si:
1. (K,+) es un grupo abeliano.
2. (K\ {0},-) es un grupo abeliano.

- distribuye con respecto a +.
» (R,+,) y (Q,+,) son cuerpos.
= Un cuerpo no tiene divisores del 0.

= Sea (A4,+,-) un anillo conmutativo con unidad tal
que |A] es finito. Entonces (4, +,+) no tiene diviso-
res del cero si y sélo si (4, +,-) es un cuerpo.

» Sea C = R? dotado de las siguientes operaciones,
donde z = (a,b) y w = (¢, d):

(a+c¢,b+d)
(ac — bd, ad + bc)

24w =
Zow =

= (C,+,-) es un cuerpo

1. (0,0) es el neutro de (C,+)
2. (1,0) es el neutro de (C,-)
3. El inverso en (C,+) de (a,b) es (—a, —b).
4. El inverso en (C,-) de (a,b) # (0,0) es
(& a2+bb2)
La unidad imaginaria es el complejo (0,1). Se ano-

tard como i. Se cumple que i2 = —1

Forma cartesiana: La expresion a+ib con a,b € R
se llama la forma cartesiana del complejo z =

(a,b) € C.

Sea z = a+bi € C. Definimos la parte real y la parte
imaginaria respectivamente como:

Re(+) y Im(-) son morfismos de (C,+) en (C,+), es
decir, son endomorfismos. Por lo tanto cumplen que
Vz1,29 € C:

1. Re(z1 + 22) = Re(z1) + Re(z2).

2. Im(z + 2z2) = Im(z1) + Im(z2).

Sean z,z1,22 € Cy A € R, entonces:
1. Re(Az) = ARe(z).
2. Im(Az) = Alm(z).

3. 21 = 22 < [Re(z1) = Re(22) Alm(z1) = Im(22)]

P1.

[Anillos Booleanos]

Sea (A, +, ) un anillo booleano, esto es, (A, +,-) es un anillo que verifica a® = a para todo a € A. Demuestre que:

a) Para todo = € A se tiene que x = —.

b) (A,+,-) es conmutativo.

d

)
)

c¢) Para todo z,y € A se tiene que (z-y) - (z +y) = 0.
)

Ningun anillo booleano con més de tres elementos es cuerpo. ;Que pasa si el anillo tiene dos elementos ?
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P2. [Producto de Cuerpos]
Sea (K, +, ) un cuerpo. Definimos las siguientes operaciones sobre K x K:

(a,b) ® (c,d) = (a+ ¢, b+d) (a,b) ® (c,d) = (a-¢,b-d)

Se sabe por propiedades de herencia de la estructura producto que (Kx K, @, ®) es un anillo conmutativo con unidad
(jno lo demuestre!).

a) Encuentre el neutro para @ y el neutro para ©.
b) Demuestre que V(a,b) € (K x K) \ {Ogxk}:

(a,b) es divisor del 0 <= (a,b) no es invertible

¢) ;Es (KxK,®,®) un cuerpo? Argumente.

P3. [Morfismos]
Sea z = a + bi € C, se define el conjugado de un complejo como zZ = a — bi.
Se define f : C — C tal que f(z) = Z. Demuestre que f es automorfismo en (C,+,-)

P4. [Forma Cartesiana)]
Exprese de la forma a + bi los siguientes complejos:

i—1 (14 14)2017

1—)*1 +4)* 1474
( 0)*(1+14) +Z+|i—1\2+i (1= 4)2017

Donde si a,b € R, tenemos que |a + bi| = va? + b2.
Obs : lo anterior se conoce como el modulo de un numero complejo y en virtud del teorema de Pitdgoras es una
nocion de distancia.

P5. [Ecuacién con Complejos] Determine los valores de a,b € R tales que

1 2

a+ib+a7ib

—1+4i

P6. [Ideales] Sea (A, +, -) un anillo. Un subconjunto I C A se dird Ideal de A si y sélo si:

(i) (I,+) es subgrupo de (A, +).
(iil) Vac A)(Vbel)a-bel ANb-a€l.

(a) Sea F: (A,+, ) — (B,®,®) un morfismo de anillos. Demuestre que la preimagen F~*({0g}) es un Ideal de
A, donde Op € B es el neutro para @ en B.

(b) Sea (A,+, -) un anillo con unidad 1 € A, e I un ideal de A.
1) Demuestre que si 1 € I, entonces [ = A

2) Demuestre que si 3z € I invertible para - en A, entonces I = A

P7. [Divisores del Cero]
Sea (A, +,+) un anillo conmutativo.

a) Sia € A es un divisor del cero y b € A cualquiera, demuestre que si a - b # 0, entonces a - b es un divisor del
cero.

b) Demuestre que si el producto de dos elementos de A es un divisor de cero, entonces al menos uno de ellos es
un divisor de cero.



