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P1. Consideremos (A, *) una estructura algebraica asociativa en A. Sea a € A fijo, se define:
B={z€A:axzx=z%*a}
Demuestre que:
a) Ve,y € Bixxy € B
b) Sie € A es neutro, entonces e € B
¢) Siz € B tiene inverso 7!, entonces 27! € B

P2. [Tablas de multiplicacién]
Sea (G, *) una estructura asociativa, con neutro y tal que todos sus elementos son invertibles.

a) Demuestre que cada fila y cada columna de la tabla de multiplicacién de (G, %) posee cada elemento de G una
Unica vez.

b) Complete las siguientes tablas de multiplicacién asumiendo que son la tabla de multiplicacién de una estructura
asociativa, con neutro y tal que todos sus elementos son invertibles.
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P3. a) Sea(A,«)una estructura algebraicas con neutro e4 y (B, AA) una estructura algebraica, con neutro eg, asociativa
y con todos sus elementos invertibles, es decir

Va € B,3y € B, (xAy) = (yAx) =ep
Demuestre que si f : A — B es un homomorfismo entonces f(es) = ep.
b) Seam € Ny ¢ : (Zp,+m) = (Z,+) un homomorfismo cualquiera. Determine el neutro de Z,, y Demuestre
que ¢ = 0, es decir, ¢ es la funcién constante igual a 0.

P4. En Z3 X Z se define la ley de composicién interna & como sigue
([n],m) & ([n'],m") = ([n+n'l,m+m')
Donde la operacién + es la usual. Sea ¢ : Zs x Z — Z un homomorfismo de (Zs x Z,®) en (Z,+)

a) Demuestre que existe neutro en (Zs x Z, ®)
b) Demuestre que ¢(([1],0)) =0
Indicacién: Calcule ¢(([1],0) @ ([1],0) @ ([1],0))

¢) Concluya que (Z3 x Z,®) no es isomorfo a (Z,+).
Indicacién: Puede usar la pregunta P3.a)
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P5. Considere Zsy X Z3 con la operacién @ definida por
(a,b) ® (¢,d) = (a+2¢,b+3d)
a) Pruebe que (Zs X Z3,®) es una estructura algebraica, asociativa, que tiene neutro y que todos sus elementos
son invertibles.
b) Construya un isomorfismo f : (Zg,+6) — (Za x Z3,®) tal que f([1]¢) = ([1]2, [1]3). Concluya que es tnico.

P6. [Operacién de Funciones]
Se define en RY la l.c.i. * como:

(frg)n) =) [f(k)gln—Fk),  VneN
k=0
Demuestre que:
a) * es conmutativa.
b) (RN, %) posee elemento neutro, y encuentrelo.

¢) # distribuye con respecto a la suma de funciones, (f + ¢)(n) = f(n) + g(n).
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= Dado un conjunto A no vacio. Diremos que * es una
ley de composicién interna (l.c.i) si * es una funcién

x:AxA— A

(r,y) »xxy

= Si* es una l.c.i definida en un conjunto A, entonces al
par (A, ) lo llamaremos estructura algebraica.

Si sobre A tenemos definida una segunda operacién A\,
denotaremos (A, x,A) a la estructura algebraica que
considera ambas l.c.i en A

= Sea (A, *) una estructura algebraica.
1. Diremos que * es asociativa si

Ve, y,z € A, (xxy)xz =z * (y* 2)

2. Sea e € A. Diremos que e es elemento neutro
para * si

Vexe Ajexx=x*xe=u1

3. Si e € A es el neutro para *, diremos que = € A
es invertible si:

Jye Ajyxz=x*xy=ce

En tal caso, diremos que existe inverso de x y més
aun y es un inverso de x

4. Diremos que * es conmutativa si
Ve,y€ A,z xy=y*x

5. Sea a € A. Diremos que a es absorbente si:
Vee A,xxa=a*xx=a

6. Sea a € A. Diremos que a es idempotente si
axa=a

7. Sea a € A. Diremos que a es cancelable si
Yy, z € A se tienen:

aky=a*xz=y=2
yka=zxa=y=2z
8. Sea (A4, *,/A) una estructura algebraica con dos

operaciones. Diremos que /A distribuye con res-
pecto a * si para todo x,y,z € A, se tienen:

Ay * 2) = (xQAy) x (xAz2)

(y x 2)Ax = (yAx) * (zAx)

Sea (A,*) una estructura algebraica. Se tiene que
a € A es cancelable si y sblo si las funciones I, y
D, definidas por I,(x) = axxzy Dy(z) = = * a para
x € A, son inyectivas.

En una estructura algebraica (A, x), el elemento neu-
tro es tnico.

Si la estructura algebraica (A, *) tiene neutro e y * es
asociativa, entonces los inversos son unicos.

De esta forma el inverso de = € A, lo podemos denotar
sin ambigiiedad como 2!

Sea (A, *) una estructura algebraica asociativa y con
neutro e € A entonces:

1. Si € A posee inverso, entonces ! también.
Més aun, (z71) "t =2

2. Si z,y € A son invertibles entonces (z * y)~! =
ylxz!

3. Si x € A posee inverso, entonces x es cancelable.

Se define Z,, = Z/ =,,. A partir de esto podemos defi-
nir:

o (7] + [Yln = [v + yln

Recordemos ademds que si x =, y, entonces [z], =
[yln

Sea x1,T2,y1,y2 € Z tal que 1 =, T2 y
Y1 =n Y2. Entonces

(1 +y1) =n (T2 +92) ¥ (21 Y1) =0 (T2 Y2)

Es decir, si [z1], = [22]n ¥ [y1]n = [y2]n, entonces
1+ yi]n = [22 + y2ln ¥ [Z101]n = [22 - Y2]n

(Notacién) z =, y <= = =y (méd n)

Para dos estructuras (A, x),(B,/A) una funcién f :
A — B es un homomorfimos de (A4,%) en (B,A)
siVa,y € A, f(zxy) = f(2)Af(y).

Si f es inyectiva se llamard monomorfismo

Si f es epiyectiva se llamard epimorfimos

si f es biyectiva se llamara isomorfimos

Si (A,x) = (B, A) los homomorfimos se llamaran en-
domorfimos y en caso que si el endomorfimo es biyec-
tivo se llamard automorfismo.

Sea f: A — B un epimorfimos entre (4,x*) y (B, A),
entonces se tienen las siguientes propiedadess:

1. Si (A, x) es asociativo, entonces (B, A) también
lo es
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2. Si (A, ) es conmutativo, entonces (B, /) tam-
bién lo es

3. Si e es neutro de (A, *), entonces f(e) es neutro
de (B, )

4. Si a € A tiene inverso b para (A,x*), enton-
ces f(a) tiene inverso f(b) para (B,A), es decir

fl@)™t=fla™)

3 v 4 estén sujetas a que el neutro de (B, A\) esté en
la imagen de f

s Sea f un homomorfismo de (A4, ) en (B, /), no nece-
sariamente epiyectivo, con neutros e4 y ep respecti-

vamente.
1. Siep € f(A), entonces eg = f(aa)
2. Sieg € f(A) y a € A tiene inverso b para (A4, *),

entonces f(a) tiene inverso f(b) para (B,A)

Sean (A,*) y (B,/) con neutros e4 y ep respecti-
vamente y donde todos los elementos son invertibles.
Un homomorfimos f : A — B de (A4,%) en (B.A) es
un monomorfismo, es decir es inyectivo, si y solo si,

f7'({es}) = {ea}

Sea f: A — B un homomorfismo de (4, x*) en (B, A)
y g : B = C un homomorfismo de (B,A) en (C,e).
Entonces la composicién go f : A — C, es un homo-
morfismo de (A, x) en (C,e)

Dos estructuras (A, *) y (B,A) son isomorfas, deno-
tada (A, x*) = (B,A), si existe una funcién f: A — B
que es un isomorfismo entre (4,x*) y (B, A)

Si f: A— B esun isomorfismo entre (A4, %)y (B,A),
entonces f~1 : B — A es un isomorfismo entre (B, A)

y (A4, %)

La relacién = entre estructuras algebraicas es relacion
de equivalencia



