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P1. [Varios]
Sean A, B, X subconjuntos de un universo {. Demuestre que:
a) P(A)NnP(B)=P(ANB)
b) (ANB)UX =AN(BUX) < XCA
¢) (AUB)x X =(Ax X)U(B x X)

Solucién 1.

a) Demostraremos por doble inclusién, es decir mostraremos que P(A)NP(B) C P(ANB) y que P(ANB) C
P(A)NP(B).
= (9)
Sea X € P(A)NP(B), luego X C Ay X C B. Queremos probar que X C AN B, en efecto sea
x € X, como X C A | entonces ¢z € A, de la misma manera como X C B tenemos que x € B,
por tanto t € ANBy X C AN B. Como X C AN B, entonces X € P(A N B), concluimos que
P(A)NP(B) CP(ANB).
= (2)
Sea X € P(ANDB), luego X C ANB. Como ANBC Ay ANB C B, entonces X CAy X C B,
es decir X € P(A) y X € P(B). Por tanto X € P(A) NP(B), como X era arbitrario concluimos que
P(ANB) CP(A)NP(B).
b) Demostraremos cada implicancia por separado:
(=)
Sea x € X, como X C (AN B)U X tenemos que:
r€e€(ANB)UX =AN(BUX)

es decir x € Ay x € (BU X), en particular z € A.
[ ] ({:)
AN(BUX)=(ANB)U(ANX)
——
X
=(ANB)UX

Donde se ocupé el hecho de que como X C A, entonces AN X = X.

¢) Veamoslo por definicion:

(AU B) x a€ AUBAx € X}

(aee AVae BNz € X}

(ae AnzeX)V(eeBArr e X)}

ac ANz e XtU{(a,z):a€ BAx € X}

AxXUBxX

a,x

a,x

={(
{(
{(a,z
{(a,

) :
):
) :
x) :
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P2. [Algebra de Conjuntos]
Sean A, B, C'y D conjuntos. Demuestre las siguientes igualdades:
@) (A\B)U(A\C) = A\ (BNC)
b) [AN(B\A)JU[B\(A\B)]=AUB

Solucion 2.
a)

A\ (BNC)=An(BNC)*°
=AN(B°UCY
=(ANB)U(ANCe)
— (A\B)U(4\C)
b) Partamos del lado con més informacién.
[ANBANAU[B\ (AN B)] = [AN(B\ A)]U[BN(A\ B)
=[AN(BNA%°U[BN (AN B
=[AN(B°UA)|U[BN(A°U B)]

A B
=AUB

Donde el tltimo paso se justifca pues A C (B°UA), luego AN(B°UA) = A, de manera analoga B C (A°UB).
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P3. [Diferencia Simétrical]
Sean A, B,C € P(U).

a) Demuestre la propiedad cancelativa de la diferencia simetrica, es decir:
AAB=AAC = B=C
b) Use lo anterior para demostrar que:
B=(ANB)U(A°NB) < A=10
¢) Use la propiedad cancelativa para demostrar que VX,Y C U se tiene la siguiente propiedad:
(XUA=YUADAN(XNA=YNA) = X=Y

donde A C U es un conjunto fijo.

Soluciéon 3.

a) Recordemos que la diferencia simétrica es asociativa:

AAB = ANC JAA
- AN(AAB) = AN(ANC) /Asociatividad de A
= (AAA) AB = (AANA) AC

v e

= DAB = OAC

~—— =

B c

= B=C

b) Demostremos las implicancias por separado.
[ ] ( f— )
Tenemos como hipétesis que A = (), luego:
(ANB)U(A"B)= (0N B°)UUNB)
=0UB
B

" (=)
Tenemos como hipétesis que B = (AN B°)U (BN A°) = (A\ B)U (B\ A) = AAB. Notando que
B = () AB, tenemos:
0AB = AAB = D=A
——

Prop. Cancelativa

¢) Como nos piden usar la propiedad cancelativa, basta con mostrar que XAA = YAA y mediante la
propiedad cancelativa concluiremos que X = Y. Nuestra hip6tesis nos dice que (X UA) = (YUA) y
(X NA)=(YNA), entonces:

XAA=(XUA)\ (XN A)
= (YUA)\ (Y NA)
—YAA

Mediante la propiedad cancelativa se concluye que X =Y.
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P4. [Conjunto Potencia]
Sean A y B subconjuntos de un universo U. Demuestre que:

a) ANB=0 < P(A)NP(B) = {0}
b) [P(A)UP(B)=P(AUB)] < [ACBVBCA].

Solucion 4.

a) = (=)
Tenemos como hipétesis que AN B = (. Ocupando la P1 a) tenemos que:

PA)YNP(B)=P(ANB) =P(0) = {0}
[

[ ] ( P— )
Queremos demostrar que:

P(ANPB)={0} = AnB={0}
Por contrarreciproca esto es lo mismo que demostrar que:
ANB#0 = P(A)NP(B) #£ {0}
Demostremos esto dltimo. Como A N B # () tenemos que dx € AN B, luego:
{zf}cA {z}CB

Por tanto {x} € P(A) NP(B), es decir P(A) NP(B) # {0}.

b) w (=)
Supongamos que A C B (el caso cuando B C A) es analogo. Si A C B, entonces AU B = B, por tanto
P(A)UP(B) C P(B). En efecto si X € P(A) UP(B):

— XCACBVXCRB
= X € P(B)

Como ademés P(B) C P(A) UP(B), tenemos que P(B) = P(A) UP(B). Luego:
P(AUB)="P(B)=P(A)UP(B)
B

] ( —t )
Demostremos la contrarreciproca, esto es:

[AZ BABZ A] = P(AUB) # P(A) UP(B)

Como A Z By B Z A, entonces Ja,b tal que a € A\ By b€ B\ A. Notemos que {a,b} C AU B,
pero que {a,b} € Ay {a,b} € B. Luego {a,b} € P(AU B), pero {a,b} ¢ P(A) y {a,b} ¢ P(B), de
esto concluimos que P(AU B) # P(A) UP(B).
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P5. [Una Ecuacién con conjuntos]
a) Sean A, B dos conjuntos no-vacios demuestre que:
ANB=0 < (AUB)\B=A
b) Sean A, B dos conjuntos no-vacios, encuentre un conjunto X que verifique las siguientes ecuaciones:

AUX =AUB ANX =10

¢) (Es la solucién que encontré en la parte anterior inica?

Solucién 5.

a) Demostraremos cada implicancia por separado.

= (=)
Notemos que:

(AUB)\B=(AUB)NB*=(ANB°)U(BNB°) =AnNB°
0

Nos gustarfa que AN B¢ = A, en efecto sabemos que A N B¢ C A, mostremos que A C AN B°. Sea
x € A, si x € B esto contradeceria el hecho que AN B = (), luego = ¢ B, por tanto x € AN B°. Es
decir AN B¢ = A y con esto concluimos.

(=)
Tenemos como Hipdtesis que (AU B) \ B = A. Luego:

(AUB)\B=A4
- (AUB)NB°=A
— (ANB°)U(BNBS) = A
——
0
— ANBe=A /NB
- ANB°NB=ANBAB
——
0

b) = Borrador: Veamos que tendria que satisfacer una solucién de lo anterior. Como A N X = () sabemos
que:

X=(Xu4)\4A

=(AUuB)\ A

=(AUB)NA°

=(ANA°)U(B U A9
0

=B\ A

Nuestro candidato entonces serfa X = B\ A.
» Demostracién: Tomemos X = A\ B. Verifiquemos que es solucién, veamos que X N A = {):

XNA=(B\ANA=BNANA=10
Y que AUB=AUX:

AUX =AU(BNA®) = (AUB)N (AN A°) = (AU B)
]
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¢) En efecto es tnico. Supongamos que existen X; y Xo soluciones de las eciacones anteriores con X7 # Xo
luego:

De manera similar:

De esta manera X; = X5 lo que esuna contradiccién, por tanto el X de la parte b) es tnico.




