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P1. [Demostraciones Cuantificadas]

a) Demuestre que:

[EImGZ]{m_7 ]

2m—|—4:5

b) Demuestre que:
Vn € N|[n es par <—— n2 €S par
[

Solucién 1.

a) = Borrador: Para demostrar que algo existe hay que encontrarlo, una buena idea para esto es asumir
que existe y ver que propiedades debe satisfacer el objeto que queremos encontrar. En nuestro caso nos
quedaria:

m—7
2m—|—4_5
m—"T7=5(2m+4)
m—T7=10m + 20

9m = =27
m= -3
De donde nuestro candidato a m sera —3.
= Demostraciéon: Tomando m = —3 vemos que:
m—7 —10 —10

=5

om+4  —6+4 -2

De donde concluimos que [Im € Z)| [2%174 = 5]

b) Sea n € N arbitrario. Cé6mo queremos demostrar una equivalencia algo mas complicada demostraremos
cada implicancia por separado.
(=)
Tenemos como hipdtesis para esta parte que n es par, es decir, que n = 2k para algtun k. Luego:

n? = (2k)? = 4k* = 2- (2k?%)

De donde concluimos que n? es par.
= (&)
Esta implicancia es algo més complicada, trabajemosla por contradiccién. Luego tenemos como hi-
potésis que n? es par y que n es impar. Como n es impar, sabemos que se escribe como n = 2k + 1
para algtin k. Luego:
n?=02k+ 1) =4k +4k +1=2- (2> +2k) + 1

2 2

De esto concluimos que n“ es impar, lo que es una contradiccién pues n° no puede ser par e impar a

la vez.
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P2. [P1 b) Control 1, Ao 2012 + P1 b) Control 1, Ao 2015]

a) Demuestre que [Jy][p(y) = (Vz)p(x)] es una tautologia

b) Muestre que las proposiciones:

(i) [Vz][Fy][p(z) = p(y)] (i) [Fy][Vzl[p(x) = p(y)]

Son ambas verdaderas para cada funcién proposicional p(-).

Soluciéon 2.

a) = Borrador: Tenemos que escojer un y de manera que:

ply) = (Vz)p(z)

sea verdadero. A uno le gustaria escoger un y de manera que p(y) = F', pues en dicho caso da lo mismo
lo que vale lo de la derecha. ;Que pasa si es que no podemos escojer un y tal que p(y) = F'? Entonces
todos los p(z) deben ser verdaderos, en dicho caso:

Esto hace nacer una demostraciéon por casos de manera “natural”.
= Demostracién: Lo haremos por casos:

e Caso 1: (3z,p(2))
Tomando y = z tenemos que:

p(y) = (Va)p(z)] = [p(z) = (Vo)p(z)] =V
Dl

De donde [Fy|[p(y) = (Vx)p(x)].

e Caso 2: (Vz,p(z))
Tomando y cualquier elemento tenemos que:

[p(y) = (Va)p(z)] = [ply) = (Va)p(z)| =V
el vl

De donde [Jy][p(y) = (Va)p(z)].
Como en todos los casos funciona se concluye.

b) (i) = Borrador: Una vez fijado un = tenemos que encontrar un y de manera que:

p(z) = p(y)

Si p(x) fuese falso no habria de que preocuparse, en cambio si fuese verdadero p(z) necesitamos un
p(y) que también fuese verdadero, notemos que si y = x entonces p(y) y p(z) tendrian el mismo
valor de verdad. Nuestro candidato serd entonces y = x.

= Demostracién: Sea = arbitrario. Tomando y = x, tenemos que:
[p(z) = p(y)] = p(z) = p@)] =V

De donde [Vz][Ty][p(x) = p(y)].
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(ii) = Borrador: Ahora la eleccién del y no puede depender del z (pues debe funcionar para todo z). Es
decir buscamos un y de manera que siempre:

p(z) = p(y)

sea verdadero (independiente del x). A uno le gustaria elegir un y de manera que p(y) = V, pues
asi independiente de lo que pase con p(z) la proposicién es verdadera. ;Que pasa si no podemos
encontrar un y de manera que p(y) = V? En dicho caso todos los « deben verificar p(x) = F, es
decir para cualquier y:
[p(z) = py)] =V
De nuevo, esto hace nacer de manera “natural” una demostracién por casos.
= Demostracion: Lo haremos por casos:

e Caso 1: (3z,p(2))
Tomando y = z, para cualquier x arbitrario tenemos que:

p(z) = pw)] = lpx) = pl(z) =V
ha

De donde [Jy][Vz][p(z) = p(y)].

e Caso 2: (Vz,p(z))
Tomando y cualquier elemento, para cualquier x arbitrario tenemos que:

[p(z) = py)]=[F = FI=V

De donde [3y][Va][p(x) = p(y)].
Como en todos los casos funciona se concluye.
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P3. [Todos los caballos tienen el mismo color]
Su amigo Juan Pablo le cuenta que ha notado una cosa curiosa tltimamente jTodo el mundo se llama Juan Pablo!

Usted siendo una persona escéptica y conocedor de que Juan Pablo suele mentir, le pide una demostracién de tal
afirmacion. Orgulloso Juan Pablo le presenta el siguiente argumento:

Demostraremos que toda la gente tiene el mismo nombre, por induccién sobre el nimero de personas n.

Caso Base (n=1)
Claramente en todo grupo de 1 persona poseen todos el mismo nombre.

Hipétesis Inductiva
Todo grupo de n personas posee el mismo nombre.

Paso Inductivo (n + 1)
Consideremos un grupo de n + 1 personas. Si tomamos las n primeras personas por Hipotesis inductiva todas

deben tener el mismo nombre, de similar manera las n tltimas personas deben tener el mismo nombre. Tomando
una persona que no sea la primera ni la ultima vemos que tanto los n primeros como los n 1ltimos deben tener
el mismo nombre, por tanto las n + 1 personas poseen el mismo nombre.

Para concluir, dice Juan Pablo, como todas las personas tienen el mismo nombre y yo me llamo Juan Pablo,
claramente todos nos llamamos Juan Pablo.

;Donde esté el error en el argumento de Juan Pablo?

Solucién 3. El error en el argumento de Juan Pablo esté en la siguiente linea:

”

“Tomando una persona que no sea la primera ni la tltima...

El problema es que al pasar del caso n = 1 al n = 2 no existe una persona que no sea ni la primera ni la tltima,
luego la demostracién NO es vélida pues para serlo debe serlo en cualquier paso de la induccién (acé serfa vélido

sé6lo para los n > 3).
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P4. [Varios de Induccién]
Demuestre usando el principio de induccién:

a) n puntos sobre una recta generan n + 1 segmentos Vn > 0.

n
b) 220 =1+2+22+...+2" =27t — 1 para todo n > 0.
i=0

¢) 6n < 2" para todo n > ng (debe encontrar tal ng).

d) Considere la siguiente sucesién definida mediante la recurrencia sy = 0, s, = 28,1 + 1. Encuentre una forma
cerrada para s, y demuestre que es correcta.

Solucién 4.

a) = Caso Base: (n =0)
0 puntos generan 1 segmento (la recta completa).

= Hipétesis Inductiva:
n puntos sobre una recta generan n + 1 segmentos.

= Paso Inductivo:
Para el caso n + 1 “ignoraremos” el ultimo punto luego sabemos que ignorando dicho punto tenemos
n + 1 segmentos, agregar esté ultimo punto agrega un segmente, de donde tenemos un total de n + 2.

b) = Caso Base: (n=0)
20=21 1
= Hipétesis Inductiva:
20 421 4 2n=2ontl 1
= Paso Inductivo:
Probémoslo para el caso n + 1:

20 p ol 4 onyontl —ontl 1 4 ontl
N———————
—on+1—1
=2.2" 1
— 2n+2 -1

Con esto concluimos.

¢) Calculando los primeros términos:
6:0<2° 6-1>2" 6.2>2° 63>2" 64>2" 65<2° 66<2° 67<2

De esto conjeturamos que tal ng es 5. Demostrémoslo:

» Caso Base: (n =5)
6-5 < 2°.

= Hipétesis Inductiva:
6n < 2™,

» Paso Inductivo:

6(n+1)=6n+6 /Por H.I.
<2"+6 /6 <2" puesn > 5
<2.2"

:2n+1
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d) Computando los primeros términos tenemos:
30:0 51:1 82:3 33:7 84:15 85:31

De esto conjeturamos que s, = 2" — 1. En efecto:

» Caso Base: (n=0)
so=0=2"—1.

= Hipétesis Inductiva:
Sp =2" — 1.

= Paso Inductivo:
Probémoslo para el caso n + 1:

Spt1 =255, + 1

=2(2"-1)+1
=9ontl _941
—ontl _1

Con esto concluimos.
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P5. [Divisibilidad]

a) Demuestre que n? + n es par para todo n > 0.
b) Demuestre que 3" + 4™ — 1 es divisible por 3 para todo n > 1.

¢) Demuestre que
(Vn e N) 5% 4 (=1)""! es divisible por 13

Solucion 5.

a) = Caso Base: (n=0)
02 4+ 0 = 0 es par.
= Hipétesis Inductiva:
n? 4+ n es par.
= Paso Inductivo:
Probémoslo para el caso n + 1:

(n+1)2+(n+1)

n+2n+14+n+1
n?+n +2n+2
——

par por H.I.

= 2k+2n+2

= 2(k+n+1)

Luego (n +1)?+ (n + 1) es par, con esto concluimos.
b) = Caso Base: (n=1)
3! 44! — 1 = 6 es divisible por 3.
= Hipétesis Inductiva:
3" + 4™ — 1 = 3k para algtn k.
= Paso Inductivo:
Probémoslo para el caso n + 1:

gntl pyntl 1 = 3ntlpg4.gn
= 3ntl 4447 —144-3"—4.3"4+4—4

0
= 3"l 4 44" +3" 1) +4-1
N—

= 3"t +4(3k) sz))
= 3(3"+4k+1)
Luego 3" t! 4 47*1 — 1 es divisible por 3, con esto concluimos.
¢) = Caso Base: (n=0)
520 + (—1)%*1 es divisible por 13.
= Hipétesis Inductiva:
521 + (—1)"*! = 13k para algtn k.
= Paso Inductivo:
Demostrémoslo para el caso n + 1
52(n+1) + (_1)n+1+1 _ 52n+2 + (_1)n+2
= 25-52" 4 (=1)"*2 425 (—1)"T —25. (—1)"H!

= B E 4 ()T () = 25 (1)

—_——
13k
= 2513k + (=1 — 25)(—1)"*+!
= 2513k + (—26)(—1)"*!

= 13(25k — 2(—1)"*1)
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P6. [Nuggets]
La cadena de comida rapida McKing vende nuggets de pollo en dos modalidades:

= Una bolsa de 3 nuggets.

= Una cajita de 5 nuggets.

Demuestre que si usted quiere comprar n > 8 nuggets en McKing puede hacerlo de manera exacta (es decir hay una
combinacién de bolsas y cajitas tal que no le sobran ni faltan nuggets).

Figura 1: Estos 9 nuggets puede ser conseguidos comprando 3 bolsas.

Solucién 6. Resolveremos esto de dos maneras. Primera formas:

= Caso Base: (n =38)
Si quiero comprar 8 nuggets de manera exacta, puedo comprar una bolsa y una cajita.

= Hipétesis Inductiva:
Vn > 8 se pueden comprar n nuggets de manera exacta.

= Paso Inductivo
Probémoslo para el caso n + 1. Como queremos ocupar nuestra hipétesis de inducciéon veamos que pasa al
comprar n nuggets, para esto pongdmonos en casos.

e Caso 1: (Al comprar los n nuggets compre al menos una cajita)
Notemos que si pudimos comprar n nuggets de manera exacta por al menos una cajita, podemos
reemplazar una cajita por dos bolsas y lograriamos comprar n + 1 nuggets de manera exacta.
e Caso 2: (Al comprar los n nuggets compre puras bolsas)
Si hubiéramos logrado comprar n nuggets con puras bolsas, como n > 8 sabemos que compramos por
lo menos 3 bolsas. Luego basta con reemplazar estas 3 bolsas con 2 cajitas y podriamos comprar n + 1
nuggets.
Segunda forma:
= Caso Base: (n =8,9,10)
Si quiero comprar 8 nuggets de manera exacta, puedo comprar una bolsa y una cajita.
Si quiero comprar 9 nuggets de manera exacta, puedo comprar tres bolsas.
Si quiero comprar 10 nuggets de manera exacta, puedo comprar dos cajitas.
= Hipétesis Inductiva:
Vn > 8 se pueden comprar n nuggets de manera exacta.

= Paso Inductivo
Probémoslo para el caso n + 1. Por Hipdtesis inductiva sabemos que podemos comprar n — 2 nuggets de
manera exacta, agregando una cajita podemos comprar n + 1 nuggets de manera exacta.

Obs: Notemos que en la sequnda forma necesitamos mds casos bases, pues necesitamos retroceder 8 pasos (desde
n+1an—2), luego nos gustaria empezar a probar desde el caso n = 11. En la primera forma era necesario
solo un caso base pues solo miramos el caso anterior.
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P7. [Fila]
Sea F' el conjunto de personas que se encuentra esperando en la fila del casino de la escuela para ser atendidas. Para
x,y € F se define la funciéon proposicional:

¢(z,y) < “El alumno z estd mas adelante que el alumno y en la fila”

a) Sean p,q,r € F, determine la posicién de p,q y r en la fila si satisfacen lo siguiente:
1) (Vz € F)[¢(p,z) V2 = p]
2) (Vz € F)[¢(z,q) Va =g
3) (Bl € F)[é(r,2) ¥ ¢(z,1)
b) Niegue las proposiciones anteriores.
Hint: Es 1til encontrar formas mds sencillas para las proposiciones ¢(x,y) y ¢(z,y) <= ¢(y, ).

Solucién 7.

a) 1) Notemos que (Vz € F)[p(p,x) V x = p| significa que todas las personas de la fila se encuentran o atrés
de p o son p, es decir p es el primero.
2) g es el ultimo, el razonamiento es andlogo al caso anterior.
3) Veamos que (3lz € F)[p(r,z) ¥ ¢(z,r)] dice que existe una tinica persona que se encuentra adelante o
atras, pero no adelante y atras, es decir r se encuentra en una fila de dos personas.
b) Notemos que ¢(x,y) significa que “El alumno x no estd més adelante que el alumno y en la fila”, por tanto
sabemos que el alumno y estd mas adelante que el alumno x o que el alumno z y el y son el mismo, por
tanto:

o(x,y) = oy, ) Vo =y]
Por otro lado sabemos que ¢(z,y) <= ¢(z,y) es falso si x # y (puesto que en este caso ¢(z,y) y o(y,x)
tienen valores de verdad distintos), y es verdadero si = y (pues en este caso tanto ¢(z,y) como ¢(y,x)
son falsas). Concluimos que ¢(x,y) <= &(y,x) siempre tiene el mismo valor de verdad que = = y, luego:

[p(z,y) = é(z,y)] =[x =]

1) Neguemos la proposicién, es decir buscamos:

(Vz € F)[p(p,z) Ve =p] = (3zeF)pp,z)Vr=p|
= (Jz € F)[p(p,x) Nz # p]
= (Ire F[(¢(x,p)Va=p) Az #p]
= (FzeF)(¢(z,p) ANz #p)V(z=pAz#Dp)

F

(3z € F)[¢(x,p) Az # p

Que significa existe alguien en la fila que va adelante de p y no es p, o de otra forma p no es primero.
2) Este caso es andlogo al anterior, solo que esta vez se obtiene:

(3z € F)[p(q,z) Nz # q]

3) Notemos primero que la negacién de existe un tnico es que o no exista ninguno o que existan dos, es
decir:

@) [p(@)] = (Vo)lp(@)] V Gz, y)le # y A () Ap(y)]
Luego nos queda:

(Fz € F)[p(z,r) ¥ ¢(r, )]
(Vo € F)[¢(z,r) ¥ o(r,z)] V Fz,y € F)[x # y A ((z, 1) ¥ o(r,2)) A (S(y
(Vo € F)[¢(z,r) <= ¢(r,z)]V (Tz,y € F)lz #yA(p(z,7) ¥ d(r,z)) A

(Vo€ F)lr ==V (3z,y € F)lz #y A (9x,r) ¥ o(r,z)) Aoy, r) ¥ o(r,y))]

TH#ET y#Er
Ve F)ir=z]V(3z,ye )z #AyAxF#rAy#r]
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Donde la primera parte dice que todos los elementos de la fila son r y la segunda de que existen dos
elementos distintos de r y distintos entre si en la fila, es decir la fila es de 1 o méas de 3 personas.

10



