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Auxiliar 15: Polinomios
29 de junio de 2017

Sean p, q € R[] tales que:

p(x) = 2+ f)+(e+ flz+ (a—d)z* + (2a + ¢)2° + (a + b)z’
qiz) = 3+(f+2r+(a+b+c+d)z®+ (b+c+1)z" + ba®

Determine los valores de a, b, c,d, e, f € R tales que p = ¢q. Escriba el polinomio resultante.
Factorice en R y en C el polinomio p(z) = z* + 323 — 1222 — 13z — 15

Considere el polinomio p(z) = 27 + 22° — x? + 2% — 222 — 1. Se sabe que i es raiz de p(x) de
multiplicidad 2. Encuentre todas las raices y factorice p(z) en R[z] y C|x]

Sea p(x) € R(z) un polinomio ménico con gr(p) = 3. Se sabe que p(z) es divisible por (z — 1)
y que los restos de sus divisones por (x — 2), (z — 3) y (z — 4) son iguales. Determine p(z),
justificando sus pasos, y encuentre todas sus raices.

Sea p € C[z]. Demuestre que p(z) es sobreyectivo, si y sélo si gr(p) > 1
Sea ng, ni,ne € N, definamos:
p(x) — x?)no + $3n1+1 + .,L,377/2+2
Demuestre que p(z) es divisible por ¢(z) = 22 + x + 1.
Propuestos
Considere el polinomio P(x) = 2% — 223 + 622 + 222 + 13. Se sabe que z; = 2 + 3i es raiz de P.

Se pide encontrar todas las raices de P y luego factorizar en R y C

Sea p un polinomio con coeficientes reales tal que p # 0 tal que 4, 1,2, 3 son raices de p. Discuta
sobre el grado minimo del polinomio. Luego, suponiendo que p es ménico y del grado minimo
encuéntrelo.

[Recuperativo I - 2004] Determinar los valores a,b,¢ € C tales que el polinomio P(z) =
25 4+ ax® + b sea divisible por el polinomio Q(z) = 23 + 22 + cx + 1

[Recuperativo I - 2005] Pruebe que wy = e’%”, k=1,2,...,n— 1 son raices del polinomio
p(z) =1+ 2+ 22+ 23+ .-+ 2" Le puede ser util pensar en alguna sumatoria.

[Recuperativo I - 2000] Sabiendo que el polinomio P(z) = 223 —(5+6i)2*+9iz—3i+1 € C[z]
tiene una raiz real a, determine alguna de las raices de P(z)
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P12. [Recuperativo I - 2002] Sea p(z) un polinomio ménico de grado 2 con coeficientes reales.
Demuestre que

p(z) tiene una raiz en (C\ R)de modulo 1 <= p(z) = 2> +ar + 1, a €] — 2, 2]

P13. [Recuperativo I - 2005] Se sabe que el polinomio P(x) = ! — 423+ 102? — 122 + 8 no admite
raices reales y que una de sus raices tiene modulo 2. Determine todas las raices de P(z)

P14. [Examen - 2011] Sea p(z) un polinomio de grado mayor o igual a 1 y a € R. Demuestre que
r es raiz de p(x) siy solo si (r — a) es raiz de q(z) = p(z + a)

P15. [Correspondencia en Polinomios]
Sea p € C[z].

a) Demuestre que p(z) es sobreyectivo, si y sélo si gr(p) > 1.
Hint : Puede ser wtil el teorema fundamental del dlgebra.
b) El objetivo de esta parte es probar que p(x) es inyectivo, si y sélo si gr(p) = 1.
(i) Demuestre que si gr(p) = 1, entonces p(z) es inyectivo.
(ii) Demuestre que si gr(p) < 1, entonces p(x) no es inyectivo.
(iii) Sean > 1, A\,a € C. Definamos ¢ € C[z]| como:

q(z) = Mz —a)"

Demuestre que ¢(z) no es inyectivo.

(iv) Concluya la direccion que falta.
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Consideraremos a (K, +, ) como el cuerpo R o
C. Un polinomio es una funcién p : K — K de
la forma:

n
p(z) = Zakxk =ag+aiz+...+apz"
k=0

donde ag, a1, ... ,a, son constantes en K a las
que llamaremos coeficientes.

Al conjunto de polinomios con coeficientes en
K se le denota K[z].

Sean p, ¢ € K[z].

p =¢q <= Los coeficientes de p y ¢ son iguales.

Sea p € K[z]. Definimos gr(p) (el grado) co-
mo el k méas grande tal que ap # 0. Si p = 0,
diremos que gr(p) = —oo.

Diremos que p € K[z]| es ménico si el coeficiente
asociado a 8P es 1.

Sea p(z) = 3 apz® y q(z) = Y bpa® defini-
mos: h=0 h=0

n

L (p+q)(z) = kgo(ak + by,)a”

k=0 \1

2n k
2. (pg)(z) = X <Oaibk—i> a”

Estas operaciones verifican:

L. gr(p+q) < max{gr(p),er(q)}-

2. gr(pq) = gr(p) + gr(q).

(K[x],+,-) es un anillo conmutativo con uni-
dad, que no posee divisores del 0.

En (K[z], +, -), los inicos elementos con inverso
para - son los polinomios de grado 0.

Sean p,d € K[z] con d # 0. Entonces existe un
unico par ¢, r € Kz] tal que:

1. p=qd+r.
2. gr(r) < gr(d).

A r lo llamaremos resto. Si r = 0, diremos que
d divide a p y lo denotaremos por d|p.

Teorema del Resto: Sea p € K[z] y ¢ € K.
El resto de dividir p por el polinomio (z —c¢) es

p(c).

Diremos que ¢ € K es una raiz de p € K|z] si
p(c) = 0.

Sicy,ca,... ¢ son raices distintas de p, enton-

(z =)@ —c2) ... (= cr)lp(2)

Sea n > 1. Si p € K[z] es tal que gr(p) = n,
entonces p posee a lo més n raices distintas.

Sean > 1y p,q € Klz] tales que gr(p) < ny
gr(q) < mn. Sipy q coinciden en n + 1 puntos
distintos, entonces son iguales.

Teorema Fundamental del Algebra:
Sea p € C[z] tal que gr(p) = n > 1. Entonces p
posee al menos una raiz en C.

Sea p € C[z] tal que gr(p) = n > 1. Entonces
existen a,c1,...¢; € Cy l1,- -l € N tales
que:

p() =alz—c) .. (x—cp)lm

Sea p € C[x] con coeficientes en R y sea z € C
una raiz de p. Entonces Z es una raiz de p.

Sea p € R[z], tal que gr(p) = n > 1. Entonces
existen valores a, ¢y, ... ,Cm,a1,b1,... ,a5,bs €
R tales que:
p=a(z—c)...(x—cp)(@®+aix+by) ... (22 +
asx + bg)

Teorema de la Raiz Racional: Sea p € R[z],
con coeficientes en Z. Si r y s son primos rela-
tivos tal que % es una raiz de p, entonces:

rlag A slan

Sea p € R[z| monico con coeficientes en Z. En-
tonces toda raiz racional de p es entera y divide
a ag.

El algoritmo de Ruffini permite dividir un po-
linomio p por x — c.




