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P3. [Operación de Funciones]
Sea F = {f : N→ R | f es función}. Se define en F la l.c.i. ∗ como:

(f ∗ g)(n) =
n∑

k=0
f(k)g(n− k), ∀n ∈ N.

Demuestre que:

a) ∗ es conmutativa.
b) (F , ∗) posee elemento neutro, y encuntrelo.
c) ∗ distribuye con respecto a la suma de funciones, (f + g)(n) = f(n) + g(n).

Solución 3.

a) Sean f, g ∈ F . Luego:

(f ∗ g)(n) =
n∑

k=0
f(k)g(n− k)

= f(0)g(n) + f(1)g(n− 1) + · · ·+ f(n− 1)g(1) + f(n)g(0)
= g(0)f(n) + g(1)f(n− 1) + · · ·+ g(n− 1)f(1) + g(n)f(0)

=
n∑

k=0
g(k)f(n− k)

= (g ∗ f)(n)

b) Queremos encontrar un g tal que:
(f ∗ g)(n) = f(n)

Basta por un lado, pues la operación s conmutativa. Notemos que el termino f(n) ya aparece en la operación,
pues:

(f ∗ g)(n) = f(0)g(n) + f(1)g(n− 1) + · · ·+ f(n− 1)g(1) + f(n)g(0)

Nos gustaŕıa tomar un g entonces que mate a todos los otros elementos de la suma, salvo f(n). Esto hace
nacer la idea de tomar:

g(n) =
{

1 si n = 0
0 si no

En efecto veamos que es el neutro:

(f ∗ g)(n) =
n∑

k=0
f(k)g(n− k) = f(n) g(0)︸︷︷︸

=1

+
n−1∑
k=0

f(k) g(n− k)︸ ︷︷ ︸
=0

= f(n)

De donde vemos que g es el neutro.
c) De nuevo como la operación es conmutativa, basta con chequear la distributividad por un lado. Sean

f, g, h ∈ F .
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([f + g] ∗ h)(n) =
n∑

k=0
(f + g)(k)h(n− k)

=
n∑

k=0
[f(k) + g(k)]h(n− k)

=
n∑

k=0
f(k)h(n− k) +

n∑
k=0

g(k)h(n− k)

= (f ∗ h)(n) + (g ∗ h)(n)

De donde se concluye.
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