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MA1101-5 Introduccién al Algebra
Profesor: Mauricio Telias
Auxiliar: Arturo Merino

Pauta 15 : Complejos y Polinomios

P1. [Casquete unitario]
Sea:

29 de julio del 2017

S={ze€C:l|z| =1}

a) Demuestre que (.5, -) es un subgrupo de (C\ {0}, )

b) Para z € Sy z # 1 definimos:

_1+z

w =
1—=2

Demuestre que w es un imaginario puro, es decir que Re(w) = 0.

¢) Sea z € S'y z # —1. Demuestre que:

d) Sea z € S,y z # —1. Calcule:

Solucién 1.

a) Ocuparemos el teorema de caracterizacién de subgrupo. Notemos que 1 € S, pues |1| = 1, es decir S # (.
Sean x,y € S, observemos primero que x,y # 0, luego:

lzy ™| =

T

Y

1
ly| 1

Concluimos entonces que zy~* € Sy por ende (S, -) es un subgrupo de (C \ {0}, ).

b) Recordemos que Re(w) = “+. Calculemos w + W:

w +w

1+2 1+z2
N 1—z+(1—z>

1+z 14z

1—-2 1—2

I+2)1—2)+(1—2)(1+2)
(1-2)(1-2)
14+2)1-2)+(1-2)(1+%)
(1-2)(1-2)
1-Z+z—2z4+14+Z2—2—2%

(1-2)(1-2)

2—2zz
1-2)1-2)

2 —2|z|2
(1—-2)1-2)

2—-2

(1=2)(1-2)

= 0
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De esto concluimos que Re(w) = 0 y que w es un imaginario puro.

¢) Notemos que como z € S, entonces z # 0, luego:

z(z+1)

1+2 z(1+z 72—1—22 2+ 22 2+ 22
1+7z z

T 2\1+z) 242z z+z2 =z+1
d) Supongamos z = a + bi, luego:

z z

(1+42)? (1+42)?
2z
Z+22Z+ 222
|22
Z 4+ 2|z]2 + z|z)?
1
24247%
1
24+a+bi+a—bi
1
24 2a

ISINIRNY]

Es decir ﬁ € R y por tanto Im (ﬁ) =0.

z4+1
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P2. [Forma Cartesiana]

a) Pruebe que ¥n € N:
(1+i)"+(1—i)" R
b) Sean M, N € N tal que existen a,b, c,d € N que verifican M = a%? +b? y N = ¢? + d%. Demuestre que existen
p,q € N tal que MN = p? 4 ¢2. En otras palabras, piden probar que si dos enteros se pueden escribir como la

suma de dos cuadrados, entonces su producto también.
Hint: Le puede ser 1itil trabajar la siguiente expresion |(a + ib)(c + id)|?.

Solucion 2.

1) Sea z = (1+14)™ + (1 —i)™. Notemos que:

z = (I+in+(1—9)n
= Arogr+d—an
= A+ +@-9"
= (1=))"+ (140"

Luego como z = Z, tenemos que z € R.

2) Ocupando el hint:
MN = (a®+b*)(*+d?)

la + ib|?|c 4 id|?
|(a + ib)(c + id)|?
lac + aid + ibc — bd|?
= |ac—bd +i(ad + bc)|?
= (ac—bd)?+ (ad + be)?

—_—

2

p? q

De donde concluimos el resultado.
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P3. [Férmula de Machin]
A partir del producto (1+1i)(5 —i)* pruebe que 7 = 16arctan (£) — 4arctan (35).

Soluciéon 3. Notemos que en forma polar:

(1+1i) = V2exp (%z) (5— i) = V26 exp (— arctan @) z>

(1+4)(5 —i)* = V2(26)% exp ((Z — darctan (;)) 2)

Mientras que si expandimos el producto de la manera tradicional tenemos:

De esto concluimos que:

I+)G-9)" = 1+i)((5-19)%)°
= (14+4)(25—10i — 1)
(1 +1)(24% — 480i — 10%)
(14 7)(476 — 480i)
= 476 — 480i + 4767 4 480
= —4i+956
= 4(—i+ 239)

1
= 4v/1+ 2392 —arct -
+ exp ( arctan (239>)

Igualando los argumentos de los ntimeros en forma polar tenemos:

T 1 1
— —4arctan | - | = —arctan | —
4 5 239

De donde podemos concluir la identidad buscada.
Obs : Cabe notar que podemos igualar argumentos pues ambos se encuentran en el intervalo (—m, 7).
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P4. [Raices]

a) Demuestre que las soluciones de la ecuaciéon 22 + x + 1 = 0 son raices ciibicas de la unidad distintas de 1.

b) Encuentre los z € C que verifican:

2
¢) Calcule cos (;)

Hint: Utilice las raices quintas de la unidad de manera adecuada.

L 1+iv3
1—iV3

Solucion 4.

a) Notemos que si:
Prr+l=0 = 2>+ +2x=0

Igualando estas dos ecuaciones tenemos:
P Hr+l=422 42 = 25 =1
De donde concluimos que las soluciones son raices cibicas de la unidad. Supongamos que son 1, luego:
P+141=0 = 3=0

Lo que seria una contradiccién.

1+iV3

1—iV3
1+iv3 1+i/31+i0V3
1—iV3 1—ivV31+iv3

1+ 2v/3i + 3¢2

b) Buscamos las raices cuartas de Pasandolo a forma polar tenemos:

7
+ 7sin 2—7T
3

Sabemos entonces que las soluciones son de la forma /Re’ H2E conk € {0,1,2,3}. En nuestro caso quedan

(27 /3)+2kw e
Vet 1 = e"(51t5). Luego:

+

DN | =
=
=

= COS

|y

j2m
= e'3

2 = eiﬂ'/ﬁ 29 = ei(?r/6+7r/2) 23 = ei(Tr/GJrﬂ') 24 = ei(7r/6+37r/2)
¢) Recordando que la suma de las raices quintas da 0, tenemos:
1 4 e2im/5 4 Gdin/5 | 6in/5 | 8in/5 _

Tomando parte real, concluimos que:
1+ cos(27/5) + cos(4w/5) + cos(67/5) + cos(87/5) =

1+ cos(27/5) + cos(4n/5) + cos(4m/5) + cos(2m/5) =
1+ 2cos(27/5) 4+ 2cos(4w/5) = 0
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Ocupando la identidad cos(2a) = 2 cos(a)? — 1 tenemos que:
4cos(2m/5)? 4+ 2cos(2m/5) —1 =0

Resolviendo la cuadratica tenemos que:

—2+,/22-4-4.(-1) -2+20 -1++5

cos(2m/5) = =

2-4 8

Recordando que cos(27/5) > 0, tenemos que cos(2m/5) = _11"/5 ~0,3.

4
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P5. [Sumas con raices de la unidad]
Sean wq, w1, ... ,w,—1 las raices n-ésimas de la unidad ordenadas de manera usual (es decir, segiin argumento de
manera creciente).

a) Demuestre que:
WoW1 + WiW2 + ... + Wy_2Wp_1 + Wp_1Wo = 0

b) Pruebe que Yk € {1,2,... ,n — 1} se tiene que Z;L;Ol(wj)k =0.
¢) Sea z € C fijo. Calcule Z;L:_Ol(z + w;)".

Solucién 5. Recordemos primero que para todo k:

i2k7r
wk‘ = e n

Tiene sentido entonces notar que wy = Wy, W1 = Wpt1, W2 = Wpt2, €tc.... Veamos ademds que:

wp = €% = (¢)F = (wn)*
a) Calculemos:

Wow1 + WiwW2 + ... + Wp_2Wp—1 + Wp_1We = WeW1 + Wi1W2 + ...+ Wy 2Wnp—1 + Wn_1Wx,

n—1

= E W Wk+1
k=0
n—1

= > (w) (w)

k=0

n—1

= w Y (w))
k=0
—_———

Geométrica
(wi)" —1
wi—1
(wi)? -1
wi—1
12-1

wi—1

= wl

= wl

= 0
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b) Similar a lo hecho en la parte a):

¢) La idea de esta parte es recordar
Teorema del Binomio nos da algo

nil

(tw) = S(ztu))r
j=0 j=0
n—1 n n
ik ok
= T3 ()t
j=0 k=0
n n—1 n }
S <k>wgkzn—k
k=0 j=0
n n n—1
—k ik
_ <k> S wl
k=0 j=0
n n—1 n n n—1
_ n n—k 0 jk
(B ) (B
k=1 7=0
n—1 ) n—1 n n—1 n—1
— Zw{'o +< (k)z”k> Z(wj)k +1 Z(w?)J
j=0 k=1 j=0 j=0
Suma de 1’s =0 por b) Suma de 1’s
= Z"n+n
= n(z"+1)

1)’

(w

Geométrica
(wi)" — 1
wh —1
(wi)* —1
w’f -1
1* -1
wf -1

0

que el Teorema del Binomio funciona para elementos de C (de hecho el
més potente atin, una igualdad de polinomios):
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P6. [Mas del casquete unitario]

Sean z1, 29 € C complejos unitarios (es decir |z1| = |22] = 1) tales que:
21+2 = —u, ueC
Z1Z2 = U, veC

a) Pruebe que |u| < 2y que |v] = 1.
b) Pruebe que z7 + z3 = —E.
v

)

)

¢) Pruebe que u = uv.

d) Silos dngulos de la forma polar de u y v, son ¢ y 6 respectivamente. Utilice ¢) para demostrar que:

0 =2p+2km, keclZ.
Solucién 6.
a) Tomando modulo a la primera igualdad tenemos:
|21 + 22| | — ’LL|
|21+ 22| = |ul
Ocupando la desigualdad triangular tenemos:
lul = [21 + 22| < |z1] + 22| = 2
Tomando modulo a la segunda igualdad tenemos:
[2122] = vl
|21llz2] = o]
L= v

De donde concluimos.

b) Dividiendo las igualdades del enunciado (podemos pues

Z1 + 29 U
Z122 (%
1 1
z1 z9 v
7 Z u
[21? |22 v
ntm o= ——
v
¢) Conjugando la primera igualdad del enunciado obtenemos z; + 23 = —u, combinando esto con b) obtenemos:
1tz = 21+ 2
——
“u b)
_ u
g = —=
v
uw = u
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De donde concluimos que existe k tal que:
0—p=q¢p+2knr

Y por tanto:
0 =2p+ 2km

Que era lo buscado.

d) En forma polar tenemos que u = |ule’? y que v = |v| €¥ = €. Ocupando c):
=1
w o= u
|u|e*i“’ei0 = |u|ei‘/’
e0—0)  —  iv

10
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P7. [Centroide]
El centroide G de un triangulo T es la interseccién de sus medianas. Si el triangulo T tiene vertices a,b,c € C, un

hecho conocido (no lo demuestre) es que:

G:%(a—i—b—&—c)

Suponga ahora que en los lados de T' construimos tres triangulos similares de forma arbitraria. Esto logra construir
un nuevo triangulo de vertices p, ¢, € C como indica la figura. Demuestre que el centroide de este nuevo triangulo
coincide con el centroide del triangulo original.

Figura 1: La situacién descrita en la P4.

Solucién 7. Supongamos que Zcap = «, al ser similares sabemos que Zgba = Zber = Zcap = «. Por un
argumento de similaridad también sabemos que:

3
S
3
a
SIS

De esto concluimos que: .
(p—a) = Re™(c— a)

Pues recordando la interpretacién geometrica de la forma polar, estamos diciendo que el vector (p — a) es un
estiramiento por R y una rotacién por « del vector (¢ — a). Si llamamos § = Re'®, tenemos (de manera andloga)

que:
(r—c)=46(b—c) (g—b)=6(a—0)
Sumando todas las ecuaciones tenemos:
p—a)+(r—c)+(g—>b) = d(c—a)+d(b—c)+d(a—0)
(p—a)+(r—c)+(g—b) = 0
ptqg+r = a+tb+c

Luego si G’ es el centroide de Apgr tenemos que:

1 1
G'=3ptatr)=gla+tbto=a

De donde concluimos.

11
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P8. [Raices cubicas de la unidad]

a) Sean wi,ws € C tales que |wi| = |wa] =1y wy + we = —1.
(i) Pruebe que wq = ws3.
(ii) Muestre que wy = 1, wy y way son las raices ctbicas de la unidad.

b) Sean zg, 21, z2 € C tales que |29| = |21| = |22] = 1y 20+ 21 + 22 = 0. Demuestre que 30 € R, tal que z, = wye®?,
k =0,1,2, donde wy son los complejos de la parte anterior.

Solucién 8.
a) (i) Supongamos wy = a + bi y we = ¢+ di. Luego tenemos que

wy+wy = —1
a+bi+c+di -1

Igualando parte real e imaginaria tenemos que:
a+c=-1 b=—d

De esto notamos que b = —d y que tanto a como ¢ son negativos, pues es claro que al menos uno es
negativo y si alguno fuera positivo, digamos a > 0 y ¢ < 0 sin perdida de generalidad, tendriamos que
¢ < —1, es decir |¢| > 1, como ademas |c| = Vc2 < V¢? +d? = |wsz| = 1, lo que no es posible. Luego:

2 2
jwi* = |wol
a?+b0 = A+0b°
Es decir a®> = ¢?, como ambos tienen el mismo signo concluimos que a = c¢. Luego wq = a + bi y
we = a — bi, es decir wy = wsy.
(ii) Multiplicando la ecuacién por w? tenemos:
2 2
wi” + wowi = —wj
3, — 2 2
w] +ww] +w;y = 0
3 2
wy +wi +w = 0

Y como w; # 0, tenemos que 1+ w; +w? = 0. Ocupando la P4 a) concluimos que w; es rafz ciibica
de la unidad distinta de 1. El razonamiento para ws es analogo. Notemos ademéas que wy # wy pues
si fueran iguales w; = wy y por tanto w; € R y la tnica raiz cibica de la unidad es 1, lo que no es
posible.

b) Como |z| = 1, tenemos que zy = €' para algiin a € R. Luego:

|z0e™| = |z17| = |zow ™ =1

Y ademas:

Zle—ia 4 226—ia _ (Zl 4 Z2)e—ia _ (_Zo)e—ia —_ _eiae—ia -1

Es decir zie™' y 20w ™' satisfacen las condiciones de la parte a) y por ende son raices distintas de la

unidad distintas de 1. Concluimos que:

20 = woe 'Y z1 =wie Y 29 = wae @

Tomando 6 = —« se concluye.

12
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P9. [Raices de la unidad]
Sean wq, w1, ..., w,—_1 la raices n-ésimas de la unidad ordenadas segun argumento creciente.

a) Demuestre la siguiente relacién de ortogonalidad:

o -
S
P 0 sij#l

n

b) Sea w una raiz ctbica de la unidad con w # 1, demuestre que:

(1+w)® + (1 +w?)? + (1+w?)°® =62

Soluciéon 9.

a) Tenemos que demostrar dos igualdades, una cuando j =1 y otra cuando j # I.

s (7 =1) En este caso la suma queda:

n n

- n n
>k = 3w = 3 o = 3 =

k=1 k=1 k=1 k=1

Donde |w;| = 1 pues es una raiz de la unidad.
s (j #1) En este caso la suma queda:

I
(]
)
L
[V
512
=
()
%
¥
SR
kol

b) Notemos que para las raices ctibicas de la unidad

1+’LU1+”U.)2:O
2

para w, donde w es una raiz ciibicaz de la unidad distintas de 1:

1+w+w?=0

Notemos que como en el caso de las raices ciibicas wy = w? y wy; = w3 concluimos la siguiente relacién

13
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Esto nos dice que 1+w = —w? y que 1 +w? = —w, aplicando esto al lado izquierdo de la ecuacién tenemos:

Ltw’+ L+ w)? + (1 + w?)" = (—w?)’ + (—w)” + (2)°

—w? —w 1
3 \2 3\3
- - 4
(@) —(w’ )" +6
1 1
=—-1—-1+64

14
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P10. [Divisién y cancelabilidad de Polinomios]

a) Considere p,d € R[z]

p(z) = 4a* — 22% -3
d(z) =22% -3

Encuentre ¢,r € R[z] tal que p(x) = q(x)d(x) + r(x) con gr(r) < gr(d).
b) Pruebe que para todo n € N tenemos que (z — 1)|(z™ — 1).
¢) Sea p(r) = 2° + az? + by q(xr) = 2 + cx + 1. Determine los valores de a, b, c € C para que ¢|p.
d) Sean p,q,r € R[z] tal que p(¢ —r) = q(p — r) y gr(r) > 0. Demuestre que p = q.

Solucion 10.

a) Notemos que nos estan pidiendo justamente encontrar el cuociente y el resto al dividir los polinomios p y
d, utilizando el algoritmo de la division:

( 4a*— 22 C3): (222 -3)=2%? a4 34 2t
4 2 222 — 3
— 4z + 6z
— 223 + 622
273 — 3z

62% — 3z —3

—622 49

-3z +6

De donde vemos que el cuociente es g(x) = 22% — 2 + 3 y que el resto es r(x) = —3z + 6.

b) Dos formas para hacerlo:

» (Forma 1) Dividamos un par de estos polinomios:

( x? —1)5($—1)=5€—|—1
-2’ +z
r—1
—x+1
0
( 2° —1):(z—-1)=a’+z+1
—z3+z2
2
A
z—1
—r+l
0

Notemos que esto nos da para pensar de que 2" — 1 = (z — 1)(1 + 2 + 22+ --- + 2" !). Demostremos
esto, en efecto:

(z-DA+z+2>++2" H=@+2>+2°+ - +2") —(1+az+2>+- +2"")
=z" -1

Luego como z" — 1 = (x — 1)(1 + x + 2% + - -- + 2"~ 1), tenemos que x — 1 divide a 2™ — 1.

15
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» (Forma 2) Por induccién. El caso base se tiene pues (z —1)|(x! — 1), tenemos como hipétesis inductiva
que (x — 1)|(z™ — 1), es decir que (2" — 1) = (z — 1)p(x) para algin polinomio p. Para el caso n + 1
tenemos que:

"l =" " — =2 — 1) +px)(z — 1) = (x — 1) (2" + p(x))

De donde se ve que (z — 1) divide a 2"+ — 1.

¢) Dividiendo ambos polinomios tenemos:

(—1+1la)z? + Az + (lc+ 1b)

( xb + az? +b):(m3+cm+1):$2—c+ 3 T
S _p2 x° + cx +
—cx® 4+ (=1 + la) 2? +5b
cz® + P +c

(=14 1a) 2% + 2z + (1c + 1b)

Como el resto debe ser 0, tenemos que tener a = -1, b=0y ¢ = 0.

d) Notemos que como gr(r) > 0, entonces r no es el polinomio 0. Luego:

plg—r)=q(p—r)
pq —pr=gqp —gqr
pq —pr =pq—qr
pr=qr
pP=q
Donde se ocupé el hecho de que los polinomios son un anillo conmutativo sin divisores del cero (es decir,
todo elemento no nulo es cancelable).

16
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P11. [Coeficientes]

17 20

a) Encuentre el coeficiente que acompaiia a 17 en el polinomio (1 + 2% + 27)

b) Encuentre el coeficiente que acompaiia a z'2 en el polinomio (1 + x2 + z° + 7).

> (1) -(2)

Para esto compare los coeficientes de los polinomios (1 + 2)?" y (1 + 2)"(1 + x)" de manera adecuada.

¢) Pruebe que:

Soluciéon 11.

a) Lo resolveremos de dos formas, una primera usando iterativamente el teorema del Binomio y una segunda
usando argumentos combinatoriales. Usando el teorema del binomio tenemos:

(1+.’L‘5+$7)20 — (1 +p)20
S—— ——

p Teo. Binomio

_ Z (20) (201

(20> z® 4+ 27)

Teo. Binomio

: 20) <> 5(6-1) 73
0
0 4
)6
7=0

=0

|
-
]
(=}

Do

|
M

)

no

Notemos que la tnica forma de formar 17 con los exponentes que tenemos es como 2-5+1-7 = 17, es
decir necesitamos que:
ji=1, i—j=2 = j=1,i=3

Luego tenemos que el coeficiente que acompaia a z'7 es:

20\ (3 200 3! 20! 20-19-18
(3) (1) SanpiR o a0 01918 =840

Otra forma de hacerlo es mediante el siguiente argumento combinatorial. Notemos que nosotros tenemos
el siguiente producto:
A+ +2)A+25+27) ... (1+2°+27)
~—~
20 veces

Notemos que cada vez que obtenemos un término de este producto lo que hacemos es elegir 1 elemento de
cada paréntesis y multiplicarlos juntos. Nuevamente para obtener 17 tenemos que elegir dos z° y un z”.
.De cuantas maneras se puede hacer esto? Notemos que los z° los podemos elegir de (220) maneras (pues
esto es elegir 2 elementos entre 20) y al hacer esto hay dos parentesis que no se pueden ocupar, luego elegir
el 27 se puede hacer de 18 formas, por tanto el total de formas de formar x!7 (y por tanto el coeficiente

que acompafia al x'7) es:

20 20! 20-19
(2)18 2'20'18 5 -18 =10-19 - 18 = 3420

17
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b)

No lo haremos mediante el teorema del binomio (pues hay que hacer 3 teoremas del Binomio). Nuevamente
tenemos un producto del estilo:

I+ +25+a2T)(1+2®+25+27) ... (1+22+2°+27)

25 veces

.De cuantas maneras podemos formar 127 De las siguientes formas:
12=6-2, 12=2-5+4+1-2, 12=1-5+1-7

Notemos que para la primera forma tenemos que elegir 6 dos entre los 25 paréntesis, esto se puede hacer
de (%) maneras.

Para la segunda forma tenemos que elegir 2 cincos y un dos entre los 25 paréntesis, esto se puede hacer de
(225) 23 maneras.

Para la ultima forma hay que elegir un cinco y un siete, esto se puede hacer de 25 - 24 maneras.

Por tltimo cada una de estas opciones aporta a formar coeficientes para x'2, por lo tanto el coeficiente que
acompaia a 212 es:

25 25 25! 25! 25.24.23-22.21-20 25-24
<6>+<2)23+25-246!19!+(2!23!)+25~24 s 133 T 3o T

Simplificando tenemos:
5.23-22-7-10+25-4+25-24 = 177100 + 100 + 600 = 177800
Sea p(z) = (1 + z)?", expandamoslo de las manera que nos indican:

pe) = (142 =2Zn(2§)w'“

Teo. Binomio k=0

Notemos que el coeficiente que acompana a " es (2:’). Por otro lado:

o= e wear =(S(0)) (£0)2) -E2 ()02

Teo. Binomio Teo. Binomio

Producto de Polinomios

Notemos que el coeficiente que acompaﬁa a x™ es:
n n n n n 2
> () 01)-20)
=0 =0

Como los polinomios son iguales, los coeficientes que acompanan a x™ deben ser iguales, es decir:

> (1) - ()

Que era lo pedido.

18
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P12. [Composicién]

a) Sean p,q € C|z] tales que gr(p) = n y gr(q¢) = m. Demuestre que p o ¢ es un polinomio y calcule gr(p o q).
b) Encuentre todos los p € C[z] tales que:

p(z?) = (° + 1)p(x) p(p(x)) = p(x)

Hint: Puede ser 1til encontrar gr(p) antes que p.

Solucion 12.

a) Notemos que:

=
—
=

I

[

S
E

S

B

k=0
q(z) = Em:blxl
=0
Luego:
poq(z) = p(q(x))

= Y algla))*
k=0

Notemos que (q(z))* es un polinomio para todo k (pues es la multiplicacién de k polinomios), luego
ar(q(x))* es un polinomio (pues es la multiplicacién de ay y (g(x))*) ambos polinomios, por tltimo po g(x)
es la suma de todos los polinomios ay(q(z))¥ y por tanto es un polinomio. Para calcular el grado notemos

que si ax # 0:
gr(ag(q(x)®) = gr(arq(z)...q(x)) =0+ m+m+...+m=km
—_——— —
k veces k veces
Y por tanto:
poq(x) = ag + a1q(x) + az(q(x))* + ... + an—1(q(x)" ") + ang(z)"
——

an # 0, el grado es mn

Es decir el dltimo sumando tiene un coeficiente no nulo que acompana a ™", llamemoslo b, como los demas
polinomios de los otros sumandos tienen grado a lo mas ("~ nada puede cancelar al elemento bz™" y
por tanto gr(p o ¢) = mn.

Obs : Si uno quisiera ser muy formal habria que separarse en el caso cuando m = —oo y cuando n = —oo

b) Trabajemos nuestra primera ecuacion:

2

= (2®+ 1)p(x)

= gr((«® + Dp(x))
gr(z® +1) + gr(p)
= 2+gr(p)

p(x
gr(p(z?)
gr(p) gr(z?

2gr(p

)
)
)
)

Es decir gr(p) = —oo o gr(p) = 2. Pongdmonos en casos

s Caso 1: (gr(p) = —0)
Si el gr(p) es —oo, entonces p(z) = 0. Como:

p(x?) =0=(2>+1)-0= (2" + 1)p(x)

Satisface la ecuacién, entonces es solucién.
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= Caso 2: (gr(p) =2)
En este caso tenemos que p(z) = az? + bx + ¢, luego:

p(a®) = (2®+1)p(z)
az* +bx? +¢ = (22 +1)(az® + bz +c)
ar* +br* +c¢ = ar*+b2® 4+ (a+ ) +br+c
Para que ocurra esto debemos tener que b = 0y ¢ = —a. Luego p(r) = az? — a con a # 0 es solucién.

El total de soluciones entonces son los polinomios de la formas:

p(z) =ar® —a

Con a € C.

Para resolver la segunda ecuacién partimos con la misma idea de calcular el grado:

poep =D
gr(pep) = gr(p)
gr(p)® = gr(p)
Es decir gr(p) = —o0, gr(p) = 0 o gr(p) = 1. Poniéndonos en casos tenemos que:

» Caso 1: (gr(p) = —o0 o gr(p) = 0)
En este caso p(z) = ¢ donde ¢ € C. Luego:

De donde concluimos que es solucion.
= Caso 2: (gr(p) =1)
En este caso p(x) = ax + b. Luego:

plax+b) = ax+b
alax+b)+b = axr+b
a’r+ab+b = ar+b

Como gr(p) = 1 sabemos que a # 0, por ende a = 1y b = 0. Luego en este caso p(z) = x.

Por tanto las soluciones a esta ecuacién son p(x) = x o p(x) = ¢ para todo ¢ € C.
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P13. [La igualdad es por coordenadas]

a) Sean p,q € R[z] tales que:

p(x) = Q2+ f)+(e+ flz+ (a—d)z*+ (2a+c)z® + (a+ b)z”
g(z) = 3+ (f+2)z+(a+b+ct+d)a®+ (b+c+ 1)zt + bad

Determine los valores de a, b, c,d, e, f € R tales que p = q. Escriba el polinomio resultante.

b) Sea p(x) € C[z] un polinomio con coeficientes en C tal que:

p(z) =ap+ a1z + ...+ apz”

Se define ¢ : C — C por
q(z) = p(iz)
(i) Demuestre que ¢(x) es un polinomio y de explicitamente sus coeficientes en funcién de los coeficientes de
.
(ii) Demuestre que:
p=gq <= para cada k que no es multiplo de 4, a; = 0.

Solucién 13.

a) Recordando que dos polinomios son iguales si y sélo si sus coeficientes son iguales, vemos que:

2+f = 3
et+f = f+2

0 = a+b+c+d
a—d = b+c+1
2a+c = b
a+b = 0

Tenemos 6 incégnitas y 6 ecuaciones, resolviendo el sistema obtenemos:

p(z) = q(z) =3+3z —2* - %mf)
b) (i) Notemos que:
q(z) = pliz)
= Zn: ay(iz)"

k=0
n

= Z (api®) z*

k=0 by
n
= E bkl‘k
k=0

De donde vemos que ¢ es un polinomio con coeficientes by, = axi”.
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(ii) Tenemos la siguiente cadena de equivalencias:

p=q

VE € {1,
VEk € {1,
vk € {1,

NN

De donde concluimos el resultado.

2
2
2
2

)
)

P

Vk e {1,2,...

,n}, (a = by)

,n}, (ar = api®)

n}(ap=0 Vv i*F=1)

,n},(ar =0 V k es miltiplo de 4)
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P14. [Varios]

a) Sea p un polinomio con coeficientes reales tal que p # 0 tal que 7,1, 2,3 son raices de p. De el grado minimo del
polinomio y suponiendo que p es del grado minimo y ménico encuentrelo.

b) Factorice en R y en C el polinomio p(z) = % + 323 — 1222 — 13z — 15

¢) Sea ng,ny,ne € N, definamos:

p(x) — x?)’ﬂo +x3’ﬂ1+1 + x3n2+2

Demuestre que p(z) es divisible por ¢(z) = 2% + = + 1.

a)

Solucion 14.

Notemos que como 4 es raiz entonces ¢ = —i también lo es. Por ende el polinomio tiene por lo menos 5
raices (¢, —1,1,2,3) y por tanto el grado de p debe ser mayor a 5. Como el polinomio debe tener lo anterior
como raices, tenemos que:

p(x) = (x —i)(xz +i)(x —1)(z — 2)(z — 3) = 2° — 62 +122% — 1227 + 112 — 6

Satisface lo pedido.

Por el teorema de la raiz racional sabemos que si r = ¢ € Q es una raiz entonces a| — 15 y b|1, luego las

posibles raices racionales son:
{1, 43, £5,£15}

Veamos si encontramos alguna:

p(1) = (D*+3(1)%-12(1)%2 —13(1) —15= —36
p(=1) = (=1)*+3(-1)3—12(-1)2 —13(-1) —15=—16
p(3) = (3)*+3(3)°-12(3)2 -13(3) —15=0

Es decir 3 es raiz, luego (x — 3)|p(z). Dividiendo polinomios:

( 2*+32°—-1222 - 132 —15) : (z —3) =2® + 62> + 62+ 5

—z* 4 328
623 — 1222
— 623 4 1822
6x2 — 13z
— 622 + 18z
or — 15
-5z 415

0

Nuevamente por el teorema de la raiz racional las raices racionales del polinomio resultante a2 +6x2+6x+5,

pueden ser:
{£1,45}

Ademaés sabemos que +1 no pueden ser raices pues ya las probamos y no eran raices de p, probemos las
que faltan:

q(5) = (5)*+6(5)°+6(5)+5=310
q(=5) = (=5)>+6(=5)7+6(=5)+5=0

Es decir —5 es raiz, dividiendo polinomios:
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( @3 +62>+6z+5): (z+5)=2*+2+1

— 23 — hr?
x? + 6z
— 2% — bx
x+5
—x—95
0
Para factorizar el polinomio resultante 22 + 2 + 1, ocuparemos la formula cuadrética, de donde obtenemos
que:
-1+y1—4 1, V3,
Ma= Ty Tty

Estamos listos para entregar la factorizaciéon de nuestro polinomio original. En R:

pla) = (z = 3)(z +5)(=* + 2 +1)

p(@) = (z — 3)(z +5) <x+;—\g§z) <x+;+*§z>

y en C:

Demostraremos primero que las raices de 22 + 2 + 1 son raices ctibicas de la unidad distintas de 1. En
efecto:
P 4rr4+1=0 = 23422 +2=0

Igualando estas dos ecuaciones tenemos:
P?Hr+l=242242 = 2°=1
De donde concluimos que las soluciones son raices ctibicas de la unidad. Supongamos que son 1, luego:
P+141=0 = 3=0
Lo que serfa una contradiccién. Sea entonces 1 una raiz de 22 4+ x + 1, luego:

plxy) = im0 g gdmtl g ginat2
= (@)™ + (@) + (27)"2a
= 1+x+ x%
0

Es decir 1 es raiz de p(z), de manera anéloga podemos concluir que la otra rafz de 22 + z + 1, llamemosla

x9 es tambien raiz de xs. Por Gltimo como x1,xs son raices de p(x), tenemos que (x — 1) (z — x2)|p(x) o
dicho de otra manera (22 + z + 1)|p(z), que era lo pedido.
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P15. [Funciones de polinomios]
Sea I : R[z] — R, definida para todo polinomio p € R[z] de la forma p(z) = Y apz® como F(p) = > p_, ax. Es

k=0
decir, F es la funcién que a todo polinomio le asocia la suma de sus coeficientes.

a) Estudie inyectividad y sobreyectividad de F.
b) Sea p € R[z] tal que F(p) = 0. Encuentre z € R tal que p(z) = 0.

Solucion 15.
a) = Inyectividad:
Notemos que x # 1, pero F(z) =1y F(1) = 1. Es decir F no es inyectiva.
= Sobreyectividad:
Sea y € R definamos el siguiente polinomio p,(z) = y, luego:

F(py) =y

Es decir F' es sobreyectiva.
n n
b) Notemos que si F(p) = 0 para p(x) = > apz®, entonces 3 ax = 0. Luego:
k=0 k=0

p(1) = Zaklk = Zak =F(p)=0
k=0 k=0

Es decir 1 es el  buscado.
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P16. [Encontrar un polinomio]
Sea p(z) € R(x) un polinomio ménico con gr(p) = 3. Se sabe que p(x) es divisible por (x — 1) y que los restos de sus
divisones por (z — 2), (x — 3) y (x — 4) son iguales. Determine p(x), justificando sus pasos, y encuentre todas sus

raices.

Solucién 16. Notemos que como (z — 1)|p(z):
plx) = (z —1)q(z)
Donde como p es moénico ¢(z) = x? + bx + c. Luego:
p(x) = (x — 1)(2® + bx + ¢)

Utilizando el teorema del resto, tenemos que p(2) = p(3) = p(4). O de manera equivalente:

p(2) = p(3) . 44+42b+c¢c = 2(9+3b+¢) . db+c = -14
p(3) = p4) 2943b+¢) = 3(16+4b+¢) 6b+c = -30
Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos que b = —8 y ¢ = 18. Por tanto:

p(x) = (z —1)(2® — 8z +18) = 2® — 92% 4 26z — 18

Nos falta encontrar las raices. Es claro que Tr1 = 1 es una raiz ara encontrar las otras usaremos la férmula
’
para la cuadratica sobre IL'2 —8x + 187 de donde tenemos que:

8+ /64 —4-18
e =y =4+iV2, z3=4-iV2

To3 =
2
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P17. [Factorizacién y Morfismos]

a) Sea p(z) = x° — b + 1423 — 142% + 132 — 9. Se sabe que una de las raices de p(x) es x = i. Calcule todas las
raices de p y factoricelo en R y en C.

b) Sea a € R. Se define ¢ : R[z] — R por:
¢(p(x)) = pla)
(i) Demuestre que ¢ es un morfismo epiyectivo entre los anillos (R[z], +,-) v (R, +, ).
(i) Prucbe que 1 ({0}) = {(z — a)g(x) : a(x) € Rla]}.

Solucién 17.

a) Como i es raiz, sabemos que i = —i tambien lo es, luego (z —4)(x +1i) = (2% + 1) divide a p(x). Dividiendo
polinomios tenemos que:

( x575x4+14x3—14x2+13z79):(x2+1):m3—5x2+13x—9

_ 45 _ 3
— 5zt + 1323 — 1422
5t + 522
132% — 922 + 13z
— 1323 — 13z
— 922 -9
9z2 +9
0

Ocupando el teorema de la rafz racional sobre el polinomio resultante (¢(z) = 23 — 522 + 13z — 9) sabemos
que si r = ¢ € Q es raiz a|9 y b|1, por ende las posibles raices racionales son:

{£1,43,£9}
Veamos si hay alguna:
q(1) = (1)*=5(1)*+13(1)-9=0
Es decir 1 es raiz de ¢q. Ocupando el algoritmo de Horner para dividir ¢(z) por z — 1, tenemos:

( 2*=522+13x—-9): (z—1)=2>—4z+9

— 23 422
— 422 + 132
422 — 4z
92 — 9
-9 49
0

Por tltimo solo queda factorizar 2% — 4z + 9. Ocupando la férmula cuadrética tenemos:

4j:\/;6—36:4j:§\/gz:2i\/52,

T12 =
Hemos encontrado todas las raices:
21 =24+V5i 29=2-VbBi a3=1 z4=i x5=—i

Su factorizacién en R es:
p(x) = (2% — 4o+ 9)(z — 1)(a® + 1)
Y la factorizacién en C es:

p(z) = (x — 2 = V5i)(x — 2+ V5i)(x — 1)(z +i)(z — )
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(i) Verifiquemos primero que es morfismo para ambas operaciones:

p(lp+a9)(z) = (@+qgla)
p(a) + q(a)
o(p()) + ¢(g(w))

Y ademaés:

e((pg)(x)) = (pg)(a)
= pla)q(a)
= »(p(=))ple(z))

Veamos que es sobreyectiva. Sea b € R, queremos encontrar p € R[z] tal que ¢(p(z)) = b. Definamos
py(x) =y, luego:
e(py(x)) = py(a) =y
De donde concluimos el resultado.
(ii) Tenemos la siguiente cadena de equivalencias:

p(z) € 7 1({0})

p(p(z)) = pla) =0

a es una raiz de p(x)

(z —a)|p(z)

Existe ¢ € R[] tal que p(x) = ¢(x)(z — a)

rree

De donde concluimos.
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P18. [Correspondencia en Polinomios]
Sea p € Clz].
a) Demuestre que p(z) es sobreyectivo, si y s6lo si gr(p) > 1.
Hint : Puede ser util el teorema fundamental del dlgebra.
b) El objetivo de esta parte es probar que p(x) es inyectivo, si y sélo si gr(p) = 1.
(i) Demuestre que si gr(p) = 1, entonces p

(ii) Demuestre que si gr(p) < 1, entonces p(z) no es inyectivo.
(iii) Sea n > 1, A,a € C. Definamos ¢ € C[z] como:

q(z) = Mz —a)"

) es inyectivo.

(z
(z

Demuestre que ¢(z) no es inyectivo.
(iv) Concluya la direccién que falta.

Solucién 18.

a) = (=)
Probaremos la contrarreciproca, es decir:

gr(p) <1 = p(x) no es sobreyectiva

Si gr(p) < 1, entonces p(x) = ¢ para algun ¢ € C. Tomemos entonces a # ¢, luego Vo € C

p(z)=c#a
De donde vemos que p no es sobreyectivo.
= (=)
Sea b € C, queremos encontrar a € C tal que p(a) = b. Definamos entonces el siguiente polinomio:
f(@)=p(x) -0
Como gr(p) > 1, entonces gr(f) > 1. Por el teorema fundamental del dlgebra existe xq tal que f(zo) = 0.
Luego:
flxo) =0
p(zo) =b =
p(zo) = b

Tomando a = zg concluimos.

b) (i) Sigr(p) =1, entonces p(z) = ax + b con a # 0. Sean z,y € C, tales que p(x) = p(y), luego:

p(x) = p(y)
ax+b = ay+b
ar = ay
r =y

Por tanto p(x) es inyectiva.

(ii) Sigr(p) < 1, entonces p(x) = a. Luego 0 # 1, pero p(0) = p(1), es decir p(z) no es inyectiva.

(iii) Como n > 1, sea wg y wy dos raices n-ésimas de la unidad tal que wg # w;. Definamos ug = wo + a y
u; = wy + a, es claro que ug # u1, pero:

q(up) = Mup—a)® = Awo+a—a)”
qiur) = Mup—a)® = Mwi+a—a)®

[
> >
—~
SIS
=
3 3
[
> >

Es decir g(ug) = q(u1) y por tanto ¢(z) no es inyectiva.
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(iv) Recapitulando. En la parte (¢) probamos que:
gr(p) =1 = p(x) es inyectivo
Nos falta probar la reciproca. Por contrarreciproca probaremos que:
gr(p) #1 = p(x) no es inyectivo

Como el gr(p) # 1, tenemos que gr(p) < 1 o gr(p) > 1. Si gr(p) < 1, de donde concluirfamos por la
parte (i7). Asumamos entonces que gr(p) > 1, tenemos dos casos:

= Caso 1: (p tiene solamente una raiz)
Si p tiene solo una raiz, llamemosla a € C | entonces p es de la forma:

p(x) = Mz —a)"

De donde por la parte (i), tenemos que p(x) no es inyectiva.
= Caso 2: (p tiene al menos dos raices)
Si p tiene al menos dos raices, llamemoslas a, b € C. Entonces p(a) = p(b) = 0, de donde concluimos
que p(x) no es inyectiva.
Como de cualquier manera p(x) no es inyectiva, concluimos.

30



Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

P19. [Una productoria]
El objetivo de este problema es probar que para m > 2:

T () =sin ()i (37) oo (5207 o (257) =

Para esto se le propone lo siguiente:

a) Pruebe que:
m—1

[T —we) =0 —w)d—ws)...(1 = wp2)(1 = w1) =m
k=1

Donde wy, ... ,w,,_1 son las raices m-ésimas de la unidad en el orden usual.
Hint: Considere el polinomio p(z) = 2™ — 1.

b) Use la parte anterior conjugando para demostrar que:

w2 (o () (o () (3 (B (1 (20

¢) Concluya.

Solucién 19.
a) Notemos que las raices del polinomio p(z) son exactamente las raices m—ésimas de la unidad, luego:
2P —1=p()=E-1(z—w)(z—w)...(z —wm—2)(z — Wm_1)
Dividiendo a ambos lados por (z — 1) tenemos que:

(?:_1? =(z—w)(z—ws)...(z2 — wn_2)(z — Wn_1)

Dividamos z™ — 1 por z — 1 con Horner:

Es decir:

Igualando con lo que tenfamos antes:
L2 2 l=(z—w)(z —wa) . (2= W2) (2 — W_1)
Reemplazando z = 1 tenemos:

P p1m2 4 4141 = (I—w)(l—w)... (1 —wm_2)(1 = wm_1)
m = (1—wl)(l—wg)...(l—wm_g)(l—wm_l) (1)

Que era lo pedido.
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b)

Conjugando (1) tenemos:

m = (1—w)(l—ws)...(

1-— wm,2)<1 — wmfl)

m = (Il—wp) - (1—ws)--

Multiplicando (1) y (2) obtenemos:
2

m? = |[1—w |l —waf*...

Notemos que como todo wy = cos (2 ) + isin (21”).

|1—wk|2

oo ()

2 (1 — cos (M
m

Ocupando este hecho en (3) tenemos:

= aomom () (1o () (2552
it = o (1o (2)) (1 ()

Que era lo pedido.

Recordemos la siguiente identidad trigonométrica:

‘ (m) . (m) 2
l1—cos|— | —isin| —
m n

)2 ,2<21m)
+ sin B
n

11— W 1]?[1 — Wy,

1|2

(1 —wp—2) - (1 = wn1) (2)

2k 2k 2k
= 1-—2cos (W> + cos? <W> + sin? (W>
m m n

=1

))

(1 cos (2220

cos(2u) = 2cos?(u) — 1

2(1 —sin?(u)) — 1

= 1-—2sin*(u)

Es decir:
(1 — cos(2u))

Ocupando este hecho en la parte b) tenemos que:

() ()
m? = 2771 (2sin® (%)) (281n2 (T;T)) (2

2 -2
m? = (2"”_1 sin (1) sin <7T) -...-sin ((m)ﬂ-
m m m

Notando que tanto m como (2’”*1 sin ( X ) sin (2”) .

do raiz sobre (4) tenemos:

m = 2™ lgin (1> sin <27r) .
m m

= 2sin®(u)

. (1 ~ cos (M

o (5))

)2 (e (57))

) (e ()

)) (1-e (5))
sin ( )) (2 sin ( 1)7T>)
m? = 2m-lgm-l (sin2 (%)) (sin2 (3:;)) (sin ( - >) (sm ( m = Dm ))

(4)

.- sin ((mm2) ) sin ((mfl)ﬂ>) son positivos, toman-

m

.- sin ((m - Q)W) sin <(m

- 1)7r>
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Dividiendo por 2™~! concluimos la identidad buscada.
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