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“Resumen” Examen

= Una proposiciéon légica es un enunciado que toma un
valor de verdad V' o F.

= Los conectivos légicos son operaciones entre proposicio-
nes y permiten construir nuevas proposiciones a partir
de proposiciones ya conocidas.

= Las tablas de verdad de las proposiciones béasicas son:

plallpVg pla|lphg
p D VIV Vv VIV Vv
VIIF VIF| V VIF| F
FlVv FlV]| VvV F|V]| F
F|F| F F|F| F

= Los conectivos V y A son asociativos, conmutativos y
distribuyen uno con respecto a otro.

= Otras proposiciones conocidas son:

L= a=0®Va
2. (p = =lp = )N (¢ = p)
3. (p¥e) = < g
= Se dird que una proposicién es una tautologia si su va-

lor de verdad es siempre V, en cambio si es siempre F'
diremos que es una contradiccion.

= Algunas tautologias utiles son:

(pVa) <= (PAQ)

(pAq) < (PV7Q)

(p = q) <= (@ =D

(P = )N (g = 1)) = p = 1)

= Una funcién proposicional es una expresién p(x), tal
que al reemplazar = en la funcién esta se transforma en
una propocision p(zx).

= Un cuantificador nos proporciona informacién sobre los
objetos a evaluar en la funcién proposicional. Los clési-
cos cuantificadores son :
1. Cuantificador Universal (V), se lee “para todo”.
2. Cuantificador Existencial (3), se lee “existe”.
3. Cuantificador de Existencia y Unicidad (3!), se lee

“existe un tnico”.

= Las negaciones clasicas con cuantificadores son:

1. [Vz,p(z)] <= [Bz,p(z)]

2. [Bz,p(x)] = [‘v’x,]Tx)]

3. Bz, p(z)] =
[V, p(x)] V [, y, p(x) A p(y) A # y]

La proposiciéon € A se lee x pertenece al conjunto A.

A partir de un conjunto universo U y una proposicion
légica p(x), podemos definir el conjunto A de quienes
satisfacen la proposicién légica como:

(Vo)[(z € A) <= (x €U A p(x))]
O de manera abreviada:

A={zel:p)
Se define el conjunto vacio como:
d={zeclU:z#x}={}
Diremos que A es subconjunto de B si:
(ACB) < [(x€ A) = (xz € B)]
De similar manera:

(A=B) < [(AC B)A(BC A)]

Sean A y B dos subconjuntos de U. Definimos las si-
guientes operaciones entre conjuntos :

1. AUB={z:2€ AVx € B}
2. AnNB={z:2€ ANz € B}
3. A={z:z ¢ A}

4. AA\B=AnNB*

.

AAB=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN B)

La unién e interseccién satisfacen las leyes de conmuta-
tividad, asociatividad, distributividad y de Morgan.

Definimos el conjunto de las partes de un conjunto A
como la familia de todos los subconjuntos de A.

P(A) =24 ={X C A}
Sea a € Ay b € B, definimos el par ordenado (a,b)
como:
(a,b) = {{a},{a,b}}
La igualdad de pares ordenados es por coordenadas, es
decir:
(a,b) = (¢,d) <= (a=cAb=4d)

Definimos el producto entre A y B como:

AxB={(a,b):ac ANbeE B}
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Llamaremos funcién de A en B a cualquier f C A x B
tal que:
(Vac€ A)3be B) (a,b)cf

Si f es una funcién de A en B lo anotaremos como
f: A — B, de igual manera si (a,b) € f lo anotaremos

fla) =0

Si f: A — B al conjunto A lo llamaremos dominio de
f v a B lo llamaremos el recorrido de f.

Sif:A— Byg:C — D entonces:

Dom(f) = Dom(g)
A

f=g = Ree(f) = Rec(g)
N

(Vo € Dom(f))(f(z) = g(z))

Sea f : A — B. Diremos que f es inyectiva si Vz,y
verifica:

v#y = fl@)# fy)

O de manera equivalente:

Sea f: A — B diremos que f es sobreyectiva (o epiyec-
tiva) si verifica:

[Vy € B][3z € Ally = f(z)]

Diremos que una funcion es biyectiva si es sobreyectiva
e inyectiva.

Sea f biyectiva. Definimos f~! como:
Vz € Alvy € Bl[f(x) =y <= [~'(y) = 4]
Sea f: A— By X C A, definimos:
f(X)={beB:3zxe X, f(x) =0}
Sea f: A — By X C B, definimos:
X)) ={acA: f(a) e X}

Sea f: A— Byg: B — C definimos la funcién
composicién (go f): A — C como:

(g0 f)a) =g(f(a))
Sea f:A— B,g: B—Cyh:C— D, entonces:

L ho(gof)=(hog)of
2. Ipof=foly=f,donde Ix es la funcién iden-
tidad del conjunto X.

3. Si f es biyectiva, entonces fof ' =Igy flof =
I4.

= Sea f: A— Byg:B — C, entonces:

1. Si f y g son inyectivas, entonces (go f) es inyectiva.

2. Si f y g son sobreyectivas, entonces (g o f) es so-
breyectiva.

3. Si fy g son biyectiva, entonces (go f) es biyectiva.
4. Si (g o f) es inyectiva, entonces f es inyectiva.

5. Si (g o f) es sobreyectiva, entonces g es sobreyec-
tiva.

» Sea f: A— B biyectivayseag: B— A

1. Sigo f =14, entonces g = f!
2. Si fog=1Ig, entonces g = f1.

m Sean f: A— Byg:B — A tales que:
gof=1Ia [fog=1Ip
Entonces f y ¢ son biyectivas y f~! = g.

= Sea f: A— B, g: B— A biyectivas, entonces:
(gof) ™t =ftog™!

= Dados dos conjuntos no-vacios A y B, diremos que R
es una relacién en A x B si R C A x B. Denotaremos
aRb cuando (a,b) € R. Si A = B simplemente diremos
que R es una relacién en A.

= Sea R un relacién en A, diremos que R es:
1. Refleja si y sdlo si:
(Vo € A)(zRx)
2. Simétrica si y sélo si:
(Vz,y € A)(zRy = yRz)

3. Antisimétrica si y sélo si:

(Vo,y € A)([zxRy ANyRz] = x=y)
4. Transitiva si y sélo si:

(Va,y,z € A)([tRy AyRz] = aRz)

= Sea R una relacién en A, diremos que R es un orden en
A si es una relaciéon refleja, antisimétrica y transtiva. Si
ademés R verifica la propiedad:

(Va,b € A)(aRbV bRa)

lo llamaremos orden total.
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= Sea R una relaciéon en A, diremos que R es una relacién
de equivalencia si es refleja, simétrica y transitiva.

= Sea R una relaciéon de equivalencia en A. Para todo
a € A definimos la clase de equivalencia de a como:

[a]r = {z € A: aRx}
Y construiremos el conjunto cuociente como:
AR={XCA:Jx e A, X =[z]r}
Es decir el conjunto de las clases de equivalencias.

= Sean z,y € A y R una relaciéon de equivalencia en A,
entonces:

1. [z]r # 0.
2. 2Ry = [7]r = [y]r-
3. (2Ry) <= [z]r N[ylr =0

= Sea P una familia de conjuntos. Diremos que P es una
particién de X si satisface:

o (¢ P.
e J A={z:(3AcP)[zxe ]} =X.
AEP
e SiA,Be Py A+ B, entonces AN B = ().

= Sea P una particién de X. La siguiente es una relacién
de equivalencia sobre X:

x~y < JAcPtalquex,ye A

= SiR es una relacién de equivalencia en A, entonces A/R
es una particién de A.

= Sean a,b € Z. Existe un tnico par ¢,r € Z tal que:

a=g¢b+r AN 0<r<|b

= Sea p € N, p > 2. Definimos la relaciéon de equivalencia
modulo p como:

v=py < [k e Zl[(x —y) = kp]
Esta relacion es de equivalencia y ademas:
z] =p=A0l=,.[ll=,.---.[p—1z,}
A este tltimo conjunto se le suele denotar por Z,.
= Consideremos una proposicién:
(Vn e N,n > ng)p(n)
Entonces esto es equivalente a:
p(no) A[(Vn = no)p(n) = p(n+1)]
y también es equivalente a:

p(no) A[(Vn = no)(p(no) A--- Ap(n—1)) = p(n)]

= Sea ag,ai,...,a, una secuencia de nimeros reales, de-

finimos su suma desde m hasta M como:

M
Zak:am+am+1+"'+aMfl+aM

k=m

= Las sumas verifican las siguientes propiedades:

k=m
M
2 Z )\ak = Z ar
k=m
M M
3 . (ar + bg) kZ ap+ > by
M+s
4 Z ap = Z Af—g
k=m k=m+s
M l M
5. > ap= >, ag+ >, ag
k=m k=m k=l+1
M
6. kZ Al — g1 = G — Apf+1

Suma aritmética:

- 1
S (At kd) = (n—l—l)—l—d%
k=0
Suma geométrica: (si r # 1)
rntl 1 i P+l

n
> -

=0 k=1

Suma de cuadrados:

,  nn+1)2n+1)
Zk 6

Suma de cubos:
Zkg, ( n(n+1) ) (Zk>

Definimos el factorial de n por la siguiente recurrencia:
nl=nn-1! 0=1

De manera més informal:
nl=n-(n—-1)-...-2-1

También puede ser definido como las manera de permu-
tar un conjunto de n elementos.
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Definimos el nimero binomial (Z) como el nimero de
subconjuntos de tamano k que posee un conjunto de
tamafo n. Si k < n, entonces:

(1) = m

Identidad de Pascal:
n\y (n-—1 n n—1
k) k k—1
Teorema del Binomio: Sean x,y € R, n € N. Entonces:
(l‘ + y>n _ i n xkyn—k
k=0 k

Si tenemos una suma doble cuyos limites inferiores y
superiores no dependen de los indices. Entonces:

m n

>3 =3 Y

k=0 j=0 §=0 k=0

Desde ahora consideraremos A y B conjuntos.

Diremos que A y B tienen el mismo cardinal si existe
f : A — B biyectiva. En tal caso diremos que |A| = |B|.

Si existe f : A — B inyectiva, diremos que |A| < |B|.

Si existe f : A — B inyectiva, pero no existe g : A — B
biyectiva, diremos que |A| < |B).

Tenemos las siguientes propiedades del cardinal:

1. |4 <A].
2. Si A C B, entonces |A] < |B|.
3. Si |A| < |Bly |B| <|C], entonces |A| < |CI.

Teo. de Cantor-Bernstein-Schroder:
Si |A| < |B|y |B| < |A], entonces |A| = |B].

Sea n € N Definimos:
N,={zxeN:1<z<n}
Se tienen las siguiente propiedades sobre N,

1. |Nk| < |Nk+1|
2. m<n < |N,| <IN,

Esto justifica escribir |[Ny| = k.
Diremos que un conjunto A es finito si y solo si:
Jk € N tal que |A| = |Ng|

En caso contrario diremos que A es infinito.

N es infinito y si un conjunto A es tal que |A| = |N| lo
llamaremos numerable, si se verifica |A| < |N| diremos
que es a lo mas numerable.

Z y Q son numerables.
A es un conjunto infinito si y sélo si |[N| < |A].

Sea A un conjunto infinito tal que |A| < |N|. Entonces
Al = [N].

Sea (An)nen = Ao, A1, A2, ..., A,,... una coleccién
numerable de conjuntos definimos su unién como:

U A ={z: @k eN),z € 4}
keN

Sean A, B conjuntos numerables, entonces A X B es
numerable.

Sean (Ap)r_, = Ao, A1,..., A, conjuntos numerables.
Entonces:

H A = Ap X ... x A, es numerable.
k=0

Sea (A, )nen coleccion numerable de conjuntos nume-
rables. Entonces:

U Aj, es numerable.
keN

Sea (Ay)nen coleccién a lo més numerable de conjuntos
a lo mas numerables. Entonces:

U Aj es a lo mas numerable.
keN

Sea A un conjunto infinito, y sea x € A. Entonces |A| =

[ANA{z}]-
Un conjunto A se dird no numerable si |N| < |A].
R es no numerable.

Dado A un conjunto no vacio. Diremos que * es una
ley de composicion interna (u operacién binaria) si * es
una funcién

siAxA - A
(,y) = @xy

Si * es una l.c.i. definida en el conjunto A, al par (A4, )
le llamaremos estructura algebraica. Si el conjunto A
tiene definida una segunda operaciéon A, denotaremos
por (A,x,A) a la estructura algebraica que considera
ambas l.c.i. en A.
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= Sea (A, *) una estructura algebraica.

1. Diremos que es asociativa si

Voe,y,2€ A (z*xy)xz=z%* (y*2)

2. Sea e € A. Diremos que e es un neutro para * si

VreA exz=zx*xe==x

3. Si e € A es el neutro para *, diremos que = € A es
invertible si:

Jye A yxx=zxxy==x
4. Sea a € A. Diremos que a es absorbente si:

VreA zxz*xa=axzx=a

5. Sea a € A. Diremos que a es idempotente si:
axa=a

Sea (A, *, /\) una estructura algebraica. Diremos que A
distribuye con respecto a * si

Ve,yz€ A A (yx2)=(xDy)*(zAz)
Ve,y,z€ A (y*x2)Dz=(yAz)x(zAx)

Una estructura algebraica (A, ) tiene a lo méas un ele-
mento neutro.

En una estructura algebraica (A, %) con neutro y asocia-
tiva los inversos son tnicos. En este caso si x € A posee

inverso, lo podemos denotar sin ambigiiedad como z~*.

Sea (A, *) una estructura con neutro y asociativa.

1. Si z € A es invertible, entonces (z71)~! = z.

2. Si 2,y € A son invertibles, entonces (z *y)~! =
y lxxh

3. Si z € A es invertible, entonces es cancelable. Es
decir Vy,z € A

THRY=T*2 = Y=2
Y¥T=2%xT = Yy =2

Si (G, ) es una estructura algebraica asociativa, con
neutro y tal que todo elemento es invertible, entonces
diremos que (G, *) es un grupo. Si ademas la operacién
* es conmutativa, diremos que es un grupo abeliano.

Sea (G, *) un grupo, entonces:

1. El inverso de cada elemento es unico.
2. (Vz e Q), (a7 H) 1 =u.

3. Vo,y € @), (x*xy)t=y Lxazh
4. Todo elemento x € G es cancelable.

5. Para todo a,b € G, las ecuaciones:

axxr1 =0
Toxa=2>0
tienen solucién tnica. Ellas son 1 = a ' b y

To=bxa 1.

6. El tnico elemento idempotente de G es su neutro.

Sea (G,*) un grupo, y sea H C G. Diremos que H es
subgrupo de G si (H,*) también es grupo.

Caracterizaciéon de Subgrupo: Sea H # (), entonces:

(H, *) subgrupo de (G, *) < (Ve,y e H)zxy ' € H

(Zy,,+r) es un grupo abeliano.

Teorema de Lagrange: Sea (G, x) un grupo finito y
(H, *) un subgrupo de (G, ). Entonces |H| divide a |G]|.

Sea (G,*) un grupo. A |G| le llamaremos el orden del
grupo.

Sean (A, *) y (B,A) dos estructuras. Diremos que f :
A — B es un morfismo si Vx,y € A verifica:

flexy) = f(z) A fy)

Si f es un morfismo biyectivo, le llamaremos isomorfis-
mo.

Sean (A,*) y (B,A) dos estructuras tales que existe
f : A — B isomorfismo, diremos entonces que (A4, x*)

es isomorfo a (B,A) y lo denotaremos por (A,x) &
(B,4).

(R+7 ) = (R7 +)
Sean (A,*) y (B,A)y f: A— B un morfismo sobre-
yectivo (a veces llamado epimorfismo), entonces:

1. Si % es asociativa, entonces A también.

2. Si * es conmutativa, entonces A también.

3. Si * tiene neutro, entonces /A también. Mas aun
si e es el neutro para x, entonces f(e) es el neutro
para A.

4. Si (A, *) es asociativa con neutro y a € A es in-
vertible, entonces f(a) es invertible y f(a)™! =

fla™t).

» Si f:G — H es un morfismo y tanto (G, *) como (H, )

son grupos, entonces:
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1. f(eg) = €y.
2. fla™) = f(a)™!

La composicién de morfismos es morfismo.

Si f: A — B es un isomorfismo, entonces f~!: B — A
también.

2 es una relacién de equivalencia.

A una estructura (A, +,-) le llamaremos anillo si satis-
face:

1. (A, +) es un grupo abeliano.
2. - es asociativa.
3

- distribuye con respecto a +.
Sea (A, +,-) un anillo, tenemos la siguiente notacién:
1. Alneutro de (A4, +) se le suele denotar por 0, mien-

tras que el inverso de x para + se denota por —zx.

2. Si (A4, -) tiene neutro a dicho neutro le llamaremos
1, més atin diremos que (A, +,-) es un anillo con
unidad. Si z € A posee inverso para - lo denotare-
mos por z L.

3. Si - es conmutativa, diremos que (A,+,-) es un
anillo conmutativo.

= (Z,+,") es un anillo conmutativo con unidad.

» Si (A, +,-) es un anillo con unidad y |A| > 2, entonces

0+#1.
= Sea (A,+,-) un anillo, entonces:

. 0 es absorbente.

Vz,y € A), —(xz-y) = (—x) -y =z (—y).
(Va,y € A), (~2) - (~y) =2

Si A tiene unidad:

L

VeedA) —z=(-1)-z=x-(-1)

(Zy, +n, ) es un anillo conmutativo con unidad.

Sea (A,+,-) un anillo. Si z,y € A\ {0} son tales que
z -y = 0, diremos que x e y son divisores del 0.

Sea (A,+,-) un anillo y a € A\ {0}, luego:

a es divisor del 0 <= a no es cancelable

Sea (K, +,-) un anillo conmutativo con unidad tal que
todo z € K\ {0} es invertible, diremos que (K, +,-) es
un cuerpo.

De manera equivalente (K+, ) es un cuerpo si y sélo si:

1. (K,4) es un grupo abeliano.
2. (K\ {0},-) es un grupo abeliano.

- distribuye con respecto a +.
(R,+,-) ¥y (Q,+,-) son cuerpos.
Un cuerpo no tiene divisores del 0.

Sea (A, +,-) un anillo conmutativo con unidad tal que
|A| es finito. Entonces (A, +,-) no tiene divisores del
cero si y sblo si (A, +,-) es un cuerpo.

(Zy,+,-) es un cuerpo <= n es un primo.

Sea C = R? dotado de las siguientes operaciones:

z+w = (214 wi, 22+ we)
zow = (lel — ZoW2, Z1W2 + U/122)
(C,+,-) es un cuerpo.

Sea R = {(21,0) € C :
(R, +,-) = (R, +,-).

z1 € R} C C, entonces

Usualmente anotaremos los (a,b) € C como a+bi. Don-
de ademés i? = —1.

Sea z = a + bi € C. Definimos la parte real y la parte
imaginaria respectivamente como:

Sean z, 21,29 € Cy XA € R, entonces:

Re(z1 + 22) = Re(z1) + Re(29).
Im(z1 + 2z2) = Im(z1) + Im(z2).
Re(Az) = ARe(z).
Im(Az) = Alm(z).
z1 = 22 < [Re(z1) = Re(z2) A Im(z1) = Im(29)]

9”'.“935\9!—‘

Sea z = a + bi € C. Definimos el conjugado de z como:

Z=a—bi

Sean z,w € C. Entonces:
Ztw=Z+Wyz—w=72—W.
w=z-w. Siw#0 (2)
Si A € R, entonces Az = AZ.

Z
=.

Re(Z) y Im(2) = —Im(z).
%(z +Zz) yIm(z) = 2%(z —Z)

.\’@F”P?ﬂ!\’t—‘
x|
I
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= Sea z = a + bi. Definimos el médulo como:
|z| = Vz-Z=+Va?+b?

= Sean z,w € C. Entonces:

Czl=Zly2=0 <= |z|=0.

- [Re(2)] < 2] y [Tm(z)[ < [2].

- zw] = [2llwl y |z + w] < 2] 4 [w].
. Si z# 0, entonces 27! = %

. Si w # 0, entonces ’§| = %

e N

ot

Sea 0 € R. Definimos €% como:

e’ = cos(0) + isin(f)

Sea 0, p € R, entonces:
1. |e?] =1.
2. el = (eif)~1 = ¢,
3. elleiv = i0t9)
4. ()" = ¥ = cos(nf) + isin(nd)

arg(z) es el angulo de z con el eje real. Se acostumbra
a escoger un angulo en el rango (—m, .

Forma Polar: z = |z|e’ arg(z)

Si e = e, entonces existe algiin k € Z tal que 0 =
@+ 2km.

Sea z € C y n > 2. Diremos que z es una raiz n-ésima
de la unidad si 2™ = 1.

. , . . 2km
Las raices n-ésimas de la unidad son de la forma €'

con k €{0,...,n—1}.

Sea z,w € Cyn > 2. Diremos que z es una raiz n-ésima
de w si 2" = w.

Las ragiggks n-ésimas de z = Re'® € C son de la forma
VRe'"n  conke{0,...,n—1}.

Sean > 2. La suma de las n raices n-ésimas de la unidad
vale 0.

Consideraremos a (K, +,-) como el cuerpo R o C. Un
polinomio es una funcién p : K — K de la forma:

n
p(z) = Zakxk =apt+ax+...+apx”
k=0

donde ag,ay,... ,a, son constantes en K a las que lla-
maremos coeficientes.

Al conjunto de polinomios con coeficientes en K se le
denota Klz].

Sean p, q € K[z].

p=¢q <= Los coeficientes de p y ¢ son iguales.

Sea p € K|z]. Definimos gr(p) (el grado) como el k
mas grande tal que ar # 0. Si p = 0, diremos que
gr(p) = —oo.

Diremos que p € K[z] es ménico si el coeficiente asocia-
do a z8"(®) es 1.

Sea p(z) = Y apz® y q(x) = 3. bra® definimos:
k=0 k=0

n

L (pta)z)= go(ak + bg)zk

2 (p)@) = 3 (:O“ib’”> "

k=0

Estas operaciones verifican:

L. gr(p + q) < max{gr(p), gr(q)}.

2. gr(pq) = gr(p) + gr(q)-

(K[z], 4+, -) es un anillo conmutativo con unidad, que no
posee divisores del 0.

En (K[z],+, "), los tinicos elementos con inverso para -
son los polinomios de grado 0.

Sean p,d € K[z] con d # 0. Entonces existe un tnico
par q,r € K[z] tal que:

1. p=qd+r.
2. gr(r) < gr(d).

A r lo llamaremos resto. Si r = 0, diremos que d divide
a p y lo denotaremos por d|p.

Teorema del Resto: Sea p € K[z] y ¢ € K. El resto
de dividir p por el polinomio (z — ¢) es p(c).

Diremos que ¢ € K es una raiz de p € K[z] si p(c) = 0.

Sic1,co,... ,c son raices distintas de p, entonces:

(x—c1)(x—c2)...(x —cx)lp(x)

Sean > 1. Si p € K[z] es tal que gr(p) = n, entonces p
posee a lo mas n raices distintas.

Sean > 1y p,q € Kz] tales que gr(p) < ny gr(q) <n.
Si p y g coinciden en n 4+ 1 puntos distintos, entonces
son iguales.
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= Teorema Fundamental del Algebra:
Sea p € C[z] tal que gr(p) = n > 1. Entonces p posee
al menos una raiz en C.

= Sea p € C[z] tal que gr(p) = n > 1. Entonces existen
a,c1,... ¢ € Cyly, -1, €N tales que:

p(z) =a(z —c) .. (z—cp)lm

= Sea p € C[x] con coeficientes en R y sea z € C una raiz
de p. Entonces Z es una raiz de p.

= Sea p € R[z], tal que gr(p) = n > 1. Entonces existen
valores «, ¢y, ... ,Cm,a1,b1,...,0as,bs € R tales que:

p=a(z—cy)...(x—cp)(@®+arz+by) ... (22 +asz+by)

= Teorema de la Raiz Racional: Sea p € R[z], con
coeficientes en Z. Si 7 y s son primos relativos tal que
= es una rafz de p, entonces:

rlag A slan
» Sea p € R[z] ménico con coeficientes en Z. Entonces
toda raiz racional de p es entera y divide a ag.

= El algoritmo de Ruffini permite dividir un polinomio p
por = — c.



