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1. Introduccion

La presente guia tiene como propdsito orientar a los alumnos que cursan su primer ano de
universidad en la resolucién de los problemas presentados en el apunte del curso Introduccion al
Algebra, es importante destacar que siempre va a existir mas de una soluciéon para un determi-
nado problema, los que se presentan a continuacién son solamente una referencia y bajo ninguna
circunstancia seran la unica forma de resolverlos, recordar que es sélo una orientacién y un sélo
método propuesto. Es recomendable que realicen los problemas en un comienzo sin ver las pautas y
solamente si no han podido resolverlo después de pasado un tiempo vean la solucion, no es malo ver
pautas, ayuda a entender mejor el ejercicio y entrega otra mirada de como abarcarlo, sin embargo,
tampoco es bueno estar pendiente de la pauta en todo momento ya que uno se vuelve dependiente
de ellas, y se termina convirtiendo en un problema mecanizado.

Un buen método de estudio no es precisamente memorizarse todas las formas de resolver un
problema ya que siempre preguntaran por uno nuevo, es preferible discutir en grupo las cosas que
no se entiendan y luego explicar los conceptos con sus propias palabras a modo de entender la
materia, no hay que memorizarse férmulas sino mas bien saber de dénde provienen.

Debido a que es la versién 7.0 es posible que atun existan errores de tipeo, les agradeceria que
cualquiera que encuentren me lo informen para corregirlo a la brevedad. Si hay cosas que ain
después de leida la solucion siguen sin entenderse pueden consultar a mi mail para explicarlo con
mas detalle, y para luego en ediciones posteriores profundizar en dicho problema.

La materia vista en este curso puede ser en algunos momentos abstracta y es por esto que al-
gunos problemas se explican con ejemplos mas concretos para poder facilitar la comprension de
éstos, es indispensable entender los conceptos de estas 15 semanas, especialmente de las primeras,
ya que entregan una base muy necesaria para los cursos posteriores.

Espero que esta guia sea de ayuda a las generaciones que vienen y que sea un buen material
de apoyo. La idea surgié después de ser auxiliar de este mismo curso y creo que los mismos estu-
diantes serdn capaces de ir mejorando este material con el pasar de los tiempos.
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2. Semana 1

P1 (a)
(pvag) e @Ar)=((g=p ANp=r1))
< [(pVa)=@Ar)A(pAT)= (V)= ((a=p) Ap=T))
S [(EAYVAT)ADVT)V (V)= ((ag=p)AP=T))
S[(EADVPAT)AGVPVTVYl= ((g=p)AD=T))
S (A V@A) AV]I= ((g=p)A(p=T))
S (A VAT) = ((a=p) Ap=T1))
S (v A@VvT)Vlg=p) Ap=r1))
< (v ApVIeVa ATV ((@=p)A(p=r))
< (PAD)V(gAD)V (PAT)V (gAT)V ([@VP)A(PVT))
< AD)V(aAD)V (b AT)V(gAT)V ([(@Vp) ADIV [(@Vp) AT])
< (PAD)V(gADP)V (PAT)V (gAT)V (pPAD)V ([@AD)V(@AT)V(PAT)
& FV(@AD)V(pAT)V(GAT)VEV (@AD)V (@AT)V(pAT)
< (qADP)V (PAT)V(gAT)V(@AD)V (@AT)V(pPAT)
< (@AD)VI(gAT)V(@AT)V(@AD)V (DAT)V (pAT)
< (AD)V(GAT)V(@AT)V(@AD)V[pA (T VT
< (gADP)V(gAT)V(@AT)V(GAD) VI [pAV]
< (@AD)V(gAT)V(@AT)V(GAD) VP
& (@AD)V(gAT)V(@AT)VI@VP)ADBVD)
< (@AD)VI(gAT) V(@A) V(@Vp) AV]
< (AD)VI(gAT)V(@AT)V(TVp)
< (@AD)V(@VP)VI(gAT)V (GAT)
& (@Vp)V(@Vp V(@AT)V(@AT)
S VV(AT)V(GAT)
sV

Como habran notado, este método a veces puede resultar poco eficiente, ahora se veran
otros que para ciertas situaciones es mucho mas rapido. Lo que esta a la izquierda de la
implicancia se llama hipétesis ((pV q) < (p A r)), v es la informacién que uno tiene a
disposicion y se sabe que es verdadera, recuerden que la implicancia es una consecuencia
o algo que se quiere deducir a partir de la hipodtesis, para futuras demostraciones siempre
se utilizara esto para llegar a demostrar que es verdadero el resultado final (parte derecha
de la implicancia). Ahora aplicaremos, sabiendo esto, este método en el mismo problema,
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es decir, desde la izquierda llegar a la derecha mediante tautologias o propiedades.

(pVg) < (pAT))
S ((pva=@Ar)A(lpAr)=(pVq)
S (A VEAT)APVT)VI(PVa)
S (A VAT)ANPVPVTVQ)
S (A VAT)AV
S (PAGV(pAT)
S (A V) A ((PAG V)

S PV A(@VPADBVT)A(@GVT)
S VAa@vpA@Vr)A@Vr)

S @Vvp)A@VT)A(GVT)

= @vpA(@Vr)

S (@=pAp=r)

Fijarse que efectivamente a partir de la izquierda se llegd a la derecha, y se utili-
zaron equivalencias y una tautologia conocida ((p A ¢) = ¢), cuando se tienen va-
rias proposiciones unidas con el colectivo légico A, implica en particular al menos
una de ellas, por ejemplo, ((p A g AT AmAs) = r), es facil demostrarla ya que
(pANg) = q) < ((pANqg)Vq) < (PVGVq) & pVV < V notar que al revés no es cierto,
es decir, p no implica p A ¢ y por eso que es una implicancia y no una equivalencia.
Debido a esto que se nos pide demostrar ((pV q) < (pAT)) = ((¢=p)AN(p=71))y
no ((pvq) < (pAr)) < ((g=p)A(p=r)) ya que al revés no ocurre.

Existe otra forma de resolver el problema y es tomando la parte derecha de la implican-
cia, trabajar con ella un poco y en algin momento del desarrollo utilizar la hipotesis
para llegar a que efectivamente es una tautologia, aplicaremos este método en el mismo
problema.

GAD)V(PAD)V(GAT)V (PAT)
GAP)VEV(GAT)V(pAT)
qAD)

S R N

)
(pAT) \aqui se utiliz6 la hipétesis ((pV q) < (p A 1))
)
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Como se pudo apreciar, en un momento se utiliza la hipdtesis, que es verdadera, para
realizar el cambio oportuno y resolver el problema, debido a que ((pV q) < (pAT)) es
una equivalencia, el cambio también se hizo mediante una equivalencia, y se llegé a una
tautologia tal cual se queria demostrar.

Todos estos métodos son validos y ninguno es mejor que otro, dependera exclusivamente
del problema, existe un cuarto método que es por inspecciéon o contradiccion, muy
utilizado cuando se tienen implicancias, se resolvié de esa manera en el ejemplo (d) y
sugiero revisarlo.

(b)

(p =) A (r=q)
<=9 N@G=T7)
= [(p=7)] \transitividad

Este método lo que hizo fue tomar la parte de la izquierda de la implicancia del problema
[(p = q) A (r = q)] y llegar, mediante propiedades y tautologias, a la parte derecha de
la implicancia [(p = 7)], se utilizé especificamente la transitividad en proposiciones.

(c)

(d) Supongamos que no es tautologia, como nos piden demostrar que si lo es, deberiamos
llegar a una contradiccién, en efecto, si suponemos que no es tautologia quiere decir que
existe un caso en el cual la expresion

l(p:>§)/\‘£7\/q)/\rl:>\p;

Es falsa, esto solamente se puede dar si 1 es verdadera y 2 es falsa, con esto necesa-
riamente p es verdadero, luego para que 1 sea verdadero (p = q), (FV q) y r deben
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2 SEMANA 1

serlo. Dado que T es falso, solamente queda que ¢, sea verdadero (7 V ), pero como p
es verdadero, necesitamos que g también lo sea (p = q), es decir, que ¢ sea falso, con lo
cual hemos llegado a la contradiccion ya que ¢ tiene que ser verdadero y falso a la vez
para que no sea tautologia, como esto no sucede, lo que se supuso al principio no era
correcto y, por lo tanto, si estamos en presencia de una tautologia.

P2 (a) Como p = g es falsa, necesariamente p es verdadero y ¢ es falso, luego la expresién

queda como sigue

pV(gAr) < (pVr)Ag
S VV((EATr)S (VVr)AF

< (VVF)e (VAF)
S Ve F

< F

Por lo tanto esa equivalencia no puede ser verdadera.

(b)

-

[s = (rv7)]

=>L(p:>q)/\s/\T]

-~

1

-~

2

Notemos que 1 siempre es verdadero ya que (r V T) lo es, esto obliga a que 2 también
lo sea, con esto presente, s es verdadero, r es falso y (p = q) < (p A Q) es verdadero,

finalmente, p es verdadero y ¢ es falso.

(c) Primero procedemos a trabajar un poco la expresion.

o~~~

Se realizé el cambio correspondiente de ¢ < V' por hipdtesis de enunciado, ademas
(pANq) < (pAV) < pno es equivalente con s < r, con esto lo mejor es separarlo por

Casos:

1) p es verdadero

=

[(PVTF)AS|VpV(rAs)
S [(FVTF)AS|VVV(rAs)

v

Sebastian Espinosa Trujillo
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2) p es falso, como no es equivalente con s < r, significa que s < r es verdadero, con
esto tenemos nuevamente 2 casos

2.1) r, s son verdaderos

[(DVTF)AS|VpV(rAs)
S [(VVE)ANFIVFEV(VAYV)
SV

2.2) r,s son falsos

[(DVTF)AS|VpV(rAs)
S [(VVV)AVIVFEV(FAF)
&SV

Con lo que se concluye que es una tautologia
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3. Semana 2

P1 - Casobase (n=1):2-7+3-5—5 = 24 claramente divisible por 24.
- Hipétesis inductiva: Supongamos que 2 - 7" + 3 - 5" — 5 = 24k , para cierto n > 1 con
k € 7. Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto
- PDQ 27"t 4+ 3.5"" —5 =244, con j € Z.
2.7 4+3.5" -5 =14-7"+15-5" -5
=2.-7"+3-5"=5412-7"+12.5"
= 24k 4+ 12(7" + 5") \hipétesis inductiva
= 24k + 12(21) \7" + 5"es siempre par (suma de 2 impares)
= 24(k+1)
= 24j \con j € Z

Para convencerse vamos a demostrar que 7" 4+ 5" es par o lo que es lo mismo, demostrar que
es divisible por 2, se hara mediante induccion.

- Caso base (n = 1): 7' + 5! = 12 claramente divisible por 2.

- Hipdtesis inductiva: Supongamos que 7"+ 5" = 2k , para cierton > 1 con k € Z. Ahora
debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto

- PDQ 7"t 4 5" — 5 =24, con j € Z.
T M = 7.7 455"

=6-7T"+7"+4-5"+5"
=6-7"4+4-5"+T7"+5"
=6-7T"4+4-5"+2k \hipétesis inductiva
=2(3-7"+2-5")+2k
=2(3-T"+2-5"+ k)
=2j \con j € Z

P2 - Caso base (n =10): 10* = 1000 < 2'° = 1024.

- Hipdtesis inductiva: Supongamos que n® < 27, para cierto n > 10. Ahora debemos
demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto

- PDQ (n+1)% < 27t
(n+1)=n*+3n*+3n+1
<n®+3n?+3n? +1 \como 1 < 3n multiplicando por n se tiene 3n < 3n*
< n® 4 3n% 4 3n%+ 3n? \como 1 < v/3n elevando a 2 se tiene que 1 < 3n?
< n®+9n?
<n*4n? \como 9 < n multiplicando por n* se tiene 9n* < n?
< 2" 42" =nt! \hipdtesis inductiva

Sebastian Espinosa Trujillo 9 Consultas: seba-spio@hotmail.com
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Es posible realizar el problema de otra manera, menos directa, pero igualmente valida, que
es hacer induccién sobre induccién, es decir, si en el momento que realizan el paso induc-
tivo llegan a una desigualdad que no es directa, pero les ayuda a resolver el problema, la
demuestran con induccién, pueden aplicar induccién sobre induccién cuantas veces quieran.

P3 Primero calculamos a(3) = 3[a(2) + a(1)] + 1 =Ty a(4) = 3[a(3) + a(2)] + 1 = 25.

(a) - Casobase (n=1):a(3-14+2)—1=a(5)—1=3[a(4)+ a(3)] = 3[3[a(3) + a(2)] +
1+ a(3)] = 96 claramente divisible por 2.
- Hipdtesis inductiva: Supongamos que a(3n + 2) — 1 = 2k, para cierto n > 1, con
k € Z. Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto
- PDQ a(3(n+1)+2)—1=2j,con j € Z.

aBn+1)+2)—1=a(Bn+5)—1
3la(3n +4) + a(3n + 3)]

—

3la(B3n+3) +a(B3n+2)] — 1+ a(3n+ 3)]

4a(3n+3) + 2a(3n +2) + a(3n + 2) — 1]

4a(3n + 3) + 2a(3n + 2) + 2k] \hipdtesis inductiva
3[2a(3n+3) + a(3n +2) + k|)

j \con j € Z

3
3
=3
2
2

— —

—~

(b) - Caso base (n=1):3a(3-1+1)+5 = 3a(4) + 5 = 80 claramente divisible por 8.
- Hipdtesis inductiva: Supongamos que 3a(3n + 1) + 5 = 8k, para cierto n > 1, con
k € 7. Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto

- PDQ 3a(3(n+1)+1)+5=28j, con j € Z.

3a(3(n+1)+1)+5 = 3a(3n +4) + 5
=3[3a(3n+3) +3a(3n+2)+ 1] +5
=9a(3n+3)+a(3n+2)]+38
= 9[3[a(3n+2) + a(3n+ )] + 1 +a(3n +2)] + 8
= 36a(3n +2) + 27a(3n + 1) + 17
= 36[a(3n+2) — 1] +36 +9[3a(3n + 1) + 5] — 45+ 17
= 36(2¢) + 36 + 9[3a(3n + 1) + 5] — 45 + 17 \parte (a)
= 36(2i) + 9(8k) + 8 \hipétesis inductiva
=8(9% + 9k +1)
=38j \con j € Z

(c) - Casobase (n=1):a(3-1)+a(3-1+1) = a(3)+ a(4) = 32 claramente divisible
por 32.
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- Hipétesis inductiva: Supongamos que a(3n) + a(3n + 1) = 32k, para cierto n > 1,
con k € Z. Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto

- PDQ a(3(n+1)) +a(3(n+ 1) + 1) = 324, con j € Z.

a(3(n+1))+aBn+1)+1)=aBn+3)+a(B3n+4)
a(3n+3) +3a(3n +3) +3a(3n +2) +1

=43a(B3n+2)+3a(B3n+1)+1) +3a(3n+2) +1
= 15a(3n +2) +12a(3n + 1) +5
= 15(3[a(3n + 1) + a(3n)] + 1) + 12a(3n + 1) + 5
= 45(32k) + 15+ 12a(3n + 1) +5  \HL.I
— 45(32k) + 15+ 4(3a(3n + 1) + 5) — 20 + 5

(

(

= 45(32k) + 32i \parte (b)
— 32(45k + i)
= 32j \con j € Z

1
P4 - Casobase (n=1): (1+2) = 2920:11 = (Hi)f(f*l) = (x+1).

2n_1

- Hipétesis inductiva: Supongamos que (1+z)(1+2?)(1+2%)(1+2%")...(1+2>") = =7,
para cierto n > 1. Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto

2n+1

2 3 n—1 n x _
- PDQ (14 2)1+2?)(1+2*)1+2¥)..(1+2* )1 +2¥) = =—1
n— n 2 - 1 n
1+2)1+2)(1+2P)1+2%) 1+ 27 )1 +2?) = 2 S(1a”)  \HL

x_

- r—1
R |

T -1

B 2n+1 1

-1
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4. Semana 3

P1 (a) (1) Por algebra légica:
(Vz)[z € B\A = x € (]

Sea x( arbitrario

rg € B\A=x2y€C

Sro€e BNA = x0e C

S r9gEBANrge A= 19 C
Saxg€d BVagg AVayel
S o€ B°Vaye AVaye
Srg€dC°Vryge B°Vrye A
S 19 ECVary e (B°UA)
S a9 C®=uxg€ (B°UA)

Como es para un zg arbitrario se concluye que C¢ C (B°U A).
(2)

B\ACC
< C°C (B°UA) \NnD
=C°NDC(B°UA)ND
< (D\C)C (B°UA)ND
< (D\C)C (B°ND)U(AND)
< (D\C)C (B°ND)U(AND)C(B°ND)UA \X ND C X siempre!
= (D\C)C (B°ND)UA

Nota: Siempre se tiene que, dados dos conjuntos cualesquiera A y B, AN B C B y
A C AU B, demostrar esto es bastante sencillo y se hace con dlgebra logica.

Para el primer caso
(Vz)[re BNA=z € A

Sea x( arbitrario

o€ BNA=uz2y€ A
SrgEBANrge A= a9€ A
Srg€d BVargZ AVrye A
sV

Para el segundo caso

(Vz)jr e A= 2 € AU B]

Sebastian Espinosa Trujillo 12 Consultas: seba-spio@hotmail.com
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JI’ Ba
Sea x( arbitrario

s

=
o
=

[

R

ro€EA=x0€ AUB
SroeA=>ax0€ AVayge B
S g AVarye AVay e B
&SV

(b) = Sesabeque AC AUB,y que ANC C C luego usando esto y la hipdtesis se tiene que:
ACAUB=ANnCCC
se concluye que A C C'y de manera andloga B C A.

< Como B C A, uniendo con A se tiene que BUA C AUA, ademas A C AU B, siempre,
luego, uniendo ambas expresiones, se tiene la igualdad B U A = A, de manera anéloga,
como A C (', intersectando con A, se tiene que AN A C CNA, ademas ANC C A,
juntando ambas expresiones se tiene que A N C' = A, con esto se tiene finalmente que

ANC=A=BUA, esdecir, ANC = BUA.
P2
(AAB)AC=AUBUC

< (AAB)AC=U \yva que C' = (AU B)*

s (AAB)AC=U \AC

= (AAB)A(CAC)=(UACQC)
< (AAB)AD=C"
s AN(BAD) =C°
s AAB=AUB
< (AUB)\(ANB)=AUB
< (AUB)N(ANB)=AUB

Ahora procedemos a trabajar con esta igualdad mucho mas sencilla que la original.
= Como AUB = (AUB)N(ANB)¢ C (ANB)°, luego AUB C (ANB)° < ANB C (AUB)°,
intersectando con A a ambos lados se tiene que
ANBC (AUB)° \NA
= ANBNACA°NB‘NA
& ANBCH
Y como () € AN B siempre sucede se concluye que AN B = ().
< Como AN B = (), se tiene que
(AUB)N(ANB)* = (AUuB)N(0)°
=(AuB)NU
=AUB

Sebastian Espinosa Trujillo 13 Consultas: seba-spio@hotmail.com
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5. Semana 4
P1 Se resolvera por contrareciproca,es decir,
A#40=3X, Y e PU))(AUX =AUY AX #Y)

Al castellano, hay que encontrar dos conjuntos tales que AU X = AUY y ademds sean
distintos entre si. En efecto tomemos X = A e Y = (), los cuales son distintos por hipdtesis
(A # (), se tiene entonces que AUX = AUY & AUA=AUD < A=A, lo cual es
correcto, y se concluye la demostracion.

P2 = Se sabe por propiedad del apunte que P(AN B) = P(A) N P(B), con esto se tiene que
P(A)NP(B) = P(ANB) = P(0) = {0}

< Sesabeque ANBC Ayque ANBCB

ANBCANANBCB
< ANBe P(A)NANB € P(B)
< ANB e P(A)NP(B)
= AN B e {0}
< ANBC

Y como ) € AN B se tiene lo pedido (AN B = ().

P3 (1) AcFluegp A®Ac Fo ANAe Fe A F.
(2) A, B°e F,luego A*® B € F = (A)°N(B)eFsANBe F.
(3) Como (A°N B°) € F, por (1), se tiene que (A°NB°)°e F < AUB € F.

(4) Como (A°NB°) € Fy (AN B) € F, se tiene que (AN B°)® (ANB) € F &
(ANB)NANB)eFs (AUB)N(ANB)*eF& AABEF.

(5) A,A°e F luego A@ Ae F& e F,como () e F,por (1), 0ce F& U e F.
P4 (a) Como x siempre pertenece a E se tiene que dg(z) = 1, como x nunca pertenece a () se
tiene que dy(x) = 0.

(b) Tenemos 4 casos:

- da(x )—1y(53( )=1,esdecirz € Ayx € B,conlocualx € ANB, 04(x)dp(x) =
5AmB(='U)

- 0a(z) = 1y p(z) =0,esdecirz € Ayx ¢ B, conlocual x € ANB, 04(x)dp(x) =
5AQB('Z‘ =0.

- 0a(x) =0y op(z)=1,esdecirx ¢ Ayx € B,conlocual x ¢ ANB, 04(z)dp(z) =
5AQB($ :0
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- 0a(x) =0y op(x)=0,esdecirx ¢ Ayx ¢ B,conlocual x ¢ ANB, 04(x)op(z) =
danp(z) = 0.
Se concluye que d4(x)dp(r) = danp(z).
(c) = SizeCdc(x) =1, perocomo C C D= x€ Ddpxr)=1SiagC d(x)=0,
luego dp(z) = 0 o 1, en cualquier caso se tiene que d¢(x) < dp(x).
< Tomando = € C,dc(z) = 1 debido a que d¢(x) < dp(z),0p(x) =1 =z € D.
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6. Semana 5

P1 Para f
- Inyectiva: (Vni,ny € IN\{0})(f(n1) = f(n2) = n1 = na) en efecto, sean ny, ny arbitra-
rios f(ny) = f(ne) < i = ﬁ S nyp = no.

- Sobreyectiva: (Vy € Q)(3In € N\{0})(f(n) = y), notemos que esto no es cierto, si, por
ejemplo, tomamos y = 20 (claramente es racional), deberiamos tomar un n = 4% de esta
manera f(n) = + = 20 = y, sin embargo, ﬁ ¢ IN, luego no es sobreyectiva.

40

Para ¢

- Inyectiva: (Vq1,q2 € Q)(9(q1) = g(g2) = ¢ = ¢2) en efecto, sean ¢y, ¢y arbitrarios
9J@)=9(@) e L= q=0q

- Sobreyectiva: (Vy € Q)(3¢ € Q)(g(q) = y), en efecto, basta tomar ¢ = 2y, con esto se
tiene que g(q) = 9(2y) = 3 = .

Con esto se concluye que solamente g es biyectiva.

Nota: Por lo general, no siempre se entiende la sobreyectividad en un principio, recordemos
que existen 2 conjuntos en las funciones (de partida y de llegada), la sobreyectividad nos pide
que, para CUALQUIER elemento del conjunto de llegada, debemos encontrar un elemento en
la partida, tal que al evaluarlo en la funcion, nos dé como resultado ese elemento cualquiera
de la llegada, veamos el siguiente ejemplo para demostrar epiyectividad f : R - R x —
f(z) = 3z + 8 por ejemplo, si queremos obtener el valor 8 como resultado en el conjunto
imagen (de llegada), ;Cudl elemento tomamos en el conjunto de partida? Debemos tomar el
x =0 ya que f(0) =3-0+8 =8, para 9, tomamos = =% ya que f(3)=3-3+8=9 yasi...
Pero en sobreyectividad, se requiere encontrar un elemento en el conjunto de partida, dado
un y CUALQUIERA del conjunto de llegada, (de ahi el cuantificador Yy ) entonces, sCudl
elemento hay que tomar?, lo que se hace es despejar la funcion, asi como sacar la inversa,
aun cuando no se haya demostrado que la posea, eso fue lo que se hizo implicitamente para los
dos ejemplos anteriores, se resolvieron las ecuaciones 8 = 3x+8 y 9 = 3x + 8 donde nos dio
los resultados 0y % respectivamente. Entonces para un y cualquiera se resuelve la siguiente
ecuacion y = 3x + 8 lo que nos da como resultado v = yT_S con esto f(x) = f (9;38) =
3- yT_S + 8 =y con esto vimos que encontramos para un elemento cualquiera del conjunto de
llegada, otro elemento del conjunto de partida que nos permite llegar a dicho valor arbitrario,
con lo que se demuestra sobreyectividad.
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P2 (a) Sise despeja z en funcién de f(x) = y la expresiéon queda

20+ 1

4= T — 2

yr —2y =2r+1
yr —2x =2y+1
_2y+1
=, 2

X

Se observa entonces que el conjunto imagen (los y) pueden tomar cualquier valor en R
excepto el 2 ya que en ese caso no esta definido el z que tomar.

(b) (Vay,z9 € R\{2})(f(z1) = f(x2) = x1 = x2) en efecto, sean x,xo arbitrarios f(z;) =
flz2) & % = 2;”22—_*21 & (2r14+1)(22—-2) = 222+ 1) (21 —2) © 201200 — 421+ 22— 2 =
2010 — 49 + 71 — 2 & 1 = 9.

(c) Notemos que el dominio no cambia y ademds f(x) = g(x), luego de la parte (b) se tiene
la inyectividad, falta solamente demostrar la epiyectividad.

- Epiyectiva: (Vy € R\{2})(3z € R\{2})(f(x) = y) en efecto, dado el despeje reali-
zado de la parte (a), sea un y cualquiera real distinto de 2, bastarfa tomar z = 2ytl

y=2"
2211+21 +1
Con esto se tiene que f(z) = A, = Y Una vez demostrado que la inversa existe

y—2
el calculo de ésta es despejar x en funcién de y, luego se intercambian y por z. (En
realidad esto tltimo no es tan necesario porque las variables son arbitrarias).

2z +1
-2
yr —2y =2z +1
yr —2x =2y+1

. 2y +1
= 2
2 1
y = x+2 cambio de x por y
x_
2z +1
1 o

P3 Lo dificil del problema es entenderlo, la resolucién es sumamente sencilla, lo primero se define
un conjunto L,; que contiene todos los puntos en el plano tales que a es pendiente y b es
coeficiente de posicién (en el fondo ese conjunto L es una recta) y luego un conjunto £ que
contiene estas rectas, por ejemplo Ly, Ls 3. El conjunto H son pares ordenados de rectas,
tales que dicho par debe intersectarse y no pueden ser las mismas rectas. La funcién lo que
hace es sacar un par ordenado de H y entregarnos otro par ordenado (pero de nimeros
reales), que corresponde al punto de interseccién de las rectas. Se pide demostrar que es
sobreyectivo, es decir, encontrar para cualquier par ordenado (zo, yo) pares de rectas (Lj, Lo)
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tales que al intersectarlas nos entregue como resultado (xg,yo), como se habran percatado,
existen infinitos pares de rectas que hacen esto, y como nos piden al menos un par, tomemos
el mas simple L; =z y Ly = yo (recta vertical y horizontal), con esto se concluye lo pedido.
P4 (a)
f(f(X)) =ANn(BU[AN(BUX)])
=AN((BUA)N(BUBUX))
= AN(BUA)N(BUX)
= AN(BUX)

Recordemos que [A N (B U A)] € A pero también AN(BUA) & (ANB)U (AN

A) & (ANB)UA, luego A C [(AN B) U A], juntando ambas expresiones se tiene que
[AN(BUA) = A.
(b) Sino es inyectiva entonces (3X1, Xo € P(U))(f(X1) = f(X2)AX; # X3) , Se analizardn
3 casos:
- Tanto A # FE como B # () se cumplen, para eso tomemos X; = F y X, = B¢, se
tiene que f(X;) = AN(BUE) = Ay f(Xy) = AN(BUB®) = A, luego encontramos
X; y X tales que f(X7) = f(X3) y ademés X; # Xs, por lo tanto, no es inyectivo.
- Se cumple A # E pero B # () no, es decir, B = () para eso tomemos X; = () y
Xy = A°, se tiene que f(X;) =ANDUD) =0y f(Xs) =AN (DU A°) =0, luego
no es inyectivo.
- Se cumple B # () pero A # FE no, es decir, A = E, para esto basta tomar los mismos
conjuntos que en el primer caso.

(c) Si no es sobreyectiva entonces (Y € P(E))(VX € P(E))(f(X) # Y), notemos que
para Y = E, como A # FE es imposible encontrar un X tal que f(X) = E, ya que A
necesariamente es mas chico que E, sin importar con que conjunto (BUX) se intersecte,
el resultado no podra llegar a valer F.
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7. Semana 6

P1 Por definicién de conjunto preimagen

g‘l(Z):{er | geZ}:{Q:p | z €7}

1
o' @ = {eem) | ez}
T
P2 Sea y € f(A)\f(B) esto significa por definicién que

y € J[(A\f(B)
<y e (f(A)Nf(B))
ey e f(A) Ay e f(B)
& (Fz € A)(f(z) =y) A (Ve € B)(f(z) # y)
Esto dltimo quiere decir que (32 € A\B)(f(z) = vy) ya que si x estuviera en B contradice que
(Vz € B)(f(x) # y). Con lo anterior se deduce que y € f(A\B) y conestoy € f(A)\f(B) =

y € f(A\B), f(A\f(B) C f(A\B), de manera analoga f(B)\f(A) C f(B\A), finalmente
uniendo ambas expresiones y recordando que f(A)U f(B) = f(A U B) se tiene que

FLANS(B)U f(B)\f(A) € fF(A\B) U f(B\A)

f(A) A f(B) € f((A\B) U (B\A))

f(A) A f(B) € f(AAB)
Si es inyectiva, bastaria probar que f(A\B) C f(A)\f(B), en efecto, sea y € f(A\B)
entonces existe un = en A\B tal que f(z) = y, por tanto, y € f(A), no puede haber
otro T € B tal que f(T) = y ya que de ser asi no serfa inyectivo, luego y ¢ f(B) y se
concluye que y € f(A\B) = y € f(A\f(B), f(A\B) C f(A)\f(B) de manera andloga
f(B\A) C f(B)\f(A). Dicho esto, se tiene f(A\B) C f(A\f(B)y f(B\A) C f(B)\f(A),

uniendo ambas expresiones se tiene que

FANB)U f(B\A) € f(ANS(B) U F(B)\f(A)
F((A\B)U(B\A)) € f(A) A f(B)
f(AAB) C f(A) A f(B)
Con esto y usando la parte anterior se tiene que f(A) A f(B) = f(AA B).
P3 Recordando que f(A)U f(B) = f(AU B)
FB\S(A) =0
FB)NfA) =0 \Uf(A)
(F(B)U f(A) N (f(A) U f(A )) =0U f(4)
(F(B)U(A))NU = f(A)
F(BYUf(4) = f(4)
f(BUA) = [(A)
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P4 (a) La relacién es de orden si es refleja, antisimétrica y transitiva
- Refleja: Sea p € P se sabe que (p < (p Ap)) < pRp.
- Antisimétrica: Sean p,q € P Como pRq < ((pAq) & q), ademés ¢Rp < ((¢Ap) <
p), juntando ambas expresiones se tiene que p < (¢ A p) < ¢, luego p < ¢ y por
definicién p = q.
- Transitiva: Sean p,q,r € P tales que pRq y qRr, se tiene que (¢ A r) < r , pero
como q < (p A q), significa que ((pAg) A1) < 1, lo quellevaa (pAr) < r < pRr.

Luego la relacién es de orden.

(b) Si es de orden total se debe cumplir que pRq V ¢Rp

pPRqV qRp
< [(pAg) =g VigAp) < pl
S lprhgd =N (g@= @A)V I(gAp)=p) A= (gADp))
Slg=@rgIVIip=(¢gAp)]
< qV(Ag VDV I(gAD)
S qVpV(pAg)
& (qAp)V(PAq)
sV

P5 La relacion es de orden si es refleja, antisimétrica y transitiva

- Refleja: Claramente (Vz,y € R)(zR1y = zR1y) < RiQR;.
- Antisimétrica: Sean Ry, Ry € A

RiQRy AN RyQ Ry
& (Vx,y € R)(xRyy = xRoy) A (Vz,y € R)(zRyy = zR1y)
& (Vo,y € R)[(zR1y = xRy) N (xRoy = xRyy)]
< (Va,y € R)[(xR1y < xzRyy)
& Ri=Ry

- Transitiva: Sean R, Ry, Rz € A

RiQRy N\ RyQR3
< (Vx,y € R)(xRyy = xRoy) A (Va,y € R)(zRaoy = zR3y)
& (Vz,y € R)[(xR1y = xRyy) A (xRyy = xR3y)]
= (Vz,y € R)[(zR1y = 2 R3y) \transitividad en proposiciones
< RiQRs
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Luego la relacion es de orden, para ver si es parcial, entonces hay que encontrar 2 relaciones
Ry, Ry € A tales que Ry f0Ry A Ry )Ry, pensemos por ejemplo 2Ry : si x e y dividen a 6
y xRyy : si 6 divide a x e y, podemos ver entonces que R; f)Rs, basta tomar x =2 e y = 3,
y también R, f2R;, basta tomar x = 18 e y = 24, luego la relacién es de orden parcial.

Sebastian Espinosa Trujillo 21 Consultas: seba-spio@hotmail.com



> >
ot

1
B~

UNIVERSIDAD DE CHILE
FacurLtAD DE CIENCIAS FiSICAS Y MATEMATICAS
c UNIDAD DE CALIDAD DE VIDA ESTUDIANTIL 8 SEMANA 7

MA1101 INTRODUCCION AL ALGEBRA

8. Semana 7

P1 (a) La relacién es de equivalencia si es refleja, simétrica y transitiva

- Refleja: Sea x € A, dada la propiedad de f si se toma k = n se tiene que f™(z) =
r & rRx.

- Simétrica: Sean z,y € A, como xRy existe un k; tal que f*)(z) =y, luego compo-
niendo la funcion n — k veces se tiene que f" 50 (z) = 2 = fR(y) < yRw.

- Transitiva: Sean z,y, 2 € A, como xRy existe un k tal que f*(z) =y, y también
como yRz existe un ky tal que f*2)(y) = 2, si f*)(2) = y se compone ky veces se
obtiene f*1+k2)(g) = fk2)(y) = 2 & Rz existe la posibilidad que 2n > ky+ky > n

en ese caso en vez de tomar k; + ko se toma ki + ko — n, en donde claramente
ki +ky —n <nyademds fFithe)(z) = 1) o flhithe—n)(p) — flhitke—n)(g) — 2

Luego la relacién es de equivalencia.

(b) b.1 Para n = 3 se tiene f®(zy, z9, x3) = f@ (29, 23, 21) = f(23, 21, 72) = (21, 20, 3)

b.2 [(0,0,0)]a = {(z,y,2) € {0,1} x {0,1} x {0,1} | (0,0,0)R(z,y,2)} = {(0,0,0)}
[(1’171)]14 {(33 Y,z )E A ‘ (171’1) ('T Y,z )} - {<1a171)}
[(1,0,0)]a =A{(z,y.2) € A | (1,0,0)R(z,y,2)} ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
[(LL0)]a={(z,y,2) e A | (1,1,0)R(z,y,2)} = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}

P2 (a) La relacién es de equivalencia si es refleja, simétrica y transitiva

- Refleja: Sea X € P(F), claramente AN X = ANX & XRX.

- Simétrica: Sean X, Y € P(E), como XRY & ANX =ANY © AnY =AnX &
YRX.

- Transitiva: Sean X,Y,Z € P(E), como XRY y YRZ se tiene que ANX = ANY =
ANZ=ANX=ANZ < XRZ.
Luego la relacién es de equivalencia.

(b) Primero demostraremos que {[X]/X € P(A)} C P(F)/R, es claro que A C FE luego
P(A) C P(FE) y con esto {[X]/X € P(A)} C P(E)/R, para la otra inclusiéon tomamos
un C' € P(E)/R esto quiere decir que C' = [M] con M € P(FE), si tomamos un conjunto
X = AN M, se puede ver que XRM, en efecto

X=ANM \intersectando con A
ANX=ANANM
ANX=ANM

< XRM

Pero como X C A (AN M C A), quiere decir que X € P(A), ademas dado XRM
significa que C = [M] = [X] con C € {[X]/X € P(A)}.
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(c) Por contrareciproca, como [X] = [Y] esto quiere decir que XRY <& ANX = ANY,
pero ademds X,Y € P(A), luego X C AeY C A, lo que significa que X = AN Xy
que Y = ANY, juntando ambas ecuaciones resulta que X =Y.

P3 (a) La relacién es de equivalencia si es refleja, simétrica y transitiva

- Refleja: Sea (aq,as) € A, tomando k = 0, es lo mismo que 2-0 = a1 +as —a; —as <
(a1, a9)R(ay,asz).

- Simétrica: Sean (ay, as), (b1, bs) € A, como (ay, az)R(b1,b) < a1 +as—by — by = 2k
con k € Z, reordenando la expresion: a; +as —by —by = 2k & —(by +by—a; —as) =
2k < by + by — a1 — ay = 2(—k), llamando k¥ = —k, que claramente es entero,
tenemos que by + by —a; —ay = 2K < (bl, bg)R(CLl, CLQ).

- Transitiva: Sean (aq,as), (by,b2), (c1,¢c2) € A como (ay,a2)R(b1,bs) < ay + as —
by — by = 2k y (b1,b2)R(c1,¢2) < by + by —c; —ca = 25 con k,j € Z Sumando
ambas expresiones tenemos como resultado a; + as — by — by + b1 + by — 1 — o =
a; +as — ¢; — cg = 2(k + j) lamando m = k + j que claramente es entero porque
la suma en Z es cerrada, se tiene que aj + ay — ¢; — ¢3 = 2m < (ag, az)R(cy, ¢2).

Luego la relacién es de equivalencia.
(b)
[(0,0)]r ={(z,y) €ZXxZ | (0,00R(z,y)} ={(z,y) EZXZ | v +y=—2k}

Este conjunto son los pares ordenados de niimeros tales que la suma de sus componentes
es par, esto solamente se puede dar si tenemos: (par,par) o (impar, impar), (nimeros
de igual paridad).

[(LO)]r ={(z,y) € ZXxZ | (1,0)R(x,9)} ={(2,y) € ZXZ | v+y=—-2k+1}

Este conjunto son los pares ordenados de niimeros tales que la suma de sus componentes
es impar, esto solamente se puede dar si tenemos: (par,impar) o (impar, par), (nimeros
de distinta paridad).

(c) Es claro que [(0,0)]z U [(1,0)]r € A = Z x Z (los pares ordenados fueron sacados
de Z x Z), falta demostrar la otra inclusién: Z x Z C [(0,0)]z U [(1,0)]r En efecto,
sea (z,y) € Z x Z, dicho par ordenado puede tener algunas de estas 4 combinaciones
posibles:

(par,par), en este caso pertenece a [(0,0)]z

- (impar,impar), en este caso pertenece a [(0,0)]r
- (impar,par), en este caso pertenece a [(1,0)|r
- (par,impar), en este caso pertenece a [(1,0)]z

Luego con esto se ha probado la inclusién que faltaba, se concluye que [(0,0)]z U
[(1,0)]r =Z x Z.
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(d) Lo que se pide encontrar aca es una funcién tal que lleve los nimeros (z,y) de distinta
paridad a tener la misma paridad, entendiendo esto, bastaria una funcién f : [(1,0)]r —
[(0,0)]r tal que (z,y) — f(x,y) = (z + 1,y), por ejemplo, si tomamos el par (3,8) que
estd en [(1,0)]g, al aplicarle la funcién quedaria (3 + 1,8) = (4, 8) que ahora pertenece
a [(0,0)]r, esta funcién es biyectiva, es de 2 variables, pero la pueden ver como dos
funciones por separado fi(z) =x+ 1y fa(y) = y esto es debido a que las componentes
de los pares ordenados son independientes entre si, claramente f; y fo son biyectivas,
luego f es biyectiva.

P4 (a) La relacién es de equivalencia si es refleja, simétrica y transitiva
- Refleja: Sea z € @, tomando a = 0 se tiene que p* =1 =2 & 2,7z,
- Simétrica: Sean z,y € ()4 como z{),y < % = p“® con a € Z reordenando se tiene

= p~?, luego eligiendo f = —a que claramente pertenece a 7, se tiene que
=p’ & yQ,r.

SIS

- Transitiva: Sean z,y, z € Q)+ como z82,y < % =p*eylz e L= pP cona,f €Z
, multiplicando ambas expresiones se tiene que % 4= plet?) eligiendo v = o + 3

que claramente pertenece a 7 porque la suma en Z es cerrada, se tiene que £ =

P’ & 2z,
Luego la relacién es de equivalencia.

(b)

11
o, ={r€Qs | 1a}={re@; | x=2"}= {1, 57 ...,2,4,8...}
P5 (a)
< 1 . k41
Sia(i)- £ ()
k=n k=n
= Z[log(k + 1) — log(k)] \telescopica
k=n

= log(m + 1) — log(n)
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% W_W
. . m(m—1) . .
21 —1) = 2 — ] -1 bio de ind
Z (26 —1) Z ( (z+ 5 ) ) \cambio de indice
Z_m(m 1)+1 =1
=) (2i+m(m—1)-1)
=1
= 22i+2m(m—1)—21
i=1 i=1 i=1
=2 Zz +m(m—1) Z 1-— Z 1 \las constantes salen
i=1 i=1 i=1
1
=2 m(m2+ ) +m(m —1)m —m  \sumas conocidas
=m’+m+m®—m>—m
= m3

(c)
3 . Z 1 V- VR
S kA DWEFL+VE) S VRE DRI+ VE) VERL-VE
—i VEFT- VR
= kR D1k
_Zm—f
= VR
2”: VE+T  Vk
_kl VEk+1)  E(k+1)

\racionalizar

- [1 1 } \telescdpi
= — - elescopica
—~VE VE+1 P
N vn+1
P6 - Casobase (n=1): Y ._, TE=s <&

- Hipdtesis inductiva: Supongamos que Z"+1 ik < g, para cierto n > 1. Ahora debemos

demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto
-PDQ Y1 <3

k=1 n+1+k — 6
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8 SEMANA 7

n+3

n+2 1 1
Z Ik Z —— \cambio de indice
k=1 k=2
= gé ! + CER \sumar 0
B ~n+tk n+l n+l
n+3
1 1 . P .
= Z - \incorporar el término en la sumatoria
~n+k n+l n+1
S L L L - -
= Z + + — \soltar tltimos 2 términos
~n+k 2n+3 2n+2 n+l
) 1 1
< = 6 T I3 12 \hipétesis inductiva
5 1
6 (2n+2)(2n+3)
< 5 \ 1 , 0
= - es siempre menor que
=6 (2n +2)(2n + 3) P d
P7 (a)  (f+ ) =2k f(R)f(n—k) =20k 1-1=3 0 gl=n+1

(f*9)(n) = > f(F)gln — k) = 34 o1-(n—k) = D4 on— 2%k =

nY ol — M = n(n 4 1) — 2O = L),

(9% 9)(n) = > 5, g(k)g(n —k) = Yok (n—Fk) = Zk onk — > k? =
(n+1)(2n+1) _ n 2(n+1) _ n(n+1) (2n+1) _ (n+1)(n?

nZZ:o’f—" 6

(b) nl(f *g)(n) = n!> i f(k)g(n —

- Caso base (k =1): Hy = le 17

- Hipétesis inductiva: Supongamos que Hor = Z

P8 (a)

2 6
k n—k n —

k) =nl32_ Ok"?zk:)':zk:0<)kb f=(atb)"

—1+ <1—|—1

< 1+ k, para cierto k > 1.

’le

Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto
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- PDQ Hyenn = Y2 L <14k + 1.
k ok
L L
=1 =1
B 2k ok 1
=1 ¢
2k 1 2k 42k 1
= Z n + Z 7 \separar suma en 2
=1 i=142F
AN |
= - bio de indi
;i+;i+2k \cambio de indice
2k 1
<1l+k+ ZZI PN \hipétesis inductiva
Fijarse que
2k
Z 1 n 1 - 1
q2k 142k 242k 0T 2k 4ok
Pero
1 < 1
1+2k = 142k
1 1
ST < o \hacer multiplicacién cruzada para verlo
1 < 1
2k 42k = 142k
Sumando todo queda:
! + ! + ...+ ! < ! + ! + ...+ !
142k 242k 77 2642k = 142k 1428 T 142k
2k:gces
k
— 1 2* o
Z - = < oF < 1 \multiplicacién cruzada para verlo
—~i+2 2F +1
Retornando a la desigualdad anterior
2k+1 1 Qk 1
izlgg 1+k++izli+2k

<l+k+1
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(b) - Casobase (n=1): 2., H; = Hy, pero Hy = 3.1_, 1=1,luego Hy = (1+1)H, —
l=(14+1)—-1=1.
- Hipétesis inductiva: Supongamos que » - | H; = (n+ 1)H,, — n, para cierto n > 1.
Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto
-PDQ Y Hi=(n+1+1)H, 1 — (n+1).

n+1 n
ZHi = ZHi+Hn+1
i=1 i=1
=(n+1)H,—n+ Hyy \hipétesis inductiva
1 o
=(n+1) Z; son + H,q \definicién de H,

1
:(n+1)22+1—1—n+Hn+1 \sumar 0

i=1

"1 n+1 n+1
i=1

n+1 n+1
1 1
- 1 - “1-n+H,
(n+);i+n+1 n+ Hyp
n+1 1
:(n—i—l);;—l—n—l—HnH \1ncorporarn+1 a la sumatoria

= (n + ]->H7‘L+1 —1—n+ Hn+1
(1) s — (01 1)
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9. Semana 8
P1 Expandimos de la doble sumatoria redefiniéndola como sigue
> 2 T by
i=1 j:i+j es par i=1 j=1
Tal que b; ; = a; j sit+j espary b, ; = 0 si 7+ j es impar, luego tenemos que

DR 3 918

1=1 j:i+j es par =1 j=1

=D bij

j=1 i=1
n n

=Y D bty D> by
j=1 4147 es par j=1 i:i+7 es impar

j=1 4:i+j es par

P1 Expandimos de la doble sumatoria redefiniéndola como sigue

DR B 9 ¥

i=1 j;j=0méd i  i=1 j=1
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Tal que b; ; = a;; si y méd ¢y b; ; = 0 si no

> Y -3

i=1 jij=0méd i  i=1 j=1

=22 b

j=1 i=1
n n

=2 > bty D by
j=1 4:j méd ¢ j=1 4:j no méd ¢
n

=Y D by
§=1 i:j méd i

= i > b

j=1 irj=ixk kEZ

= i > b

J=1 4:i divide a j

7=1 4:i divide a j

P3 Notando que |A| = |Upee C| = S cec |C|- Lo anterior debido a que los conjuntos en C son
disjuntos (una particiéon de A) y, en consecuencia, usando la proposicién 7.11 se concluye lo
pedido.

P4 Recordar que las funciones epiyectivas son aquellas que toman todos los elementos del codo-
minio. Dicho esto, supongamos que |A| = n, el problema de encontrar funciones epiyectivas
es simplemente un problema combinatorial, de los n elementos del dominio, extraigo k de
ellos cuya imagens sera 1, por otra parte, dado que es epiyectivo, n — k tendran imagen 0.
Extraer k elementos en n es (Z) y eso se hace para k € {1,...,n — 1}. Dicho esto se tiene que

n—1 n
n n
= —2
() -2 ()
k=1 k=0
=2"-2
=Ml _2

P5 a)

n

U

i=1

=S 1Al -3 S jan4 <Y A
i=1 =1

i=1 j=1,i#j

Lo ultimo debido a que el cardinal de interseccién es siempre mayor o igual que 0
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b) <«
Ja ZIAI—Z > 1ana
=1 21] 1z;é]
ZZ\A!—Z Z 10|
’Llj 11;&]
DI Sb o
i=1 j=1,i#j
= A
i=1
=

ZIM—Z > 04y

i=1 j=1,i#j

U

=1

i=1 j=1,i#j

AN A =0 Vi,je[l,n],i#j

P6 Probaremos que es biyeccién, es decir, inyectiva y epiyectiva

- Inyectiva: Vo, 25 € {0,1}* f(21) = f(22) = 71 = 75. En efecto, sean x, 5 funciones
arbitrarias que van desde A a {0,1}, si f(z1) = f(x2) quiere decir que z;'({1}) =
z5 ({1}) = A’ (Preimégenes iguales), ademés como x; y z son funciones necesaria-
mente z; ' ({0}) = 25 ({0}) = A” (notar que A’ U A” = A), por lo que si tomamos un
elemento a € A’ tenemos que x1(a) = x5(a) = 1, por otra parte si tomamos un elemento
a € A” tenemos que z1(a) = z2(a) = 0, por lo que las funciones son iguales.

- Epiyectiva VB € P(A) 3z € {0,1}* tal que f(x) = B, en efecto, dado B C A, si
elegimos la funcién definida como = : A — {0, 1} tal que z(a) =1sia € By z(a) =0
si a € A\B, se tiene que f(z) ={a € Alz(a) =1} & f(z) =271 ({1}) =

Concluimos que la funcién f es biyectiva

P7 Primero hay que notar que A es finito, la idea del problema es que la secuencia, que es infinita,
va sacando elementos de este conjunto, nos piden demostrar que existira algiin momento en
que estos elementos se van a repetir en la secuencia (lo cual es 16gico). A modo ilustrativo, pen-
semos en A = {1,2,3,4,5}, tomemos una secuencia aleatoria (zg, x1, X2, T3, T4, L5, Tg, T7, ... )
= (2,4,5,3,2,4,1,3,...), claramente encontramos 1,5 € IN,1 # 5 tales que x; = x5 (4 =
4). La demostracion es explicar esto mismo por contradiccién, supongamos que para todo
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l,j € N,l # j x; # x;, pero A tiene n elementos y la secuencia es infinita, luego es imposible
que no se repitan, entonces se concluye por contradiccion que hay [,7 € IN,[ # j tales que
T; = I.
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10 SEMANA 9

10. Semana 9

P1

n

k=1

Z(1+4+42+...+4’f—1)<:) -y §4<Z)

I
ol
-
N
.
Pl
Ll
N——

\geométrica

Wl

e
\/
|
/
w0
o
=
&
=
o

I
Wl =
[

2 (i)
SEO-E
= () = (]

_ 5o

3

\binomio

Sebastian Espinosa Trujillo 33

Consultas: seba-spio@hotmail.com



UNIVERSIDAD DE CHILE

A FAcuLTAD DE CIENCIAS FiSICAS Y MATEMATICAS

o) c UNIDAD DE CALIDAD DE VIDA ESTUDIANTIL 10 SEMANA 9
) MA1101 INTRODUCCION AL ALGEBRA

P2

LN i 85 nJog (/i . |
Z (k) 3 < Z:: 3 < k;> 8 \salida de constantes

j=1 i=1 k=0 J=1i=1 k=0
n J i .
— Z § t 8k . 11’7’6 \1271(5 =1
L 3i k
j=1 =1 k=0
n J ]
— Z 3 (8+1) \binomio
j=1 =1
n J
-s3 (3w
j=1 \i=1
“ (3T -3
—8 —— \geométrica
, 3—1
7j=1
=4 [ g > 3]
=1 j=1
=12 [ 3 — Z 1]
j=1 j=1
3n+1 _ 3
=12 [ 51 n] \geométrica
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P3
n o _ n+1
Z(l —z)F = 1-(-2 \geométrica
— 1—(1—x)
1— n+l (n+1\/_ \k . 1n+1—k
- o () (=) \binomio
x
_ 1 — Z:cl) (n;crl)(_$)k \1n+1—k -1
x
1— nt+l (m+1\ Nk n+1y_ .\0
_ ( k:l( k )( x) +( 0 )( z)’) \soltar primer término
x
IR ey [ )
x
o () e
x
_ n n+1\/_ \k+1
— 2= (k;rl)( ?) \cambio de indice
_ = Yo (o) (2) (=)
x
_ T ko (Zi})(—x)k
x
- n —+ 1) k
S ()
> (i
“~ (n+ 1) k k
-y (2)"(~1)
> (i
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P4
- k n - u k n ) ) . B
Z k7 (k:) = Z k7 (k> \soltar primer término =0
k=0 k=1
_ i kE7kn!
Tkl — k)
Z”: Tn)
- ~ (k=1 n —k)!
n—1
7k+1n| . , |
- Z_% Ry \cambio de indice
n-l 7k+1n'
T R((n—1) = k)!
n—1 k41 B 1 |
=n £ /{:"E(n Enl) _)k)l \deﬁnicién factorial n! = n(n _ 1)!
n—1 n 1
= B k41
k=0
n—1 n 1
- - k., qn—1-k n—1l-k _
> < k >7 1 \1 1
k=0
~Ta(T+1) \binomio
= Tn&" 1
P5 (a)
n\ v\ _ n! il
i)\k) ~ iln— i) k(i — k)!
n!
K —)li — k)
WA ()
K= k) (n =)l - k)!

" Kl(n— k)_' (k(n k) — (i — k)i — k)
::(:)(Z-k)
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(b)

\usando parte anterior

\cambio de indice

1n—k‘—i1i \17L—k—i -1

(0)

S(E) constantes sl
(")
")

—
—_
+
—_
~—
1
=

\binomio

P6 (a) Vamos a dividir o ”particionar”C' en una coleccién infinita (numerable) de conjuntos,
luego probaremos que cada uno de ellos es numerable, primero fijamos n y con esto
tenemos los siguientes subconjuntos.

Ci= {z€]0,+),z e N} ={1,2,3,4...}

C - Cy = {-’EG[O,+oo),x261N}2{1,\/5,\/3,\/4_1...}

b’n = {2z €[0,+00), 2" € N} = {1, V2, 1/3, {L/Z_L}

Para cada C, podemos establecer la siguiente funcién f, : C,, - IN f(x) = 2™, por
)? =

ejemplo, para Cy : f (\/5) = (V22 =2f (\/3) = (V3)2=3,f (\/Z_L) = ( 4.
Cada una de estas funciones f,, son claramente biyectivas, con esto |Cy| = |Cy| = ... =
|Cy| = |IN| es numerable. Luego C' = C; U Cy U ... U C), es numerable por ser la unién

numerable de conjuntos numerables.

(b) Vamos a dividir o "particionar” A en una coleccién infinita (numerable) de conjuntos,
luego probaremos que cada uno de ellos es numerable, primero fijamos ¢ y con esto
tenemos los siguientes subconjuntos.

k -2 — 12
Alz {xGR/EIk:EZ,x:§}:{,—— 0,5,5,...}

A= AQ: {xeR/EIkGZ’I:%}:{"'777707%737"'}

A= {zeR/FkeZr=L)={. 21021 2 .}
Para cada A,, podemos establecer la siguiente funcién f, : A, — Z f(x) = k, por

ejemplo, para Ay : f (%) =1,f (%) =2,f (%1) = —1. Cada una de estas funciones f,
son claramente biyectivas, con esto |A;| = |As| = ... = |A,] = |Z| = |IN| es numerable.
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Luego A = A1 U Ay U ... U A,, es numerable por ser la unién numerable de conjuntos
numerables.

(c) Si una recta no vertical pasa por (0,1) y corta al eje OX en coordenada racional
(¢,0), entonces es de la forma [ : y = =¥ + 1, con ¢ € Q\{0}. Si llamamos L
al conjunto de todas estas rectas, entonces se puede describir de la siguiente mane-
ra L : {y =r+1/qe Q\{O}} Podemos entonces establecer la siguiente funcién
f L — Q\{0} f(l1) = ¢, es decir, que a cada recta le asocio la coordenada x del
punto que corta al eje OX (vendria siendo ¢). Es inyectiva ya que las rectas en este con-
junto se diferencian justamente por el punto de corte en el eje OX (si dos rectas tienen
distinto ¢, son distintas entre si), ademds es sobreyectiva ya que para cada ¢ € Q\{0}
basta tomar la recta que corte en el eje OX en el punto (¢,0). Como es biyectiva se
concluye que |L| = |Q\{0}| = |Q| = |IN| y, por lo tanto, es numerable.

(d) Las recta no vertical que no pasa por el origen y corta los ejes en coordenadas ra-
cionales es de la forma y = “2(z — ¢) con p,q¢ € Q\{0}. Si llamamos L al con-
junto de todas estas rectas, entonces se puede describir de la siguiente manera L :
{y = %p(x —q)/p,q € Q\{O}} Luego podemos hacer la siguiente divisiéon del conjunto
L, fijando p

(

(z —q)/q € Q\{0}

Ly = ?J:_Tl
Ly = (y=Z(z—q)/q€ Q\{0}

| Lr= {y = 2x—q)/q€ Q\{O}}
Por la parte (a) se sabe que Ly, Lo, ..., L,, son numerables, luego L = L; U Ly U ... U L,
es numerable por ser la unién numerable de conjuntos numerables.

(e) Vamos a dividir o ”particionar” A en una coleccién infinita (numerable) de conjuntos,
primero fijamos ¢ y con esto tenemos los siguientes subconjuntos.

Ar= {8 | peNAp<2}={3}

g ) A= {E TpeNAp<2)={301)

— p nl __ 1 2 3
Notar que cada uno de estos conjuntos es finito y no vacio, luego utilizando la indicacion
A es numerable por ser unién numerable de conjuntos finitos no vacios.

(f) Primero notemos que E contiene todas las tuplas con una cantidad par de componentes,
dichas cantidades pueden ser solamente 1 o -1, y su suma da 0, es decir, el conjunto es
de la forma:

E={1,-1),(-1,1),(1,-1,1,—-1),(1,1,—-1,-1), ...}

Para demostrar que es infinito basta ver que para cada natural tomamos una tupla, en
efecto
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n=1 tomamosa=(—1,1),a € {—1,1}?

5 n=2 tomamosa=(—1,1,1,-1),a € {-1,1}*

n=mn tomamosa=(—1,1,..,—1,1),a € {—1,1}*"
Luego para cada natural existe un elemento en F, se concluye que es infinito. El conjunto
E se puede ver como la unién de los siguientes conjuntos.

El = {CL = (a17a2)7a € {_L 1}2722:1 A = 0}

P Ey ={a = (a1,a2,a3,a4),a € {—1,1}%, Zizl ap =0}

E,={a=(a1,...,a,),a € {-1,1}>",>")_ a, = 0}
Notemos que cada E, es finito, por ejemplo E; = {(—1,1),(1,—1)}, |E4| = 2, por lo
tanto F es una unién de finitos (|E| < |IN|). De lo visto anteriormente se tiene que
|IN| < |E], con lo que juntando ambas expresiones se deduce que E es numerable. Otra
forma de ver esto es haciendo la siguiente biyeccion que asocia un natural con cada

tupla de F.
1—(=1,1)
2—(1,-1)
3—(1,-1,1,-1)
4—(1,-1,-1,1)

(g) Notemos que como z9, 3 € IN, necesariamente x; € 7, esto porque la suma de los
tres debe dar un numero natural, entonces E puede ser descrito como el siguiente
conjunto F = {z = (x1,19,23) € Z x N?/3In € N, 2, + 25 + 23 = n}, se deduce que
E C7Z x N? = |E| < |Z x N?| = |IN|, ademés si fijamos x1, 75, digamos en 0, existird
una tupla (0,0,n) para cada natural n, con lo cual podemos deducir que el conjunto es
infinito (|IN| < |E]), juntando ambas desigualdades se tiene que |E| = |IN|.
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11. Semana 10

P1 (a) Dividiremos A en varios subconjuntos, si vemos que si encontramos al menos uno de
ellos que no sea numerable entonces la union en su totalidad tampoco sera numerable,
para esto fijemos n = 1 y 3 = 0 con esto obtenemos un subconjunto de A, llamémoslo
Ay, descrito de la siguiente manera A; = {x = (21, 79,0) € R*/z; + x5 = 1} Podemos
establecer la siguiente funcién biyectiva f: R x {0} — A; f(x,y) = (z,1 — z,y), dicha
funcién se puede ver como la unién de 3 funciones distintas fi(z) = x, fo(z) =1 —=x
y f3(y) =y, cada una de estas funciones es biyectiva, luego f es biyectiva, se concluye
que |A;| = |R] y, por lo tanto, A es no numerable.

(b) Dividiremos 7T en varios subconjuntos, si vemos que si encontramos al menos uno de
ellos que no sea numerable entonces la unién en su totalidad tampoco sera numerable, si
T es un triangulo, se puede representar como 3 puntos o vértices en el plano cartesiano
(x1,71), (T2, y2), (z3,y3), fijemos 2 de ellos, y una componente del tltimo vértice, el
primero en (0,0) y el segundo en (1,0), y la coordenada = del tercer vértice en 0, con
esto encontramos un nuevo conjunto 7" subconjunto de T de tridngulos tales que 2
de sus vértices estan fijos en (0,0) y (1,0) y el tercer vértice estd libre solamente en la
coordenada y, pero no puede valer 0 ya que de ser asi no serfa un triangulo. Establecemos
entonces la siguiente biyeccién f : 7" — R\{0} f(t) = y, donde a cada tridngulo se
le asocia la coordenada y del tercer vértice del triangulo, claramente esta funcién es
biyectiva (los tridngulos en este conjunto se diferencian tinicamente por su coordenada
y del tercer punto, luego es inyectivo, y para cada valor real y distinto de 0 en el eje OY
existira un triangulo cuya ordenada del tercer vértice toma ese y, con esto es epiyectiva,

luego [R\{0}| = [T"] = |T| = [R].

P2 Si una recta no vertical pasa por (0,1) entonces es de la forma [ : y = mx + 1, con m € R.
Si llamamos L al conjunto de todas estas rectas, entonces se puede describir de la siguiente
manera L : {y = mx + 1/m € R}. Podemos entonces establecer la siguiente funcién f : L —
R f(ly) = m, es decir, que a cada recta le asocio su pendiente. Es inyectiva ya que las rectas
en este conjunto se diferencian justamente por su pendiente (si dos rectas tienen distinto m,
son distintas entre si), ademas es sobreyectiva ya que para cada m € R basta tomar la recta
que tenga a m como pendiente. Como es biyectiva se concluye que |L| = |R] y, por lo tanto,
no es numerable.

P3 (a) Razonemos por contradiccién, supongamos que A\B es numerable, luego A\B U B es
numerable por ser union finita de numerables, pero

A\BUB=(ANB°)UB
(AUB)N(B°UB)
(AUB)NU

AUB

A \va que B C A

W

Sebastian Espinosa Trujillo 0 Consultas: seba-spio@hotmail.com



(o]
=

i<
B

>}

UNIVERSIDAD DE CHILE
FacurLtAD DE CIENCIAS FiSICAS Y MATEMATICAS
c UNIDAD DE CALIDAD DE VIDA ESTUDIANTIL 11 SEMANA 10

MA1101 INTRODUCCION AL ALGEBRA

Esto quiere decir que A es numerable, lo que es una contradiccién, se concluye que A\ B
es no numerable.

(b) Usando lo anterior sabemos que R es no numerable y @ es numerable (Q C R), luego
R\Q =T es no numerable.

P5 (a) (F,x) es estructura algebraica si obedece la ley de composicién interna. Sean f, g € F se
tiene que fog es biyectiva por ser composicién de funciones biyectivas, ademds (fog)™!
es biyectiva ya que la inversa de una funcion biyectiva, es biyectiva. Se concluye que
(fog)™ = f*g € F, luego cumple la ley de composicién interna y, por lo tanto, es
una estructura algebraica.

(b) Estudiemos (fxg)«hy f*(gxh)
(fxg)xh=(fog) ' xh=((fog)toh) ' =h"to((fog) ™)' =h""o(fog).
fr(gxh)=fx(goh)™ = (fo(goh) )t =((goh)")toft=(goh)of"

Pero h™' o (fog) # (goh)o f~! se concluye que esta estrucura no es asociativa. Para
convencerse tomemos 3 funciones cualesquiera, por ejemplo, f(z) = 22, f~(z) = /x,
g(z) = sin(z) y h(z) = e, h7Y(z) = In(z), luego h~' o (f o g) = In(sin®*(z)), pero
(goh)o f~! =sin(ev®), las cuales son claramente distintas entre si.

(c) Si existiese neutro e debe cumplir que (Vf € F) fxe = f, pero

fre=f
(foe)y'=Ff \tomando inverso a ambos lados ()"
foe=f! \componiendo con la inversa de f por la izquierda f~'o

(flofloe=floft \por asociatividad
idjoe= f2
e=f2
Sin embargo se observa que este neutro e depende de la funcion f elegida, se concluye
que no existe neutro ya que debe ser tnico e igual para todos.
(d) Como no tiene neutro, tampoco existird un inverso.

(e) Son idempotentes aquellos elementos en F tales que f x f = f, trabajando un poco la
expresion se tiene que

fxf=17
(fof)y t=f \tomando inverso a ambos lados ()~*
fof=f"! \componiendo con f por la izquierda f o
fof?=fof™
[P =idy
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Es decir, los elementos idempotentes en F son aquellas funciones biyectivas que si se
componen consigo mismo 3 veces resulta la identidad.

P6 (a) Sitomamos a € [z]g vy b € [y|r, esto quiere decir que aRx y bRy, pero por hipétesis
esto implica que (a * b)R(x * y) es decir (a % b) € [x * y|r, como se puede observar
tomamos elementos arbitrarios de ambas clases de equivalencia y el resultado fue que
la operacion esta bien definida ya que no depende de los representantes escogidos.

(b) Se debe encontrar una clase de equivalencia m € E/R tal que [z]g ® m = [z]g, dado
que en E hay un neutro e, podemos tomar su clase de equivalencia, luego m = [e|r, con
esto se tiene que [z]g ® [e]gr = [e]r ® [z]r = [z * e]r = [e * z]r = [z]r. Se concluye que
le]r es el neutro para E/R.

(c) Se debe encontrar una clase de equivalencia m € E /R tal que [x]gr ®&m = [e|g, dado z €
E como existe inverso z~!, podemos tomar su clase de equivalencia, luego m = [z},
con esto se tiene que [z]g @ [z g = [T r @ [z]gr = [r*x 27 g = [z7! x 2| = [e]r. Se

concluye que [z7!z es el inverso para E/R.
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12. Semana 11

P1 Solamente basta demostrar que es conmutativo, utilizando la indicacién tenemos que
(axb)*(bxa)=ax(bxb)xa \por asociatividad

a*xexa

= a*xa

= e

Por otra parte
(bxa)x(axb)=0bx(axa)xb \por asociatividad
=bxexb
=bxb
=e
Se puede concluir entonces que (a*b)~! = b*a, sin embargo, por la propiedad del enunciado,

el inverso de cada elemento del grupo es el mismo elemento, es decir (a*b)~! = a*b, juntando
ambas igualdades se tiene que a * b = b * a, se concluye que (G, x) es grupo abeliano.

P2 Como es grupo todo elemento posee inverso, supongamos que el inverso de a no es b, esto
quiere decir que a * b # e, lo que significa que a *b=a o a*x b = b, pero

axb=a \operando con el inverso de a por la izquierda a ™'
(a'xa)xb=a'%a \por asociatividad

exb=ce

b=e
De manera analoga
axb=1"5 \operando con el inverso de b por la derecha b 'x
x(bxb D =ax(bxb1) \por asociatividad

axe=e

a=e

En ambos casos nos lleva a una contradiccién, se concluye que a~! = b.

P3 (a) Si(GxH,A) es grupo debemos demostrar asociatividad, existencia de neutro e inverso.
- Asociatividad: Sean (a,b), (¢,d), (e, f) € G x H
(a,0) A(e,d) & (e, )] = (a;b) A (e xe,do f)
= (ax(cxe),bo(do f))
((axc)*xe,(bod)o f) \por asociatividad de G y H
= (
[

axc,bod) A (e, f)
(a,b) & (e, d)] A (e, f)
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- Neutro: El neutro es el par ordenado que contiene los neutros respectivos de cada
grupo, en efecto, sean (a,b), (eq,eny) € G X H, se tiene que

(a,b) A (eg,en) = (axeg,boey)
- (a’b)

Por otro lado

(eq,en) A (a,b) = (eg * a,em ob)
= (a7b)

Se concluye que el neutro es (eg, ex).

- Inverso: Sea (a,b) € G x H y sean a~* y b~! los inversos de a y b en Gy H
respectivamente (existen porque G y H son grupos), tomando el par ordenado
(a7',b71) € G x H se tiene que

(a,b) A (a0 =(axa L bob ™)
= (eGJ eH)
Por otro lado
(a0 A(a,b) = (a  xa,b7 ' ob)
- (eGa eH)
Se concluye que el inverso es (a™!,b71).
Con esto se tiene que (G x H, ) es grupo.
(b) Para ¢
- Morfismo: Sean (a,b), (¢,d) € G x H se tiene que
v((a,b) & (¢,d)) = plaxc,bod)

= axcC

= ¢(a,b) * ¢(c, d)
- Sobreyectivo: (Yy € G)(3x € G x H)(p(x) = y) En efecto, basta tomar x = (y, h),
con esto se tiene que p(x) = ¢(y, h) = y.
Para 1
- Morfismo: Sean (a,b), (¢,d) € G x H se tiene que
¥((a,b) A (¢,d)) = dlaxc,bod)
=bod
= 1(a,b) o (¢, d)
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- Sobreyectivo: (Vy € H)(3x € G x H)(¢(x) = y) En efecto, basta tomar = = (g, y),
con esto se tiene que () = ¥ (g,y) = v.

(c) = Sean (a7'e), (b7, e) € G x G con e el neutro en G, se tiene que como es morfismo
flla™ e) A (b7 e)) = fla™,e) = f(b7),¢), pero f((a™" e) A (b7 €)) = fla™" *
bliexe)=(atxblxexe) !t =(@txb ) =0BYH"1x(a!)! =bxa, por
otro lado, f(a™t,e)x f(b7'e) = (a7 *xe) tx (b7 xe) ™ = (a)Lx (071 = axb,
juntando ambas igualdades se tiene que a x b = b * a.

< Sean (a,b), (c,d) € G x G, se tiene que

f((a,b) A (c,d)) = flaxc,bxd)
= (a*xcxbxd)”"

= (a*xbxcxd)”! \por ser grupo abeliano
= (cxd) "t x(a*xb)?
= (a*xb) "t x(cxd)? \por ser grupo abeliano

- f(a7b)*f<c7d)

P4 = Tomemos h™! g7! € G, se tiene que como f es isomorfismo f(h™t* g~') = f(h™!)
flg™) = ()" tx(g71) ™! = hxg, por otro lado, por definicién de la funcién y propiedad
de inversos, f(h™txg )= (htxg )t = (g7« (h™1)"t = g * h, juntando ambas
expresiones se tiene que h * g = g * h.

< Tomemos h, g € G, luego gxh = (g7 1) 'x(h™1) ™! = (htxg™!)~! = f(h~'xg™1), por otro
lado, hxg = (b)) s (¢7) "t = f(h™1) % f(g~'), pero como es grupo abeliano se tiene
que h*g = g*h, juntando ambas expresiones se tiene que f(h™ ') f(g7!) = f(h 1xg™1),
es decir, es morfismo, falta ver que sea biyectivo.

- Inyectivo: (Vg1.90 € G)(f(91) = f(g2) = g1 = ¢2), en efecto, sean ¢y, 92 € G, se

tiene que
f(91) = f(g2)
gt=9g"! \tomando inverso (existe porque g; y g son biyectivas) ()~*
91 = 92

- Epiyectivo: (Vh € G)(3g € G)(f(g) = h), en efecto, sea h € G, basta tomar
g = h™! que sabemos que existe porque h es funcién biyectiva, con esto se tiene que

flg)=fh=Y) = (™))" =h.

Con lo que se concluye que f es isomorfismo.
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13. Semana 12

P2 (a) Si (A4,o0) es grupo debemos demostrar asociatividad, existencia de neutro e inverso.

- Asociatividad: Esto ya se tiene porque la composicién de funciones es asociativa.

- Neutro: Es claro que el neutro es la identidad, fijarse que F oidg = idyo F' = F,
falta ver que idg € A, es decir que sea isomorfismo, en efecto idg(x xy) =z xy =

- Inverso: Dado un F' € A es claro que el inverso es F'~! sabemos que existe porque
es una funcién biyectiva, falta ver que sea morfismo. En efecto, sea z = F(x) y
w = F(y), se tiene que F~1(2) =z y F'(w) =y, luego
Fl(z*xw)=F Y (F(z)* F(y))
= F Y (F(zxy)) \yva que F es isomorfismo
= F ' (2)« FY(w)
Se concluye que, dado un F', el inverso es F'~! (la inversa de la funcién).
Con esto se tiene que (A, o) es grupo.
(b) b.1 Demostraremos que F, es homomorfismo de (G, *) en (G, *), en efecto, sean =, y, g €
G
Fy(zxy) = g*(vxy)*g™"
=gx*x(zxexy)xg
=g (wx (g7 *xg)xy)*g~
= (g*xx*xg ) x(gxyxg ") \por asociatividad
= Fy(x) * Fy(y)
Se concluye que F, es homomorfismo de (G, ) en (G, *).
b.2 Sean z,g9,h € G

! \operar con el neutro que no altera la ecuacién

1

Fon(x) = (g% h) xx % (g* h)~!

=(g*xh)*x*(h'*xg ')  \propiedad de los inversos

-1 \por asociatividad

=gx(hxxzxh ') xg
=g * Fy(z) % g™
= Fy(Fi(2))

= Fg o Fh(l‘)

Se concluye que Fyy, = F, o Fj.

b.3 Recordemos que el inverso de e es él mismo, luego se tiene que F,(z) = exz*xe ! =

11*671227*6:27.

Para concluir que Fj es isomorfismo, falta ver que sea biyectiva.
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- Inyectiva: (Va1, 20 € G)(Fy(x1) = Fy(z2) = 1 = x3), en efecto
Fy(z1) = Fy(x2)
GHT1 kg =gy g_l\operando con inversa de ¢ por la izquierda ¢!«
(gl g)xmixg = (g xg)*aa*xg " \por asociatividad
idg*x1%x g =idg*xTox g !
Ty % gt =aoxg ! \operando con g por la derecha gx
1% (g % g) =x0% (g7 xg)  \por asociatividad
r1 xidg = o x 1dg
T = X2
- Epiyectiva: (Vy € G)(3z € G)(Fy(z) = y), en efecto, basta tomar z = g~ x y * g,
con esto se tiene que
Fy(x) = g*x*g_l
=gx (g7 xyxg)xg™
=(g*xg ) xy*(gxg" \por asociatividad
= idg * y * idg
=Y
Se concluye que F, es un isomorfismo, ademds usando las propiedad (b.2) y (b.3) se
tiene que Fyo Fy1 = FynoFy = F 1 = Fy,,= F, = idg, con esto se concluye que
el inverso de F, llamado (F,)~' es F-1.

(c) Basta ocupar la propiedad compacta, es decir demostrar que (VF,, Fj, € B) Fyo(F,)™! €
B, en efecto, sean F,, F, € B, utilizando la parte (b) se tiene que F, o (F},)"! =
F,oF,-1 = Fy-1, claramente gxh~! € G por ser grupo y obedecer la ley de composicién
interna, luego F,.,-1 € B, se concluye que (B, o) es subgrupo de (A4, o).

P1 (a)
Gla|b|c|d ©lalb|c|d
alalb|cl|d alalalala
b|lbla|d|c bla|alala
clcl|d|al|b cla|b|c|d
dld|c|bla dla|blc|d

1.1) Recordemos que (A, @) es grupo abeliano, con esto tenemos a &b = b@ a = b
va®d=d®da = d, tenemos que a es neutro, ya que ni b ni d pueden serlo
(a®b#ayadd+# a), ctampoco puede serlo ya que ¢ @ ¢ # ¢, por lo tanto,
a®c=cda= c, notemos que los inversos de b y ¢ son ellos mismos, ahora veamos
quechb=bbdc=d,bdbd=ddb=cyddc=cPHd=0D.

Supongamos que ¢ ® b =b @ ¢ # d, esto entonces nos lleva a tres casos posibles:
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-c®b=0b®c=a= elinverso de c es b, lo cual es una contradiccién porque el
inverso es unico.

-cOdb=>b®c=c= b es elemento neutro, lo cual es imposible porque el neutro
es unico.

- chdb=0>b®c= b= ceselemento neutro, lo cual es imposible porque el neutro
es unico.

Se concluye que cdb=b@d c = d.

Supongamos que b & d = d ® b # ¢, esto entonces nos lleva a tres casos posibles:

-b®d=ddb=a= el inverso de b es d, lo cual es una contradiccién porque el
inverso es 1nico.

-bdd=ddb=d= bes elemento neutro, lo cual es imposible porque el neutro
es unico.

-b®dd=d®b= b= des elemento neutro, lo cual es imposible porque el neutro
es Unico.

Se concluye que bbd=dd b= c.

Supongamos que d @ ¢ = ¢ ® d # b, esto entonces nos lleva a tres casos posibles:

-d®c=cdd=a= elinverso de c es d, lo cual es una contradicciéon porque el
inverso es unico.

- d®c=cdd=d= ceselemento neutro, lo cual es imposible porque el neutro
es unico.

- d®c=cdd=c= des elemento neutro, lo cual es imposible porque el neutro
es unico.

Se concluye que dc=cdd=">.

Finalmente como d tiene que poseer inverso y no pueden ser ni a, b o ¢ ya que
el inverso es tnico, solamente queda que d sea inverso de si mismo, es decir d®d = a.

Para la otra tabla usaremos la propiedad distributiva es asi como tenemos lo si-
guiente:

-bOe=(cdd)Oc=(cOc)@®(dGc)=chdc=a
-bOb=b0ddc)=0bOd)@(bOc)=ada=a
-cOb=0ad)0b=(0b0bd(dOb) =adb=>
-cEd=coObdc)=(cOb)@(cOc)=bdc=d

dOod=dob®dc)=(dob)®d(doc)=bdc=d

1.2) No es conmutativo, basta ver que b ® ¢ # ¢ ® b, tampoco tiene neutro, ya que de
existir deberia cumplir que x ©® e = = Vz € {a,b,c,d}, ilustrativamente deberia
haber una tabla del estilo
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d

alo|se|G®

QIO O

es decir que se repitan los elementos en la fila y columna i-ésima, siendo el elemento
i-ésimo el elemento neutro (en el ejemplo es ¢), como esto no ocurre, el anillo no
posee neutro para ®. Finalmente si posee divisores de cero ya que el neutro para
GesaybOec=boOb=bod=a, conb,c,d+#a.

(b)c.l) Seax e A

r=1x-x \hipdtesis
(—x) - (—x) \propiedad de los anillos
(—=2) - [(=2) - (=2x)]  \hipdtesis
=(—x) (x-x) \propiedad de los anillos
(—x)-x \hipétesis
= —(z-2) \propiedad de los anillos
= —(x) \hipdtesis

c.2) Sean x,y € A

(z+y)=(z+y) (z+y) \hipdtesis

(z4+y)=(x+y)-z+ (@ +y)-y \distributividad

(r+y)=z-x+ty-r+z-y+y-y

(x4y)=a+y-v+z-y+y \hipétesis

(z+y)=(@+y)+y z+a-y \sumando con — (z + y)
—(e+y) =@ty —(@+y) +y - c+z-y

O=y-o+x-y \sumando con — (z - y)

O—(z-y=y-r+a-y—(v-y)

—(z-y)=y-a

Toy=19y-x \propiedad c.1

(z+y)

c.3) Sean z,y € A

(x-y) - (z+y)=(z-y) x4+ (v -y) vy \distributividad
(x-2)-y+z-(y-y) \conmutatividad y asociatividad de -

=z-y+x-y \hipétesis
=x-y—(z-y) \propiedad c.1
=0
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14. Semana 13

P1 (a) Si tenemos |z| = |z + 1| = 1, elevando al cuadrado se tiene que |z]*> = |z + 1|> = 1
recordando que para z € C se tiene que |z|*> = 2 - Z, entonces

|z+1|2:1
(z+1)-(z+1) =
(z+1)-(z+1) =
(z+1)-(z+1):1
zZ+z+zZ+1=1
2P +2+z+1=1
l+z2+z+1=1

z= —1-%
Por otra parte se tiene que
P=27

=22 (-1-2) \usando la igualdad anterior
=—-22—2-2-%

— 22—z |z

— 22—z
=z(—2z-1)
=2Z \usando la igualdad anterior
= |2|*
=1

Se concluye que z es raiz cibica de la unidad.
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(b) Sean zy,29 € C

(1 = 2021)(1 — 2271) — (21 — 22) (21 — 22)
(1= 22)(1 = 271) — (21 — 22) (71 — 22)
(1= 2z1)(1 — 2221) — (21 — 22) (71 — 22)

=1—72321 — 2971 + 20712122 — (21 — 22)(Z1 — %2)

|1 — ZQZ_1|2 — |251 — Z’2|2

=1—"2 — 2071 + |21} 22)? — (21 — 22)(Z1 — 22
=1 -7z — 27 + a2 — (a7 — 2% — 227 + 2%)
=1—T2 — 2071 + |21} — (|2 — 217 — 271 + |22]?)
=1-Tz — 27+ |2 znf — |4+ 2% + 27 — |2
=1+ a2 - | - |2l
= (L= |z1*) = |2o)* + [21*] 22
= (1—|al*) = l2f*(1 — |«
= (1= [z~ |z

(c) Como se tiene que |z;| < 1y |22] < 1, elevando al cuadrado se deduce que |z[*> < 1y

|22]> < 1, 0 lo que es lo mismo (1 —|z1]?) > 0y (1 — |23]?) > 0, si multiplicamos ambas
desigualdades se tiene que

(1= [z (1 = |2) > 0

11— zz1* — |21 — 22| > 0 \usando la igualdad anterior
1
1— 27 > |21 — 2 e
1—2z" > [a -7\ TRt
|]_—ZQZ_1|2 |Zl —ZQ|2
|]_ — ZQZ_1|2 |1 — ZQZ_1|2
21 — 20|
1> —
’1 — ZQZ_1|2
|21 — 2/
1> ——
’1 _ Z2z—1|2 \\/6
1> |21 — Zi“
11— 2271
1> la = 2] zi‘
’1 — ZQle
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P2 Por propiedad de los complejos si z € C y 2z = Z entonces z € R, procedemos entonces a

. iy _ 1 1
obtener el conjugado de la expresion, llamemos w = 177 + 175, luego
_ 1 1
w =
142z 14727
— L Grmemem
T 14zt 147 aTmsAaTe
I1+20 142" &) Z2
1 1
= — \el conjugado de un niimero real es el mismo nimero
1+2¢ 14727
1 N 1
I+ 147
1 . 1
142" 147
! + ! \Z1 - Z2 = 71 - Z3 inducti te 27 = 2"
= — Z1 - 22 = 21 * Z5 inductivamente 2? = Z
1+z" 143 b=
1 n 1 \3
= zZ=12z
1+2z" 1420
1 N 1
Sl 14
=w

Se concluye que w € R.

P3 (a) Sean z; = |z1]e"" y 25 = |29]e

(b)

2 Jas representaciones polares de z; v 2o respectivamente,
el 4ngulo entre z; y 29, es decir entre 6; y 6, puede ser 6; — 05 0 5 — 0; (dependiendo
si 7 > 0y 0 si 0y > 0, respectivamente), supondremos, sin pérdida de generalidad, que
0, > 0y, con esto 0 — 0y = ¢, recordar que Z; = |z|e?2 = |z]e™™ luego 2, - 7 =
|21]|22]€?®17%2) = |21||22]e*®. Notemos que el conjugado de z; - Z; es 21 - 2o, con esto
21 T+ 721 29 = 2Re(21 - 3) = 2Re(|21]]22|€%) = 2|21 || 22| Re(e?) = 2|21||22| cos ¢. Notar
que como coseno es par, cos ¢ = cos(f; — 0y) = cos(f — 61) con lo cual se deduce que
sin importar las condiciones de los angulos se llega al mismo resultado.

[sI* = Ju —of?

= (u—v)(u—0o)

= (u—v)(u—"7)

= uu — UV — VU + VU
= uu + vv — (uv + vu)

= [ul* + |[v]* — 2|ul|v| cos ¢ \usando la parte (a)
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P4 La relacién es de equivalencia si es refleja, simétrica y transitiva

- Refleja: Sea z; € C es claro que |z1| = |21| & 21R 2.

- Simétrica: Sean z1, 29 € C, como 1Rz < |21 = |22| © |22] = |21] & 22R21.

- Transitiva: Sean z1, 29,23 € C, como z1Rz2s y 20Rz3 se tiene que |z1| = |z| = |z3] =
|z1| = |23] © 21R23.

Luego la relacién es de equivalencia, para la clase de equivalencia de zy tenemos que

2olr ={z€C | 20Rz}={z€C | 2+iV5|=|z|} ={z€C | |2|=3}

Dado que z = x + iy esto quiere decir que |z + iy| = 3 o lo que es lo mismo z? + y? = 3%
esto describe una circunfenrencia de radio 3 centrada en el origen.

P5 Basta demostrar que z =2

|z 41| = |z — 1
|2 +i]* = [z — ]
(z+i)(z+1) = (z =) (z = 9)
(z4+0)(Z—1i)=(z—1)(Z+1)
Z—zitiZ—il=2Z+2i—iz—1
—zi +iZ — i* = 2i — iz — i?
—zi4iz — (—1) = zi —iz — (—1)
—zt+iz+1=z1—1z+1
—2i 1z = 21 — iz
2z = 2z \ - 21
—4 — 4z

z

2

QY
I

Sy}
I

Se concluye que z € R.
P6
(1—)*1+i) = [(1—a)(1+i)*

— (12 o i2)4
= (1= (=)
— 94

= 16

Sebastian Espinosa Trujillo 53 Consultas: seba-spio@hotmail.com



UNIVERSIDAD DE CHILE

FacurtaD DE CIENCIAS FiSICAS Y MATEMATICAS
UNIDAD DE CALIDAD DE VIDA ESTUDIANTIL 14 SEMANA 13

MA1101 INTRODUCCION AL ALGEBRA

—1 -1
147+ -5 -=1+1+ !
[1—il*+1 (1—=9)(1—1d)+1
1+i+ i1
= VA -
(N EEY
—1
— 144
e e
1—1 2—1
— 14 :
Tite o Vo
1+.+i—1 2—1
241 2—1
o (@G=1)2—9)
=1+i+ 57 _ 12
2% =2 =241
=1+1+
5
1_'_._|_3i—1
= i
5
1+.+3i 1
= 1 _—— =
5 5
48
5 5

k
- n
_ ika
o Z k €
k=0
n n .
= e
k
k=0
— (eza _|_ 1)n

—~

(1)

_ 2; <Z> (cos(k - a) +isin(k - )
(1)
(1)

cos(k - &) + i ;O (Z) sin(k - a)

cosa +isina +1)"
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(b) Usando la indicacién se tiene que

cos?(a/2) — sin®(a/2) + 2isin(ar/2) cos(a/2) + 1)"
cos?(a/2) + 2isin(a/2) cos(a/2) + 1 — sin*(a/2))"
cos?(a/2) + 2isin(a/2) cos(a/2) + cos?(a/2))"

2 cos?(a/2) + 2isin(ar/2) cos(a/2))"

= [2cos(a/2)(cos(a/2) + isin(a/2))]"

(cosa+isina+ 1)" =

(
(
(
(

&
o
PN
N
Q
~
[\
~—
+
~.
e,
=
S
Q
~
[\
~—
~—

Recordemos que esta expresion es equivalente con S + 157, luego igualando partes real
e imaginaria con sus respectivos términos se tiene que S = 2" cos™(a/2) cos(n - a/2) y
S = 2"cos™(/2) sin(n - a/2).

P8 Primero podemos expresar como sumatoria ambas expresiones

27 A 6 2(n —1)m 2k
COS — + COS — + COS — + ... + COS ———— = cos — = S
" " " n k=1 n
n—1
2 4 6 2(n—1 27k
sinl+sinl+sinl+...+sinu: E gin 2 _ o
" " n n k=1 n
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14 SEMANA 13

Procedemos a sumar S + 1.5, esto nos entrega

S +1i9

S +is

2k . 2wk
Z cos — +1 sin ——
n n
k=1 k=1
il ( ok . 27rk;)
Z COS —— + 181N ——
n n
k=1
n—1
2mki
e n
k=1
n—1
2rki
en +1-1 \sumar 0
k=1
n—1
2rki
en —1
k=0
27
en )" —1
( 27”,) -1 \geométrica
en —1
627”' -1
2mi —1
en —1
1-1 1
e% -1
—1

Ahora si igualamos partes real e imaginaria se tiene que S’
componente imaginaria) y S = —1, tal cual querfamos demostrar.

\incorporando primer término a la sumatoria

0 (el resultado no tiene

P9 (a) Como z es raz n-ésima quiere decir que z" = 1, si n es divisor de m, entonces m =n -k
con k € Z, entonces se tiene que 2™ = 2"* = (2")* = (1)¥ = 1, con lo que se concluye
que z es raiz m-ésima de la unidad.

(b)

Sean 21,2y € U esto quiere decir que existen ny,ny € IN tales que 21" = 1y z3% = 1,

hay que demostrar que z; -
(21 -2, 1)" = 1, en efecto, tomando n = n; - ny se tiene que (z; - 25, )"

ni-ng

(2, 1)

22

(z9%)™

1
Z9

_ 1m2
= I

€ U, es decir, encontrar un n € IN,n > 2 tal que

22

1 )nl-nz —

(21

= 1. Se concluye que (U, -) es subgrupo de (S, -).
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15. Semana 14

P1 (a) p(x) es un polinomio de grado n, sin embargo, L(p)(z) disminuye en 1 el grado del

(b)

polinomio (notar que el exponente de x llega hasta n — 1), por lo tanto, el grado de
L(p)(z) esn — 1.

Llamaremos p(z) = Y ,_jaxz” vy q(z) = > 1", bix', calcularemos L(p) - q, L(q) - p y
L(p - q) por separado.

Q—Zkakx be

-q = Z kayzt~ Z bzt \partir de 0 en esta sumatoria no la altera

= Z Z kapbxh it \k no depende de i
k=0 i=0

Lo que ven ahi es una sumatoria doble cuyo mayor grado de x serd n +m — 1, vamos a
reordenar esta sumatoria, pero antes es necesario ilustrarla con un ejemplo para entender
mejor lo que ocurre, llamemos p(z) = ag + a1x + asx? y q(x) = by + b1 + byw? + by, se
tiene que L(p)(z) = a; +2asx, luego L(p)(z)-q(z) = (bo+bix+box?® +bsx®)(ay +2asx) =
a1by + 2a2bor 4+ a1biz + 2a9b12% + a1bax? + 2a9b9x® + a1bsx® + 2a9b52, efectivamente
el mayor grado es 2 + 3 — 1 = 4, reordenando el resultado se tiene que a1by + (2a2by +
aiby)z + (2a2by + arby)x? + (2a2by + a1b3)x® + 2asb32* notar entonces que este resultado
se puede expresar como una sumatoria del estilo

n+m

1
E Cix
j=0

Ademas Cy = 0, C7 = a1by y Cy = 2a2bg + a1by, y fijdndonos en el resultado obtenido
anteriormente se tiene que Cy = 2asby+a1b1 = 0-agba_g+1-a1b1+2a2by = Zi:o kagbs_,
veamos si se cumple para Cs (el coeficiente que acompana a x?), nos deberfa dar como
nos dio en el ejemplo 2asb; 4+ a1by. Calculando Zizo kapbs_r = 0 - agbs_o + 1 - a;by +
2a5b; + 3asby pero az no existe (=0), lo que nos da 2asb; + a1bs que coincide con lo
que se queria llegar, resumiendo, para un Cj la férmula queda C; = Zi:o kaibj_j el
reordenamiento final de la sumatoria es

n+m j

Z Z k’akbj_kxj_l

=0 k=0

Lo que se hizo fue un reemplazo de indices, antes la sumatoria doble tenia dos (i y
k) independientes entre si pero tenfan un fin en comun: el exponente de x, entonces
era posible cambiar la sumatoria para que fuera de 0 a n + m, con un indice j (asi se
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recorrian los exponentes de x solamente una vez) y respecto a los coeficientes es preciso
notar que k,i > 0y su suma tenfa que dar j (z't5~1 = 2971), pero tener dos indices que
sumados dan j es igual que tener uno que va de 0 a j y el otro es la diferencia entre
ellos, de ahi que el indice ¢ se reemplazo por j — k.

En el caso de L(q) - p se tiene que

L(q)-p= i ibr ! i apz”
i=1 k=0

n

L(p)-q= Z bt Z apzk \partir de 0 en esta sumatoria no la altera
i=0 k=0

Z Z japb;z ! \k no depende de k
i=0 k=0
n+m j

= Z Z(] — k’)akbj,k%‘jil

=0 k=0

Siendo consistentes con el reemplazo del desarrollo anterior (i = j — k), el resultado es
el mismo.

En el caso de L(p - q) se tiene que

3
+
3

3
L)

I
M-

arb; 2’ \férmula de producto de polinomios

S <o
T 1
3 ©
Eol
Il
o

=
=
2
I
]~

~ i—1
Jarb;_pa?

S o
Tl
3»—*
Eonl
Il
o

=
S
2
I
]~

jakbj_ka:j -1 \partir de 0 en esta sumatoria no la altera

<

Il
=)
B

Il
S
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Veamos que nos da L(p) - g+ L(q) - p

n+m J n+m J
L) a+ L@ p= 35 kbl + 3 30— Kby’
J=0 k=0 =0 k=0
nt+m J . n+m J . .
- Z Z kakbj_k.l’]_l + Z Z(jakbj_kxj_l — k:akbj_kx]_l)
7=0 k=0 7=0 k=0
n+m J . . .
= Z Z(kakbj—kxj_l + jakbj_kx]_l — /mkbj_kxj_l)
7=0 k=0
n+m J .
S IR
7=0 k=0
=L(p-q)

(c) - Casobase(n = 1): Tenemos que a; = 1, luego L(p)(z) = L((z—d)) =1 = 1-(z—d)°.
- Hipdtesis inductiva: Supongamos que L(p)(z) = n - (x — d)"" !, para cierto p(z) =
(x —d)™ con n > 1. Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en

efecto

- PDQ L(p)(x) = (n+1) - (2 — d)", con p(x) = (x — d)"*™.

L(p)(z) = L((x — d)" - (x — d))
=L({(z—d)")(z—d)+ L((x — d))(z —d)" \usando parte (b)
=n-(r—d)" N o—d) +1-(x—d)" \hipétesis inductiva
=n-(x—d)"+(x—d)"
=Mn+1) - (z—a)"
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16. Semana 15

P1 Si «, 3,7 son las raices de p(z), dado que es ménico entonces se puede escribir como p(z) =
(z —a)(z — B)(z — ), luego igualando se tiene que

P rar+bzt+ce=(z—a)(z—B)(z—7)

— (2 —az— Bzt af)(z - )

=23 — 22 — a4 avz — B2+ Byz+ aBz — aBy
Pra+bzt+c=2"—(y+a+B)2% + (ay+ By +aB)z — aBy

Pero por igualdad de polinomios entonces los coeficientes son iguales con lo que se deduce que
afy=—c,ay+pBy+af =byy+a+p = —a. Usando esto, como los coeficientes son reales,
y admite una rafz compleja, entonces su conjugado también es raiz, luego 2,z; = |z1|* = 16,
con esto se tiene que z;zZ7y = 112, es decir, 16y = 112 con lo que la tercera raiz es y=7,
ademas

sn+z1+7=11
2Re(z) =4
Re(z) =2

Si 2z = a+iby es de médulo 4, como a = 2 quiere decir que va? + b2 = 4, con lo que b = 12
y obtenemos las dos soluciones restantes b; = 23 y by = —2\/5, finalmente las 3 raices son
5 =2+i2V3, T =2—-i2V3yy="T.

P2 Aplicando la misma relacién que en el P1, como los coeficientes son reales, y admite una raiz
compleja, entonces su conjugado también es raiz, luego z;z; = |2|* = 13, con esto se tiene
que 21217y = 65, es decir, 13y = 65 con lo que la tercera raiz es y=5, ademas

Z1 —|—Z_1 + 5=9
2Re(z) =4
Re(z) =2

Si z; = a-+iby es de moédulo 4, como a = 2 quiere decir que va? + b% = /13, con lo que
b?> = 9 y obtenemos las dos soluciones restantes b; = 3 y by = —3, finalmente las 3 raices son
21=2+13, 71 =2—13yy=5.

P3 Lo primero es obtener las raices de q(z) = 2 + x + 1, mediante la férmula cuadratica

27

o 71+\/127477_1_’_\/§i767
?+r+1=0 b _1_\3@»_ 31 \2/31-_ —2mi
= Ty =3 g =6

[\

Con esto se tiene entonces que | es +e3 +

—_

271 —27 2 —27
:q<eT>:q(x1)=Oy<e 3 > +e 3 +

Sebastian Espinosa Trujillo 60 Consultas: seba-spio@hotmail.com



UNIVERSIDAD DE CHILE

é@%‘%\ FACULTAD DE CIENCIAS FiSICAS Y MATEMATICAS

Eﬂ@ c UNIDAD DE CALIDAD DE VIDA ESTUDIANTIL 16 SEMANA 15
MA1101 INTRODUCCION AL ALGEBRA

27

1=gq (e _?i> = ¢q(z3) = 0. Guardaremos este resultado y probaremos que z; = €3 es raiz
de p(z) = 2" + 1+ (z + 1)*", en efecto

T T 2n T
D (e%) = (627> +14+ (627 + 1)
2(3k+1 ,
_ (e%> ( )+ 14 (e% §1)2EkED
2(3k+1
omi\ 2(3k£1) -1 V3 ( )
:(m) +14+ | =+ X2
2 2
2(3k+1
ori \ 2(3k£1) 1 V3 ( )
= (e 3 > + 14+ =4+ —
2 2
o \ 2(3k£1) N 2(3k£1)
- (e ()
omi\ BkE2 i\ 6kE2
= (eT> +1+ (e?>
27mi 6k 27 +2 T 6k T +2
= () (F) e (eF) (F)

Si analizamos por casos (positivo y negativo) se tiene que
47w 2mi 2mi 2 2mi
- Caso +: (eT> + 1+ (eT) = <eT> + 1+ (eT) = C]($1) = 0.
—4mi —27i —27i 2 —2mi
-Caso—:(eT)+1+<es):(es) +1+<es>:q(x2):(),

Probamos entonces que x; es raiz de p(z), pero ademds, xo es conjugado de x; y los coefi-
cientes son reales lo que implica que xo también es raiz de p(z). Por propiedad si p(z) tiene
raices x; y oo entonces el producto de de la raices (z — x1)(z — ) divide a p(x) (recordar
que p(x) se puede descomponer en productos de raices, luego es factible simplificar por ellas),
pero justamente ¢(z) = (x — x1)(x — ), con lo que se concluye que ¢(z) divide a p(x).

P4 Como p(z) tiene n raices distintas en C vamos a llamar xq, x9, ..., 7y, las raices reales de p(z),
por lo cual existen n — k raices complejas. Debido al enunciado, si z € C es raiz entonces su
conjugado también lo es, entonces llamaremos z1, 23, ...., 21, 21, 22, -..., 2; las raices complejas,

con | = 25%. Finalmente como p(z) es ménico es posible reeescribirlo de la siguiente manera.

p(@) = (z —21)...(x —ap)(z — 21) (2 = Z) (¢ — 22)(z — Z)-...(z — 2) (x — )
=x—x).(z—ap)(c—2nn—Z+2Z7)(c—2—Z+22)....(r—2—Z+27)
= (z —21)...(x — 21)(z — 2Re(21) + |21]*) (x — 2Re(22) + |2]?)....(x — 2Re(z) + |2]?)
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Con esto p(x) tiene solamente coeficientes reales, con lo que se concluye que ag, ay, ..., a1 €
R.

P5 (a) Usando el teorema de la divisién y del resto, existe un polinomio ¢(z) en Rz] tal que
el polinomio se puede escribir como p(z) = q(z)(2? — b?) + cx con gr(cx) < gr(z* —b?),
luego p(b) = q(b)(b* — b?) +cb = cby p(—b) = q(b)((—b)? — b*) — cb = —cb.

(b) Por el teorema de la divisién, existe un polinomio s(z) en R[z] tal que p(z) = s(z)(2? —
v?)(z — a) + r(z) con gr(r(z)) < gr((z* — v?)(z — a)), es decir, gr(r(z)) < 3, lo que es
lo mismo que gr(r(z)) < 2.

(c) Sabemos que p(z) = q(z)(z* — b*) + cx y que p(z) = s(z)(z* — b*)(z — a) + r(z) ,
igualando ambas expresiones tenemos que

s(z)(2® = b*)(z —a) +r(z) = q(z)(2* — b*) +cx
r(z) = q(z)(2® — b*) — s(x)(2® — b*) (v — a) + cx
r(z) = (¢® = b)[g(x) — s(x)(x — a)] + cx

Pero como gr(r(z)) < 2, entonces necesariamente [q(z) — s(z)(x — a)] es un polinomio
constante, de no ser asi, [¢(z) — s(x)(z — a)] serfa de la foma a;x + ... que al multiplicarse
con (z? — b?) entregarfa un polinomio de grado mayor o igual que 3, lo que contradice
que gr(r(z)) < 2, luego como es ménico, entonces solamente quedan 2 casos posibles:
[q(x) —s(z)(x —a)] =10 [qg(x) — s(z)(x —a)] = 0, en el primer caso r(x) = z*> —b? + cx
y en el segundo caso r(z) = x, necesariamente con ¢ = 1 en este ultimo caso porque
r(z) es ménico. Cualquiera de los 2 resultados es correcto.

P6 Con la informacién que se nos entrega y usando el teorema de la division, entonces existen
polinomios @ y S en K[z] tales que F' = (G-H)Q+ Ry R = SG+ R con gr(R) < gr(G-H) y
gr(R') < gr(G), reemplazando R se tiene entonces que F = (G- H)Q+SG+ R’ , reordenando
se tiene que F' = G(HQ + S) + R, con lo que el resto de dividir F' por G es R, ademés
efectivamente cumple que es resto ya que gr(R') < gr(G) .

P7 Notemos que como los coeficientes son reales y ademas ¢ es raiz, entonces —¢ también es raiz.
Por el teorema de la divisién, existe un polinomio ¢(z) en R[x] tal que p(x) = (x—1)g(x)+r(x)
con gr(r(z)) < gr((x — 1)), esto significa que r(x) es un polinomio de grado menor que 1,
entonces solamente puede ser un polinomio de grado 0 (constante) o grado —oo (polinomio
0, que también es constante). En ambos casos r(x) = k, con k constante a determinar y como
nos dicen que 7(4) = 0 quiere decir que la constante k = 0, ya que r(1) = r(2) = r(3) =
r(4) = ... = r(x) = k, al ser constante siempre vale lo mismo, y si para r(4) = 0 entonces
para el resto de valores también, con lo que se concluye que r(z) = 0. Al decir que r(z) es 0
entonces p(z) es divisible por (z — 1), con lo que 1 es la tltima raiz que se estaba buscando.
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Con esto p(z) = (z — i)(z +4)(x — 1) e igualando con el p(z) original se tiene que

¥ +ax® +br+c= (v —i)(z +i)(x—1)
= (@ —it+i—3)(z—1)
= (2*+1)(z - 1)

P rart+brte=2—2"+2-1
Por igualdad de polinomios entonces a = —1, b=1y ¢ = —1.

P8 El teorema a demostrar es una generalizacion de que por 2 puntos pasa una unica recta o
por 3 puntos pasa una unica parabola, siendo la recta y la pardbola 2 polinomios de grados
1 y 2 respectivamente. Este teorema dice que dados n puntos en el plano, existe un tnico
polinomio de grado menor o igual a n — 1 que pasa por todos esos puntos.

(a) Razonaremos por contradiccién, supongamos que existen 2 polinomios de interpolacién
p(x) y q(z), con gr(p(x)),gr(q(x)) < n — 1, esto quiere decir que p(x;) = q(z;) = y;
V7 € {1,...,n}. Se define el polinomio h(x) = p(z) — ¢q(x), con gr(h(z)) < n — 1 pero
h(zj) = p(x;) —q(zj) = y; —y; = 0Vy € {1,...,n}, con lo que h(z) tiene n raices
distintas y, por lo tanto, es de grado n, lo que contradice que gr(h(z)) <n—1, la inica
opcién que queda es entonces que sea de grado —oo (polinomio 0) ya que el polinomio
0 tiene infinitas raices. Pero entonces h(x) = 0 = p(x) — q(x), con lo que p(z) = q(x),
es decir, solamente existe un polinomio de interpolacién y con esto se demuestra la
unicidad.

(b) El simbolo de 7 grande indica una productoria, que es andlogo a una sumatoria, sélo
- . 5
que en vez de sumar, multiplica. A modo de ejemplo [[,_;k=1-2-3-4-5 = 5! =120.
Analizemos ahora [;(x)

_ HZ=1(k¢j)(f’5 — )
HZ:l(k;éj)(xj — )

() € K]

1.) El numerador multiplica n — 1 términos, ya que se salta el asociado con j (k # j),
con lo que el grado de [;(x) es n — 1, el denominador posee coeficientes y también
(k # j) para evitar divisién por 0. Los x1, z3...x, son la coleccién de puntos del
enunciado, entonces son valores fijos. Calculamos ahora [;(x,)

Sij=r
HZ:l(k;é ) (zj — o)
Li(z,) = 1i(x;) = =5 J —1
] T i (@5 — )
Sigj#r
l](l',,-) o Hk—l(lﬁé‘])( k) _ (xr xl)(xr iL'Q) (:L'T :CT) (‘rr xn> _ O

- HZ:I(k;éj) (xj — xx) HZ:1(k¢j)(-73j — Tk)
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1, 7=r

0, j#r

2.) Por la parte 1. se tiene que el grado de p(x) es menor o igual a n — 1 ya que
corresponde a una sumatoria de polinomios del tipo [;(x) cuyo grado sabemos que
es n—1 y los y; son valores numéricos fijos, que no aumentan el grado del polinomio.
Ahora falta ver que p(x,,) = ym Ym € {1,...,n}, en efecto, sea m € {1,...,n} se
tiene que

Con esto se concluye que l;(z,) = 0;, = {

P(Tm) = Z Yili(zm)

=yl (zm) + yolo(zm) + ysls(zm) + oo + Ymlm (Tm) + oo + Ynln(zm)
= Y101m + Y202m + Y303m + -+ + YmOmm + - + YnOnm

=y 04+y2-04+ys- 0+ ... Yy -1+ ... 4y, -0
=04+04+0+...+ym+...+0

= U

Con lo que se concluye que p(x) = 2?21 y;jl;(x) es el polinomio de interpolacién
para la familia de puntos en el plano ({z;}7_;, {y;}7;).

P9 Antes que todo, es importante notar que .J; es un conjunto de polinomios reales cuyo grado
es menor o igual que 2, no pueden ser constantes y no tienen coeficiente libre de z, es decir,
son de la forma p(z) = a;x + apx? con ay,ay € R,a; # 0, al tomar dos polinomios de Jy lo
que hace A es componer ambos polinomios, pero como debe cumplir la l.c.i, entonces trunca
todo grado mayor que 2, a modo de ejemplo si tomamos p(z) = 3z + 222 y q(x) = z + 522,
se tiene que p(x) A q(z) = p(q(x)) = 3(x + 52?) + 2(x + 52*)? = 3z + 172% + 202 + 502*
pero obedeciendo la l.c.i, entonces queda finalmente p(x) A ¢(z) = 3z + 1722

(a) Demostraremos que (Jo, ) es grupo no abeliano, es decir, que es asociativo, posee
neutro e inverso, pero no es conmutativo.

- Asociatividad: Sean p(z),q(z),r(x) € J5 , siendo p(z) = a1 + asz?, q(x) = azr +
a,z? y r(z) = asx + agx? con ay, as, as, ay, as, a6 € R, ay,as, as # 0

(p(x) A q(x)) Ar(z) = (a1(agx + a4x2) + as(asz + a4x2)2) Ar(x)
= (ayazz + (a1a4 + aga3)z®) A r(z)
= ayas(asz + agr?®) + (ayas + aza3)(asz + agr?)?

2 2 2\ 2
= a1a3a5% + (a1a3a6 + aja4az + a2a3a5)x
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Por otro lado

p(x) A (q(z) Ar(w)) = p(x) A (as(asz + agr”) + as(asz + agz’)’)
= p(x) A (azasz + (asag + asa?)z?)
ar(azasz + (azag + asa2)z®) + az(azasr + (azas + agaz)r?)?

2 2 2V\,.2
= ajazasx + (a1a3a6 + a1a4a; + asa3az)x

- Neutro: Tomando el polinomio ¢(z) = z, claramente q(z) € J, ademds se tiene que
p(z) A q(x) = q(x) A p(x) = p(e(x)) = q(p(x)) = p(x) se concluye que el neutro en
J es el polinomio ¢(z) = z.

- Tnverso: Sea p(r) = a1 + asx?® € Jy,a; # 0 el inverso serd el polinomio ¢(z) =

2
L — 2% en efecto
al a3

p(x) Ag(z) = a

Z agQl as
=a | —— —3 5 \truncando grado mayor que 2
a a3 a?
asr?  agr?
=T -5+ —3
ay ai

Por otro lado se tiene que

amx + axx?®  ag(ayr + azw?)?
q(x) A p(x) = - 3
 wr axx?  ay(alz? + 2a,a02° + a3z?t)
B aq ai{’

2 2.2
a1x + a9x a9ai;T
= S ——— \truncando grado mayor que 2

a a3
asx?  agx?
= 1‘ + J—
451 ai
=2z

Se concluye que, dado el polinomio p(z) = a;x+asz? € Jo,a; # 0, el inverso serd el

2
: : _ oz ax
polinomio ¢(z) = i

para llegar a determinarlo lo que se hizo fue tomar un

q(z) arbitrario, vale decir q(x) = azz + ayz* y componerlo con p(z), de esta manera
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se obtenian condiciones para ag y ay

p() A q(7) = ai(azz + asx?) + az(azz + agr?)?

2 2.2 3 2.4

= ay(asx + agx®) + az(azx® + 2aza42° + ajz”)

_ 2 2.2

= a1a3% + a1a42° + a2a5% \truncando grado mayor que 2
2,2

= ajazx + (ajaq + agaj)x

Queremos llegar al polinomio neutro z, entonces solamente queda que ajaz = 1, es
decir, az = % y que ajay + azai = 0, lo que es igual a a4 = —%.
1
- No abeliano: Basta tomar un contraejemplo p(z) = z+ 2% y q(z) = 3z, se tiene que
p(z) A g(x) =3z + (32) = 3z + 922
q(z) A p(z) = 3(x + 2?) = 3z + 32?2
Se concluye que (J3, A) es un grupo no abeliano.
(b) Sean p(z) = @z + axa?,q(x) = azr + az® € Jo,ar,a3 # 0, con f(p(x)) = a1 y
f(q(x)) = as, se tiene que
fp(x) A q(z)) = flar(asz + aga®) + ax(asz + aga®)?)
= f(a(asx + as2®) + ag(aiz® + 2azasx® + atzt))
= flajasx + ajasx® + a2a§x2)
= f(ayazz + (ayaq + aza3)z?)

= aas

= [(p(x))f(q(x))

Falta demostrar que sea sobreyectivo, es decir, (Vy € R\{0})(Ip(z) € J2)(f(p(x)) = y),
en efecto, basta tomar el polinomio p(z) = yx, con esto se tiene que f(p(x)) = f(yz) =
con lo que se concluye que es un morfismo sobreyectivo.

\truncando grado mayor que 2

(c) Nota: Hay un error de tipeo, en vez de ay debe decir que a; = 1

Los polinomios en H son de la forma p(z) = x + asx?. Sean p(r) = x + asx?, q(r) = v +

asz® € H, calculemos p(z) Aq(x)™!, recordar que el inverso de ¢(z) es q(x) ™' = z—ayz?

p(x) A qlx) ™ = ( — ag2?) + az(z — agr?)?
= (z — ag2?) + az(2® — 2a42° + a22?)
= 2 — ayx® + apa? \truncando grado mayor que 2
=z + (ag — a4)z?

El cual pertenece a H. Para ver que es abeliano, tomamos dos polinomios arbitrarios
en H. sean p(x) = x + ax2?, q(x) = x + asa®

p(z) A q(z) = (z + agz?) + az(z + ag2?)?
= (2 + ag2?) + ax(2® + 2a47° + a3x?)
= 2 + a2’ + axz? \truncando grado mayor que 2
= 2+ (ag + a4)2”
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q(z) A p(z) = (v + ag?) + ay(w + apz®)?
= (7 + ao2?) + ay(2® + 2a02° + a3x*)
= 2 + axx? + auz? \truncando grado mayor que 2
=2+ (ag + a4)2”

Con lo que se concluye que (H, A) es subgrupo abeliano de (Jy, A).
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